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1 Vvedenie

Pri poluqenii uravneni� neline�no� mehaniki sploxno� sredy osnov-
na� slo�nost~ sostoit v napisanii opredel��wih uravneni�. Po�tomu
bol~xu� pomow~ mo�et okazat~ neka� fiziqeska� model~, dl� kotoro�
�ti uravneni� mogut byt~ poluqeny toqno, ishod� iz mikroskopiqeskih
predstavleni�. Odno� iz takih modele� �vl�ets� ideal~ny� monokri-
stall [1–4]. Itak, my budem rassmatrivat~ mno�estvo qastic (atomov),
vzaimode�stvu�wih me�du sobo� parnymi central~nymi uprugimi si-
lami. V ravnovesii qasticy obrazu�t ideal~nu� prostu� trehmernu�
kristalliqesku� rexetku. Ka�da� qastica vzaimode�stvuet s ogra-
niqennym qislom sosede�. Suwestvenno� osobennost~� danno� rabo-
ty �vl�ets� to, qto rassmatriva�ts� neline�nye sily i deformacii.
Rezul~taty, voobwe govor�, poluqeny dl� uprugogo deformirovani�, no
ih primenenie vozmo�no za predelami uprugosti. Dl� poluqeni� mikro-
skopiqeskih uravneni� budet ispol~zovat~s� dlinnovolnovoe pribli�e-
nie, t. e. rassmatrivat~s� funkcii, malo men��wies� na rassto�ni�h,
sravnimyh s dlinami osnovnyh vektorov rexetki. Teplovoe dvi�enie
i termodinamiqeskie �ffekty uqityvat~s� ne budut. Sleduet osobo
otmetit~ ispol~zovanie v rabote apparata pr�mogo tenzornogo isqisle-
ni� [5, 6].

Avtor prinosit gluboku� blagodarnost~ P. A. �ilinu, vli�nie ko-
torogo vo mnogom opredelilo issledovanie avtora v �to� oblasti.
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2 Oboznaqeni�.

V kaqestve otsqetno� konfiguracii budem ispol~zovat~ nedeformiro-
vanny� kristall. Radius-vektor proizvol~no� toqki otsqetno� kon-
figuracii, provedenno� iz nekotorogo edinogo naqala otsqeta obozna-
qim r. Radius-vektory uzlov rexetki, provedennye iz nekotorogo fiksi-
rovannogo uzla, oboznaqim aα. Numeraci� proizvodits� takim obrazom,
qto a−α = −aα. V aktual~no� konfiguracii vektoram r i aα otveqa-
�t, sootvetstvenno, R i Aα. Ob�em �lementarno� �qe�ki v otsqetno�
i aktual~no� konfiguraci�h oboznaqim sootvetstvenno v∗ i V∗. Inogda
veliqiny, otveqa�wie otsqetno� konfiguracii, budut pomeqat~s� no-
likom, naprimer,

o

∇ i ∇ — nabla-operatory, sootvetstvenno, otsqetno�
i aktual~no� konfiguracii.

Diadnoe proizvedenie dvuh vektorov a i b budet oboznaqat~s� ab,
ediniqny� tenzor — E. Togda tenzory gradientov mesta ime�t vid

o

∇R , ∇r ; (R
o

∇) = (
o

∇R)T , (r∇) = (∇r)T .

Formuly, sv�zyva�wie konfiguracii:

(
o

∇R)·(∇r) = E , ∇ = (∇r) · o

∇ , Aα = (R
o

∇) · aα.

3 Uravnenie statiki v forme Piola.

Zapixem uravnenie balansa sil dl� nekotorogo atoma rexetki:

∑
α

Fα + f = 0 (3.1)

Zdes~ Fα, f — sily, s kotorymi de�stvu�t na rassmatrivaemy� atom
sootvetstvenno atom pod nomerom α i vnexnie pol�. Iz-za simmetrii
rexetki formula (3.1) mo�et byt~ preobrazovana k vidu

1

2

∑
α

(Fα + F−α) + f = 0 (3.2)

Rassmotrim material~noe predstavlenie de�stvu�wih na atom sil, t. e.
budem sqitat~ ih funkci�mi r. Togda

F−α (r) = −Fα (r − aα) ≈ −F α(r) + aα ·
o

∇Fα (r) (3.3)
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Ispol~zu� (3.3) i uqityva�, qto
o

∇ · a = 0, poluqim iz formuly (3.2)

o

∇ · 1

2

∑
α

aα Fα + f = 0 (3.4)

Oboznaqim (zdes~ m — massa qasticy)

1

v∗

1

2

∑
α

aα Fα = P ,
1

m
f = k ,

m

v∗
= ρ0. (3.5)

Togda v novyh oboznaqeni�h uravnenie (3.4) primet vid
o

∇·P + ρ0k = 0 (3.6)

Neslo�no pokazat~, qto ρ0 imeet smysl makroskopiqesko� plotnosti,
k — vektora massovyh sil. Togda uravnenie v toqnosti sovpadaet s
uravneniem statiki sploxno� sredy v tom sluqae, esli P — �to tenzor
napr��eni� Piola.

4 Uravnenie statiki v forme Koxi.

Preobrazuem teper~ (3.2) pol~zu�s~ prostranstvennym predstavleniem,
t. e., sqita� sily funkci�mi R. Poluqim

F−α(R) = −Fα (R + A−α) ≈ −Fα (R) + Aα · ∇Fα (R).

Sootnoxenie (3.2) primet vid

1

2

∑
α

Aα ·∇Fα + f = 0. (4.1)

Oboznaqim
T =

1

V∗

1

2

∑
α

AαFα. (4.2)

Togda:
∇·T =

1

V∗

1

2

∑
α

Aα ·∇Fα +
1

2

∑
α

(
∇· 1

V∗
Aα

)
Fα (4.3)

Soglasno to�destvu Piola

∇· v∗
V∗

(R
o

∇) ≡ 0

vtora� summa v (4.3) to�destvenno ravna nul�, a sledovatel~no, (4.1)
mo�et byt~ predstavlena v vide:

∇·T + ρk = 0 (4.4)
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Zdes~ ρ = m/V∗ — makroskopiqeska� plotnost~ posle deformacii. For-
mula (4.4) sovpadaet s uravneniem statiki sploxno� sredy v forme Ko-
xi, esli T — tenzor napr��eni� Koxi. Ubedit~s�, qto �to de�stvi-
tel~no tak, mo�no, dokazav, qto T udovl�tvor�et formule Koxi, to est~
opredel�et makroskopiqeskie napr��eni�. Vyrezav v kristalle neko-
toru� plowadku i prosummirovav de�stvu�wie na nee sily, poluqim
formulu (4.2) dl� tenzora Koxi.

Sravnim teper~ formuly (3.6) i (4.2). Legko videt~, qto tenzor P

mo�et byt~ vyra�en qerez tenzor T po formule

P =
ρ0

ρ
(r

o

∇)·T ,

a sledovatel~no, �vl�ets� tenzorom Piola.

5 Razliqnye formy tenzorov napr��eni�.

Tak kak Fα ‖ Aα, to Fα mo�no predstavit~ v vide

Fα = ΦαAα

Zapixem teper~ formuly dl� naibolee qasto upotrebl��wihs� v lite-
rature tenzorov napr��eni� [5]:

T̃ = 1
v∗

1
2

∑
α

ΦαAαAα — tenzor Koxi;

T
(0)

= 1
v∗

1
2

∑
α

ΦαAαAα — (Gamel~, Kappus, Trefftc);

P = 1
v∗

1
2

∑
α

ΦαaαAα — tenzor Piola;

T̃ = 1
v∗

1
2

∑
α

Φαaαaα — �nergetiqeski� tenzor;

T ∗ = 1
v∗

1
2

∑
α

Φαaαaα — 2-� tenzor Piola-Kirhgoffa

Formuly ob��sn��t mikroskopiqeski� smysl �tih tenzorov.
Nam v dal~ne�xem budet udobno vvesti ewe odin tenzor, kotory� my

nazovem tenzorom sil

Φ
def
=

1

2

∑
α

Φαaαaα.

Togda tenzor Koxi

T =
1

V∗
(R

o

∇)·Φ·( o

∇R). (5.1)
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6 Opredel��wee uravnenie.

Rassmotrim veliqiny Φα. Oni mogut byt~ predstavleny v vide

Φα = Φ (A2
α) = Φ (aα ·G·aα).

Zdes~ Φ — nekotora� edina� dl� vseh α funkci�, ravna� otnoxeni� ve-
liqiny sily vzaimode�stvi� me�du dvum� atomami k rassto�ni� me�du
nimi, G — mera deformacii Koxi-Grina

G = (
o

∇R)·(R o

∇).

Tak kak V∗ =
√
|G| v∗, to formula (5.1) nam dast opredel��wee uravnenie

T =
1

v∗
√
|G|

(R
o

∇)·Φ(G)·( o

∇R) , Φ(G) =
1

2

∑
α

Φ (aαaα ··G) aαaα.

7 Line�noe pribli�enie.

Oboznaqim

Aα = aα + ∆α , ∆α = u (r + aα)− u(r) , u = R− r.

Raskladyva� veliqiny Φα, ∆α v r�d po malym parametram i sohraniv
pervoe pribli�enie, poluqim

Φα = Aα +Bα aα·∆α , ∆α = aα·(∇u) ; Aα
def
= Φ (a2

α) , Bα
def
= 2Φ′ (a2

α) .

Podstavim poluqennye vyra�eni� v formulu (3.5) dl� tenzora Piola

v∗ P = A+A·(∇u) + 4B·· (∇u)S.

Zdes~ oboznaqeno

A def
=

1

2

∑
α

Aα aαaα , 4B def
=

1

2

∑
α

Bα aαaαaαaα. (7.1)

Esli ishodnoe sosto�nie �vl�ets� nenapr��ennym, to tenzor Piola sta-
novits� neotliqim ot τ — line�nogo tenzora napr��eni� Koxi, i my
imeem

τ = 4C ·· ε , 4C
def
=

1

v∗
4B =

1

v∗

1

2

∑
α

Bα aαaαaαaα. (7.2)
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Zdes~ ε = (∇u)S — tenzor malyh deformaci�. Takim obrazom, my po-
luqim klassiqeski� zakon Guka. Otmetim, qto tenzor 4C — absol�tno
simmetriqen, t. e. simmetriqen otnositel~no l�bo� perestanovki vho-
d�wih v nego vektorov. �to �vl�ets� sledstviem rassmotreni� prosto�
rexetki.

Privedem sluqa�, kogda 4C — izotropen

4C = C 4J , 4J
def
= ekekenen + ekenenek + ekeneken. (7.3)

Zdes~ ek — nekotory� ortonormirovanny� bazis,

C
def
=

1

30

∑
α

aαBα.

V formule (7.3) ispol~zovano summirovanie po povtor��wims� indek-
sam. Togda uravnenie (7.2) primet vid:

τ = C(ϑE + 2ε) ; ϑ
def
= tr ε. (7.4)

Otmetim, qto (7.4) sootvetstvuet ko�fficientu Puassona ν = 1
4
.

8 Fiziqeski line�ny� material.

Rassmotrim situaci�, kogda sily sily vzaimode�stvi� osta�ts� li-
ne�nymi pri ne malyh deformaci�h. Voobwe, tako� material prin�to
nazyvat~ geometriqeski neline�nym, odnako privedennoe v zagolovke na-
zvanie, po mneni� avtora, luqxe otra�aet suwestvo voprosa.

Vvedem tenzor koneqno� deformacii Koxi-Grina:

ε =
1

2
(G− E) = (

o

∇u)S +
1

2
(

o

∇u)·(u o

∇).

V line�nom pribli�enii tenzor Koxi-Grina prevrawaets� v obyqny�
tenzor malo� deformacii.

V silu fiziqesko� line�nosti, Φα mo�no predstavit~ v vide:

Φα = Φ(A2
α) = Aα + Bαaαaα ·· ε ; Aα = Φ(a2

α) , Bα = 2Φ′(a2
α).

Ispol~zu� teper~ oboznaqeni� (7.1), poluqim

Φ = A+ 4B·· ε.
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Esli sqitat~ ishodnu� konfiguraci� nenapr��enno�, to A = 0, i iz
(5.1) poluqim:

T =
1√
|G|

(R
o

∇)·(4C ·· ε)·( o

∇R) , 4C =
1

v∗

1

2

∑
α

Bα aαaαaαaα. (8.1)

Zdes~ 4C — tenzor �estkosti v line�no� teorii.

Sootnoxenie uprugosti (8.1) mo�no zapisat~ v neskol~ko inom vide

T = 4C ′ ·· ε , 4C ′ def
=

1

V∗

1

2

∑
α

Bα AαAαaαaα.

Nar�du s mero� deformacii Koxi-Grina vvodits� mera deformacii
Al~manzi:

g = (∇r)·(r∇).

i sootvetstvu�wi� emu tenzor deformacii Al~manzi:

ε′ =
1

2
(E − g) = (∇u)S − 1

2
(∇u)·(u∇) = (∇r)·ε·(r∇). (8.2)

Pri ispol~zovanii tenzora Al~manzi sootnoxeni� uprugosti primut
vid

T = 4C ′′ ·· ε′ , 4C ′′ def
=

1

V∗

1

2

∑
α

Bα AαAαAαAα. (8.3)

Tenzor 4C ′′, kak i 4C, absol�tno simmetriqen.

Rassmotrim teper~ sluqa�, kogda material izotropen, a stalo byt~
4C opredel�ets� formulo� (7.3). Tenzor 4C ′′ pri �tom, voobwe govo-
r�, budet anizotropen. Tem ne menee sootnoxeni� uprugosti dopuska�t
prostu� zapis~.

Vvedem v rassmotrenie tenzor:

F = (R
o

∇)·( o

∇R) = g−1.

Otmetim, qto

F = OT ·G·O. (8.4)

Zdes~ O — tenzor povorota sredy pri deformacii. On mo�et byt~

poluqen, naprimer, iz pol�rnogo razlo�eni�
o

∇R

o

∇R = U ·O , U2 = G. (8.5)
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Iz (8.5), v qastnoti, sleduet, qto invarianty tenzorov F i G sovpada�t.
Krome togo, oboznaqim

ϕ =
1

2
(F − E) = OT ·ε·O.

Togda formula (8.1) mo�et byt~ privedena k vidu

T =
C√
|F |

F · (ϑE + 2ϕ) , ϑ
def
= tr ϕ.

9 Fiziqeski line�ny� material pri malyh
deformaci�h.

V �tom punkte my budem sqitat~ deformacii malymi, v to vrem� kak
peremeweni� i povoroty osta�ts� koneqnymi. Rassmotrim (8.5)

G = E + 2ε ≈ E ⇒ U = E ⇒ o

∇R ≈ O. (9.1)

Togda, uqityva�, qto V∗ ≈ v∗:

T = OT · (4C ·· ε) · O.

Iz (9.1) sleduet, qto Aα ≈ aα ·O t. e. vektor Aα poluqa�t povorotom aα.
Sledovatel~no, i tenzor 4C ′′ mo�et byt~ poluqen povorotom 4C. Otme-
tim, kstati, qto soglasno (8.2), analogiqno sv�zany i ε s ε′.

Rassmotrim teper~ sluqa� izotropii. Tak kak 4C izotropen, to 4C ′′,
poluqenny� iz nego povorotom, dol�en byt~ emu raven. Sledovatel~no,
sootnoxenie (8.3) primet vid:

T = C (ϑE + ε′) , ϑ
def
= tr ε′ = tr ε. (9.2)

Uravnenie (9.2) sootvetstvuet materialu Setha. Rasprostraneno mne-
nie, qto material Setha ne �vl�ets� giperuprugim, to est~ ne suwestvu-
et potenciala, opisyva�wego deformaci�, a potomu uravneniem (9.2)
pol~zovat~s� nel~z�. �to ne sovsem tak. De�stvitel~no, pri koneq-
nyh deformaci�h material Setha ne budet giperuprugim. Odnako pri
ispol~zovanii (9.2) neobhodimo pomnit~ o teh predpolo�eni�h, pri ko-
toryh uravnenie vyvodilos~, a imenno, o malosti ε. Togda uprugi�
potencial budet suwestvovat~, tak �e, kak on suwestvuet v line�no�
teorii.
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