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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность. Создание новых сложных материалов с желаемыми
динамическими свойствами — требование и двигатель развития современного
инженерного дела. Они необходимы для сбора акустической энергии, управ-
ления ее потоками, виброизоляции, предохранения объектов от повреждений
или их целенаправленного контролируемого разрушения, требуемого в рабо-
чих процессах добывающей и обрабатывающей промышленности. Для прак-
тических целей, например, в сейсморазведке, при ультразвуковых исследова-
ниях, также необходимо учитывать сложную структуру существующих сред:
дополнительные степени свободы неоднородностей, зерен, агрегатов, блоков,
включений. В связи с этим в механике развивается актуальная область ис-
следований — теория сред сложной структуры, частицы которых — сложные
бесконечно малые объекты с дополнительными степенями свободы: враща-
тельными, деформационными и другими. Подобные модели необходимы в
биомеханике, теории электромагнитных сплошных сред (Джорджо, Ерофе-
ев, Еремеев, Жилин, Лурье, Можен, Новацкий, Тьерстен, Шоркин, Эринген),
для описания жидких кристаллов, зернистых сред, различных композитов, в
том числе акустических метаматериалов, многофазных сред (Аэро, Бессонов,
Буи, Вильчевская, Грин, Еремеев, Зубов, Мюллер). Микроструктура матери-
ала играет важную роль в процессах динамического разрушения (Абрамян,
Бородин, Мещеряков, Морозов, Петров). Нередко в таких средах существен-
ны вращательные степени свободы (Альтенбах, Еремеев, Ерофеев, Жилин,
Пау, Чженг, Шаат). Континуум из малых твердых тел с поворотными сте-
пенями свободы называется микрополярной средой (Эринген), или средой
Коссера в честь братьев Коссера, в 1909 г. предложивших его трехмерную
теорию. Поэтому задача создания континуальных микрополярных моделей,
в том числе интеллектуальных, для описания акустических метаматериалов
и сред с включениями, блоковой и зернистой структуры, является весьма
актуальной.

Степень разработанности темы. Важным примером сред с микро-
структурой, широко используемых на практике, являются акустические ме-
таматериалы. Это, как правило, искусственные композиты с эффективными
отрицательными упругими и/или инерционными характеристиками по от-
ношению к статической нагрузке или гармоническим волнам в определенной
зоне частот (Ерофеев, Еремеев, дель Изола, Каина, Ли, Лурье). Эти среды ис-
пользуются для управления фронтами волн, потоками энергии, фокусировки
звука, защиты от вибраций (Генно, Гевара, Гао, Жанг, Каммер, Ма, Мильтон,
Цветиканин). В данной работе метаматериалы понимаются в динамическом
смысле. В таком случае их дисперсионные кривые обладают запрещенными
зонами частот или зонами аномального преломления — падающими участка-
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ми (Каина, Ли и др.) Эти области частот называются рабочими зонами ме-
таматериала. Запрещенная зона соответствует «единожды отрицательному»
акустическому метаматериалу, а зона аномального преломления — «дважды
отрицательному».

Охватить существующую обширную литературу по метаматериалам не
представляется возможным. Вначале была развита теория электромагнитных
метаматериалов, где пионерские работы принадлежат Веселаго и Пендри.
Одна из первых работ по акустическим метаматериалам — работа Кушва-
хи, Халеви, Добжиньского и Джафари-Рухани (1993), где рассматривались
упругие композиты периодической структуры с включениями — резонатора-
ми. В дальнейшем такие материалы стали создаваться на практике и иссле-
доваться (Бобровницкий, Бутен, Ву, Деймьер, Жанг, Лиу, Крастер, Чжанг,
Шенг, Янг). Обычно уравнения метаматериалов получают в результате рас-
смотрения a priori заданной микроструктуры (Бигони, Ерофеев, Кривцов,
Лурье, Павлов, Порубов, Хуанг). Наиболее популярная модель — структура
из объектов “масса в массе”: массивных частиц, внутри которых содержит-
ся другая материальная точка–резонатор (Лиу, Уиллис, Хуанг, Чан, Шенг).
Частный вид континуума, моделирующего метаматериал, — «ослабленная
микроморфная среда»,— предложен в работах Мадео, Неффа и соавторов.
Однако неясно, какие свойства континуальных моделей обеспечивают дис-
персионное поведение, характерное для акустических метаматериалов. Срав-
нительно мало работ по акустическим метаматериалам с поворотными степе-
нями свободы (Васильев, Гусев, Джаннини, Джонс, Ерофеев, Карта, Мовчан,
Митчелл, Павлов, Оффрэ, Тонг, Федотовский, Френзель, Янг), хотя они де-
монстрируют наиболее интересные волновые свойства. Роль диссипации в
метаматериалах остается недостаточно изученной (Фразьер, Молерон).

В композитах с включениями, зернистых, блоковых, консолидирован-
ных сыпучих средах на разных масштабах важны поворотные степени свобо-
ды, особенно в процессах сдвига, перестройки структуры, при ударных воз-
действиях (Атрошенко, Бесдо, Вардулакис, Годдард, Гуткин, Дьеполдер, Ли-
ма, Липпманн, Матвеенко, Мещеряков, Овидько, Пау, Садовские, Тессейры).
Однако в этих средах нет взаимодействия, которое бы противодействовало
взаимному повороту частиц (Мандель). Нередко эти среды обладают запре-
щенными зонами частот или падающими участками дисперсионных кривых
(Людинг, Масиани, Мисра, Меркель, Мурай, Сайто, Сулем), при ударных
воздействиях имеют место явления локализации (Братов, Кузнецов, Моро-
зов, Лароз, Сомфай), а в геосредах логарифмический декремент немонотон-
но зависит от частоты (Сато). Шварцем, Джонсоном и Фенгом для описания
сыпучих сред (1984) была предложена линейная изотропная упругая микро-
полярная теория, в которой отсутствует сопротивление градиенту поворота.
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Позднее она была названа редуцированной средой Коссера (Масиани, Трова-
луши). Однако ее волновые свойства не были исследованы, а также данная
теория не учитывала нелинейность, диссипативные свойства, анизотропию
(в том числе локальную, то есть заметную лишь на малых масштабах), что
может быть важно в сыпучих средах и грунтах (Сато, Оболенцева, Ода, Ива-
шита). В зернистых средах при всестороннем растяжении или близком к нему
состоянии наблюдается пластическое течение и перестройка материала (Дру-
янов, Роско). Начало пластического течения или иные изменения структу-
ры могут быть связаны с неустойчивостью нелинейного упругого материала
(Антман, Пашкевич), однако классическая упругая изотропная нелинейная
упругая среда с выпуклой энергией становится неустойчивой при всесторон-
нем сжатии, но не при всестороннем растяжении (Тупин). Таким образом,
необходима разработка микрополярных теорий, описывающих данные среды,
исследование их волновых свойств и устойчивости с учетом предварительно-
го напряженного состояния, анизотропии и диссипации.

Особое место среди микрополярных сред занимают гироконтинуумы —
материалы с большими скоростями вращения частиц, например, акустиче-
ские гироскопические метаматериалы (Брун, Джонс, Карта, Мовчан, Мит-
челл), среда Кельвина (Жилин, Гаврилов, Грекова), уравнения которой ана-
логичны уравнениям магнитоупругих сред, и другие (Брокато, Иванова, Ка-
приц). В антиферромагнетиках и магнитоупругих композитах существуют
зоны непропускания для магнитоупругих волн (Бу Матар, Гуляев).

Несмотря на достигнутый прогресс, в данной области остаются нере-
шенные задачи. Поэтому разработка моделей Коссера без больших скоростей
вращения и гироконтинуумов, обладающих свойствами акустических мета-
материалов, представляется актуальной задачей.

Объект исследования: среды сложной структуры, обладающие свой-
ствами акустических метаматериалов.

Целью диссертационной работы является развитие теории конти-
нуумов сложной структуры, в том числе с поворотными степенями свободы,
обладающих свойствами акустических метаматериалов, при помощи феноме-
нологических методов механики сплошной среды.

Для достижения этой цели были поставлены и решены следующие
задачи диссертационной работы:

1. Предложить новый класс континуумов, демонстрирующих свойства
акустических метаматериалов, в том числе континуумов с поворотными
степенями свободы.

2. Исследовать влияние параметров континуума (свойств симметрии,
упругих, диссипативных и инерционных констант) на свойства диспер-
сионных соотношений метаматериала для различных типов волн.
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3. Предложить континуальные модели с поворотными степенями свободы
для зернистых, блоковых, консолидированных сыпучих сред и компо-
зитов с жесткими включениями, в которых нет упорядоченной структу-
ры поворотов, обладающие свойствами акустических метаматериалов, в
том числе учитывающие нелинейность, произвольные внешние нагруз-
ки, локальную и иную анизотропию, диссипацию.

4. Найти особенности динамики и устойчивости данных сред.

5. Найти зависимость волновых свойств этих континуумов от диссипатив-
ных параметров и параметров анизотропии, предварительного напря-
женного состояния.

6. Предложить модели среды Кельвина или иного гироконтинуума, обла-
дающие свойствами акустических метаматериалов. Исследовать влия-
ние параметров континуума на дисперсионные соотношения и возмож-
ность управления рабочими зонами метаматериала при помощи внеш-
ней нагрузки.

Метод исследования основан на применении фундаментальных за-
конов механики, принципа материальной объективности, тензорной алгебры
и анализа, асимптотических разложений, дисперсионного анализа. При по-
строении нелинейной модели редуцированной среды Коссера используется
баланс энергии в форме Жилина.

Научная новизна состоит в разработке нового подхода к моделирова-
нию акустических метаматериалов и сред, которые не сопротивляются взаим-
ному повороту частиц (зернистых, блоковых, с включениями, магнитострик-
ционных со слабым обменным взаимодействием) — теории редуцированных
сплошных сред сложной структуры, в том числе микрополярных, включая
нелинейные, с локальной анизотропией, хиральные, диссипативные, с боль-
шими скоростями вращения частиц, интеллектуальные; в исследовании ди-
намических свойств таких сред. Показано, что редуцированные среды, упру-
гая энергия которых не зависит от некоторых видов деформации, обладают
запрещенными зонами частот или зонами аномального преломления, что до-
бавление определенных видов диссипации в материал может улучшать про-
хождение волны в запрещенных в упругом случае зонах частот и приводить к
появлению зон аномального преломления, что в редуцированной среде Коссе-
ра возможны явления локализации. Найден новый механизм неустойчивости
определенного класса редуцированных сред Коссера при всестороннем рас-
тяжении, предложены модели редуцированной среды Кельвина и редуциро-
ванной гиростатической среды для акустических гироскопических и магни-
тострикционных метаматериалов и проведен их дисперсионный анализ. Но-
выми являются все перечисленные ниже выносимые на защиту результаты.
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Теоретическая и практическая значимость работы. В рамках
теории сплошных сред сложной структуры предложено новое направление
— теория редуцированных упругих и вязкоупругих сред, которое открыва-
ет возможности к поиску и разработке умных акустических метаматериалов
различной природы. Редуцированные среды Коссера могут служить в каче-
стве моделей для различных сред с неупорядоченной структурой поворотов
(геосреды, сред блоковой и зернистой структуры, композитов с включени-
ями и др.), в ротационной сейсмологии. Результаты, полученные в рамках
данных моделей, перспективны с точки зрения сейсморазведки. Редуциро-
ванные гироконтинуумы применимы в качестве модели для акустических
материалов с гироскопическими элементами, разрабатываемых в последние
годы для управления волновыми фронтами. Также они могут служить моде-
лью для магнитострикционных сред со слабым обменным взаимодействием,
например, для материалов, созданных на основе терфенола-D.

Результаты, выносимые на защиту.

1. Введено понятие и развита теория упругих редуцированных сред типа
«несущий континуум + распределенный динамический гаситель», упру-
гая энергия которых не зависит от градиента обобщенной координаты
гасителя. Показано, что линейные упругие редуцированные среды при
определенных требованиях к их упругой и кинетической энергии яв-
ляются акустическими метаматериалами вне зависимости от природы
своих степеней свободы, то есть их дисперсионные кривые обладают
запрещенными зонами или падающими участками.

2. Показано, как, управляя взаимосвязью субконтинуумов или внешним
следящим воздействием, можно изменять рабочие зоны метаматериа-
ла и их тип. Наиболее эффективно управлять волновыми свойствами
изотропного материала позволяет взаимосвязь «градиент координаты
несущего континуума – координата динамического гасителя», а гиро-
тропного — она же в сочетании со взаимосвязью обеих координат.

3. Показано, что добавление линейной диссипации к упругим связям ре-
дуцированной среды обеспечивает существование бегущей затухающей
волны почти на всех частотах. Малая диссипация может способствовать
более медленному затуханию колебаний в запрещенной зоне упругого
материала и превращать ее часть в падающий участок — рабочую зону
дважды отрицательного акустического метаматериала.

4. Предложены различные модели редуцированных сред Коссера. Пока-
зано, что при линейных колебаниях они являются акустическими мета-
материалами, рабочими зонами которых можно управлять при помощи
нелинейного напряженно-деформированного состояния, малой диссипа-
ции и внешнего следящего момента.
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5. Для сосредоточенных гармонических нагрузок в неограниченной изо-
тропной упругой линейной редуцированной среде Коссера получена
функция Грина, вид которой свидетельствует о возможности резонанс-
ных или локализованных вблизи источника решений.

6. Найден новый механизм неустойчивости нелинейных изотропных упру-
гих сред Коссера с выпуклой энергией деформации при большом все-
стороннем растяжении, отсутствующий у классических сред.

7. Предложены модели простейшей редуцированной среды Кельвина, име-
ющей аналогию с магнитоупругими материалами, и простейшей гиро-
статической среды. Показано, что обе среды являются акустическими
метаматериалами, рабочую зону и тип которых можно менять при по-
мощи внешнего следящего момента.

Все основные научные результаты являются новыми, получены автором са-
мостоятельно.

Достоверность и обоснованность результатов обеспечивается
корректным использованием математических методов и фундаментальных
законов механики, подтверждается сравнением аналитических и численных
результатов, качественным совпадением эффектов, предсказанных теорией,
с реальными и численными динамическими экспериментами для композитов
с включениями и сыпучих сред.

Апробация работы. Основные положения диссертационной работы
докладывались и обсуждались более чем на 50 международных конференци-
ях в России и за рубежом, были представлены на семинарах ИПМаш РАН,
СПбПУ Петра Великого, рабочих встречах исследовательской группы Shell
E.&P. и Санкт-Петербургского научного кластера, семинаре исследователь-
ской группы университета Севильи «Электродинамика и механика когезив-
ных сыпучих сред», семинаре под руководством Ж.А. Можена лаборатории
«Моделирование в механике» (университет Пьера и Марии Кюри), семинаре
лаборатории Навье (университет Густава Эйфеля, Национальная школа мо-
стов и французский Национальный центр научных исследований), семинаре
лаборатории Школы машиностроения и электротехники (Технологический
институт Харбина). По теме диссертации автор работала в рамках проектов:

� Cовместный проект компании Шелл (Shell E.&P.) и РАН «Волны в
сложных средах» (2003–2006), руководителем которого с российской
стороны являлась соискатель.

� «Мелкодисперсный порошок как нелинейная полярная среда: межча-
стичное взаимодействие и континуальная теория», персональный грант
РАН для молодых ученых N 95 (2000–2002);

� «Нелинейные упругие полярные среды: аналогии и выбор тензоров
деформации», персональный грант фонда «Молодые ученые России»,
2001
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� «Электрогидродинамика суспензий и реология когезивных сыпучих
сред», грант правительства Андалузии в категории «выдающиеся про-
екты», 2006–2009 (исполнитель);

� три гранта правительства Испании, посвященных механике и физике
сыпучих и текучих сред (2007–2011, 2011–2014, 2014–2018, участник);

� два гранта РФФИ (1999–2001, 2017–2019, участник).

Работа выполнена при поддержке Правительства Российской Федерации (гос-
задание «FSEG-2020-0021»).

Публикации. Результаты исследований отражены в 28 работах [1–28],
индексируемых в Scopus и/или Web of Science. Из них 9 работ в квартиле Q1,
4 работы в квартиле Q2 по рейтингу Scopus.

Личный вклад автора. Все основные результаты, выносимые на за-
щиту, принадлежат автору. Из совместных публикаций в диссертацию вклю-
чен лишь материал, полученный автором; вклад соавторов оговорен отдель-
но. Работы [2, 8, 9, 11–13, 15–21] написаны без соавторов. В работе [1] ав-
тору принадлежит постановка задачи и вывод нелинейных определяющих
уравнений редуцированной среды Кельвина, в работах [5,10,26–28] — анали-
тические результаты, в работе [3] — аналитическая часть тестовой задачи,
в работах [4, 6] — постановка задачи, асимптотика для вещественной части
волнового числа, в работе [7] — частичный анализ решения в континуальном
приближении, в работе [14] — идея экспериментальной установки для воспро-
изводимого измерения динамических свойств когезивного порошка, анализ
отличия роли магнитного поля во время процесса упаковки и при приме-
нении к созданной упаковке, в работе [22] — аналитическая часть решения
для безграничной редуцированной среды Коссера и характеристика диспер-
сионных кривых волны Рэлея, в работах [23,24] — изучение асимптотических
свойств дисперсионных кривых волны Рэлея в редуцированной среде Коссе-
ра, в работе [25] — уравнения динамики пластической редуцированной среды
Коссера. В совместных работах анализ результатов производился в сотруд-
ничестве с соавторами.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
четырех глав, заключения и списка литературы. Объем диссертации состав-
ляет 401 страницу, она содержит 74 рисунка, список литературы включает
327 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ
Введение содержит определение основных понятий, описание предме-

та и метода исследования, сведения о структуре диссертации, положения,
выносимые на защиту, сведения о теоретической и практической значимости
работы, о ее апробации.

9



Первая глава посвящена аналитическому обзору литературы. Выводы
из обзора позволяют сформулировать цель и задачи диссертационной работы.

Во второй главе в разделах 2.1–2.4 рассматривается упругий линей-
ный континуум произвольной природы, подчиняющийся уравнениям Лагран-
жа. Среда состоит из двух субконтинуумов — несущего континуума и рас-
пределенного динамического гасителя, которые характеризуются векторами
обобщенных координат произвольной размерности q1 и q0, соответственно.
Массовая плотность упругой энергии 𝑈 континуума зависит q0,q1,∇q1, где
∇ — оператор-градиент, но не зависит от ∇q0, то есть частицы «распределен-
ного динамического гасителя» не соединены между собой непосредственно.
Такой континуум называется редуцированным. Его пример показан на рис. 1.
Идея редуцированной среды имеет общие черты с континуально-дискретным

q0

q1

Рис. 1. Редуцированный континуум.

подходом (Беляев), рассматривающим сплошную среду с внедренными в нее
не контактирующими между собой дискретными элементами. Скорости и
ускорения q̇𝑖, q̈𝑖 предполагаются малыми (в этой главе не рассматривают-
ся редуцированные континуумы с гироскопическими силами). Полагаем, что
континуум удовлетворяет требованиям материальной объективности (Нолл).
Уравнениями динамики упругой среды служат модифицированные вектор-
ные уравнения Лагранжа (Кильчевский и др.). Для редуцированного конти-
нуума они записываются в виде

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕q̇1
− 𝜕𝐿

𝜕q1
+ ∇ · 𝜕𝐿

𝜕∇q1
= 0,

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕q̇0
− 𝜕𝐿

𝜕q0
= 0. (1)

Здесь 𝐿 = 𝐾 − 𝑈 — лагранжиан, 𝐾 — массовая плотность кинетической
энергии.

Рассмотрен случай, когда массовые плотности упругой и кинетической
энергии линейного редуцированного упругого материала имеют вид

𝑈 = ∇q⊤
1 · · 4K · · ∇q1/2 + 𝐶11q1 · q1/2 + q0 ·C00 · q0/2 +

+ ∇q⊤
1 · · 3N10 · q0 + q1 ·C10 · q0, (2)

𝐾 = q̇0 ·A00 · q̇0/2 + 𝐴11q̇1 · q̇1/2. (3)
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Здесь 4K, 𝐶11, C00, N10, C10 — упругие характеристики, A00 и 𝐴11 — инер-
ционные. Свертка тензоров ·· линейна по своим аргументам, для полиад
𝜆1 . . .𝜆𝑛−1𝜆𝑛 · · 𝜁1𝜁2 . . . 𝜁𝑛 = 𝜆1 . . . (𝜆𝑛−1 · 𝜁2)(𝜆𝑛 · 𝜁1)𝜁3 . . . 𝜁𝑛. Потребуем
C00 = 𝜔2

0A00. Тогда несущий континуум обладает парциальной частотой ко-
лебаний 𝜔1 =

√︀
𝐶11/𝐴11, а распределенный динамический гаситель — пар-

циальной частотой 𝜔0. Можно ожидать, что динамический гаситель вблизи
своей парциальной частоты будет захватывать энергию колебаний, поскольку
между его частицами отсутствует упругая связь.

Примерами редуцированных континуумов могут служить широко ис-
пользуемая модель акустического метаматериала «масса в массе» (Лиу,
Шенг и др.) и упругая изотропная линейная редуцированная среда Коссе-
ра (Шварц, Джонсон, Фенг), подробно рассмотренная в третьей главе, в ко-
торой, помимо реакции на ∇u𝑆 (u — перемещение), связанной с парамет-
рами Ламе 𝜆, 𝜇, присутствует антисимметричная часть тензора напряжений

q

q

1

0

|C  |
10

θα
u /2

u

λ,µ

Рис. 2. Масса в массе (слева) и редуцированная среда Коссера (справа).
|𝐶10| — жесткость реакции на относительное смещение q1 − q0 (слева).

𝛼(𝜃 −∇× u/2) × E — реакция на разность микроповорота (малого вектора
поворота частицы 𝜃) и макроповорота (вихревой деформации окрестности
∇× u/2). Здесь E — единичный тензор, 𝛼 — упругий модуль Коссера.

Уравнения динамики (1) при 𝑈,𝐾, заданных системой (2), (3), таковы:

A00 · (q̈0 + 𝜔2
0q0) + ∇q⊤

1 · 3N10 + q1 ·C10 = 0, (4)

𝐴11(q̈1 + 𝜔2
1q1) + C10 · q0 −∇ · (4K · ∇q1 + 3N10 · q0) = 0. (5)

Ищем гармонические решения данных уравнений в виде q𝑖 = Q𝑖𝑒
𝑖(𝜔𝑡+k·r), k

— волновой вектор, 𝜔 — частота волны, r — радиус-вектор частицы, 𝑡 — вре-
мя. Выражая q0 через q1 из (4) при 𝜔 ̸= 𝜔0, подставляем в уравнение (5) и
получаем уравнение Кристоффеля для свободных колебаний несущего кон-
тинуума с эффективными частотно-зависимыми характеристиками, которые
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могут оказаться отрицательными в некоторых диапазонах частот:

(k · 4K · k + (𝜔2
1 − 𝜔2)𝐴11E+

+ (𝜔2 − 𝜔2
0)

−1[C10 ·A−1
00 ·C⊤

10 + k · 3N10 ·A−1
00 · (k · 3N10)

⊤

− 2𝑖(k · 3N10 ·A−1
00 ·C⊤

10)
𝐴]) ·Q1 = 0. (6)

В анизотропном многомерном случае рассматриваются два варианта:
1) 3N10 ̸= 0,C10 = 0; (взаимосвязь «деформация несущего континуума – ко-
ордината динамического гасителя»)
2) 3N10 = 0,C10 ̸= 0 (взаимосвязь «координата несущего континуума – ко-
ордината динамического гасителя»).

На частоте 𝜔0 возможен режим q1 ≡ 0, q0 = Q0𝑒
𝑖𝜔0𝑡 в случае 1 при

∇ · (3N10 · Q0) = 0. В случае 2 на частоте 𝜔0 для невырожденного C10 при
𝜔 = 𝜔0 не существует волнового числа 𝑘 = |k|, в том числе комплексного, то
есть отсутствуют даже затухающие колебания.

Асимптотический анализ вблизи парциальных частот показывает, что
в зависимости от них и взаимосвязи субконтинуумов в анизотропном мате-
риале существуют запрещенные зоны и/или зоны аномального преломления,
возможно, за исключением особых направлений распространения волн.

Для изотропной среды с трехмерными субконтинуумами одно из усло-
вий C10 = 0, 3N10 = 0 обязательно выполняется в силу симметрии. Удается
получить точные дисперсионные соотношения, качественно картина для по-
перечных волн совпадает с анизотропным случаем. Краткая сводка резуль-
татов и графики для изотропного материала приведены в таблице 1.

Для изотропного случая возникают новые характеристические частоты
𝜔*, 𝜔± — границы рабочих зон, выражения для которых не приводятся ради
краткости. Выполняется 𝜔* < 𝜔0, 0 6 𝜔− < 𝜔0 < 𝜔+. При усилении взаимо-
связи субконтинуумов 𝜔* уменьшается, а частоты 𝜔± удаляются от 𝜔0.

Таблица 1
Дисперсионные свойства редуцированной упругой среды

Анизотропный случай
Взаимосвязь ∇q1, q0 Взаимосвязь q1,q0

1) 𝜔0 > 𝜔1, слабая взаимосвязь:
запрещенные зоны под 𝜔0 и под 𝜔1

2) иначе: 𝜔0, 𝜔1 — границы запрещенных зон
(зоны лежат между частотами),
падающий участок под наименьшей из частот

Запрещенная
зона над 𝜔 = 0
и 𝜔0

Изотропный случай
Взаимосвязь ∇q1, q0 Взаимосвязь q1,q0
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0

Здесь 𝑐inf — предел фазовой скорости волны на высоких частотах. Заме-
тим, что для материала “масса в массе” 𝜔− = 0, а для изотропной линейной
редуцированной среды Коссера 𝜔1 = 0, поэтому у данных сред существу-
ет акустическая (выходящая из начала координат) дисперсионная ветвь с
ненулевой скоростью. Дисперсионные соотношения этих сред совпадают с
точностью до обозначений.

Изложенное выше составляет материал разделов 2.1–2.3. В разделе
2.4 рассматривается особая гиротропная среда, каждый из субконтинуумов
которой обладает изотропными характеристиками, но параметр взаимосвязи
между континуумами при отражении меняет знак. В данном случае в уравне-
нии Кристоффеля (6) мнимая часть не равна нулю. В материале существуют
бегущие поляризованные волны почти на всех частотах, часть из них зату-
хает, существует множество зон аномального преломления. Дисперсионное
поведение крайне разнообразно и чувствительно к взаимосвязи субконтинуу-
мов (рис. 3). В разделе 2.5 приведены примеры редуцированных линейных
упругих сред с поворотными степенями свободы.

Разделы 2.6–2.13 посвящены вязкоупругим редуцированным линей-
ным средам. К существующим упругим связям добавляется линейная дисси-
пация типа Кельвина–Фойгта, получено уравнение Кристоффеля для несу-
щего континуума. Поочередно рассматриваются различные типы диссипа-
ции (в несущем континууме, основании динамического гасителя, взаимосвя-
зи субконтинуумов и т.д.) для изотропных сред и особой гиротропной среды,
рассмотренной выше. На рис. 4 приведен пример для случая диссипации в
несущем континууме. Видим, что в бывших запрещенных зонах диссипация
приводит к существованию бегущей затухающей волны, логарифмический
декремент становится конечным, и в них возникают участки аномального
преломления, затухание волны по координате уменьшается с ростом малой
диссипации.

Анализ показывает, что бегущая затухающая волна возникает почти
на всех частотах для любого вида диссипации, ее логарифмический декре-
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Рис. 3. Дисперсионные кривые поперечной волны в гиротропной среде, 𝜔±*
— границы зон затухания, 𝑐𝑠𝛼 — скорость на высоких частотах, 𝐶2/𝜅2, 𝑁̂ —
параметры связи между субконтинуумами.
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Рис. 4. Дисперсионные кривые для продольной волны в изотропном реду-
цированном континууме. Пунктир: упругая среда, сплошная линия — вязко-
упругая, 𝛽1 — параметр диссипации в несущем континууме. Запрещенные в
упругой среде зоны закрашены зеленым цветом. 𝐶2/𝜅1 — параметр взаимо-
связи субконтинуумов и их инерционно-упругих характеристик.

мент становится конечным и немонотонно зависит от частоты, убывая с ро-
стом малого параметра диссипации. Получены асимптотические приближе-
ния дисперсионных соотношений для малых параметров диссипации. Для
определенных областей параметров все виды диссипации могут приводить к
появлению зон аномального преломления в бывших запрещенных зонах для
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поперечной волны, а для продольной волны — за исключением вязкости в
основании несущего континуума. Затухание волны по координате в бывшей
запрещенной зоне может уменьшаться или увеличиваться с ростом диссипа-
тивного параметра в зависимости от вида вязкости, зоны частот и взаимно-
го расположения парциальных частот. Кроме вязкости в основании несущего
континуума, для других типов диссипации существуют комбинации парамет-
ров, при которых затухание волны по координате в некоторой зоне частот
уменьшается.

В разделе 2.14 подведены итоги главы:

1. Введено понятие упругой редуцированной среды — среды, состоящей из
двух взаимосвязанных субконтинуумов («несущий континуум + распре-
деленный динамический гаситель»), такой, что упругая энергия не за-
висит от деформации гасителя. Показано, что вне зависимости от своей
природы такая линейная среда, подчиняющаяся уравнениям Лагранжа,
в том числе анизотропная, с любым количеством степеней свободы, при
определенных требованиях к лагранжиану обладает запрещенными зо-
нами частот или зонами аномального преломления для определенных
типов волн.

2. Показано, что изотропная упругая редуцированная среда, несущий кон-
тинуум и динамический гаситель которой описываются трехмерными
векторами обобщенных координат, может изменить характер рабочей
зоны для поперечной волны с запрещенной на зону аномального пре-
ломления при достаточно сильной взаимосвязи субконтинуумов «де-
формация несущего континуума + обобщенная координата динамиче-
ского гасителя». Для гиротропного материала эта взаимосвязь в со-
четании со взаимосвязью обобщенных векторных координат несущего
континуума и динамического гасителя обеспечивает вариативное дис-
персионное поведение, наличие и характеристики рабочих зон весьма
чувствительны к параметру комбинированной взаимосвязи.

3. Показано, что вязкоупругая редуцированная среда, модель которой по-
лучается модификацией упругой редуцированной среды при помощи
добавления линейной диссипации к одной из существующих упругих
связей, также ведет себя как акустический метаматериал. Такая дисси-
пация обеспечивает наличие затухающей бегущей волны почти на всех
частотах. Она может уменьшать затухание волны по координате в за-
прещенных зонах упругой среды и приводить к возникновению зон ано-
мального преломления. Исключение составляет диссипация в упругом
основании несущего континуума.

Это позволяет сформулировать положения 1–3 из списка выносимых на за-
щиту результатов (стр. 7).
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Третья глава диссертации посвящена выводу уравнений упругой ре-
дуцированной среды Коссера и изучению ее волнового поведения. Опреде-
лим данную среду как микрополярную среду, в которой градиент поворота
не вызывает напряжений. Ее линейный изотропный вариант, предложенный
Шварцем, Джонсоном и Фенгом, является редуцированной средой в смысле
определения главы 2. Роль динамического гасителя играют поворотные сте-
пени свободы, а несущего континуума — трансляционные. В средах с неупо-
рядоченной структурой поворотов (блоковых, зернистых, сыпучих — рис. 5)
нет взаимодействия, которое уменьшает градиент поворота (Мандель), воз-
никают лишь усилия, противодействующие повороту частицы относитель-
но окрестности. В разделе 3.1 получены основные уравнения различных

θ

u

Рис. 5. Редуцированная среда Коссера: материал и континуальная модель

упругих редуцированных сред Коссера: нелинейные, линеаризованные вбли-
зи предварительного напряженного состояния, линеаризованные вблизи на-
турального состояния, уравнения изотропной и анизотропной среды, уравне-
ния редуцированной среды Коссера со стесненным вращением.

Получим уравнения нелинейной редуцированной среды Коссера. Пусть
R — радиус-вектор в актуальной конфигурации, r — в отсчетной, P — тен-

зор поворота в актуальной конфигурации,
∘
∇ — градиент по отсчетной кон-

фигурации. Из баланса энергии в форме Жилина получаем, что посколь-
ку среда не реагирует на градиент поворота, моментные напряжения в ней
равны нулю, плотность упругой энергии 𝜌𝒰 зависит только от деформации

A =
∘
∇R ·P, и

𝜏 = 𝜌
∘
∇R⊤ · 𝜕𝒰

𝜕A
·P⊤. (7)

Тензор силовых напряжений асимметричен. Уравнения динамики в локаль-
ной форме записываются в виде:

∇ · 𝜏 + 𝜌F = 𝜌R̈, 𝜏× + 𝜌L = 𝜌(I · 𝜔)̇. (8)

Здесь 𝜔 — угловая скорость частицы, 𝜌I — плотность тензора инерции,
𝜏× = [𝜏 𝑖𝜏 𝑗]× = 𝜏 𝑖×𝜏 𝑗 — векторный инвариант тензора 𝜏 (связан с моментом
внутренних сил), 𝜌F— плотность внешних объемных сил, 𝜌L— внешнего объ-
емного момента. Далее основные уравнения упругой редуцированной среды
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Коссера общего вида линеаризованы вблизи произвольного предварительно-
го напряженного состояния, подробно рассмотрена изотропная среда вблизи
трансверсально-изотропного и изотропного предварительного напряженного
состояния.

Рассмотрим последний случай — редуцированную изотропную среду

Коссера вблизи состояния всестороннего растяжения – сжатия. Величи-
ны в предварительном напряженном состоянии будем обозначать индексом
()𝑠. Положим тензор инерции шаровым: 𝜌𝐼E. Вблизи состояния 𝜏 𝑠 = 𝜏E,
R𝑠 = 𝐴r, P𝑠 = E рассмотрим малые приращения: R = r + u, u — вектор
малых перемещений, P = E+𝜃×E, 𝜃 — вектор малого поворота. Получены
уравнения в перемещениях

(𝜆′ + 2𝜇′)∇∇ · u− (𝜇′ + 𝛼′)∇× (∇× u) + 2𝛼′∇× 𝜃 = 𝜌ü, (9)

2𝛼′∇× u− 4𝛼′𝜃 = 𝜌𝐼𝜃̈. (10)

Эффективные упругие константы 𝜆′ и 𝜇′ аналогичны константам Ламе, вме-
сте с эффективным модулем Коссера 𝛼′ они определяются выражениями:

𝛼′ =
𝛼𝑠

𝐴
− 𝜏

2
, 𝜇′ =

𝜇𝑠

𝐴
+

𝜏

2
, 𝜆′ + 2𝜇′ =

𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠

𝐴
, 𝜏 =

𝜌0
𝐴3

𝜕𝑈

𝜕A

⃒⃒⃒⃒
𝑠

. (11)

𝜌0

[︂
𝜕2𝑈

𝜕A2

]︂
𝑠

= 𝜆𝑠EE + 2𝜇𝑠(i𝑚i𝑛)𝑆(i𝑚i𝑛)𝑆 + 2𝛼𝑠(i𝑚i𝑛)𝐴(i𝑚i𝑛)𝐴. (12)

Здесь i𝑚 — ортонормальный базис. При линеаризации вблизи натурального
состояния (без напряжений) 𝜏 = 0, 𝐴 = 1. Уравнения имеют ту же форму,
однако предварительное напряженное состояние может привести к отрица-
тельности эффективных упругих констант даже для выпуклой энергии.

Определяющие уравнения линейной анизотропной редуцированной

среды Коссера вблизи натурального состояния таковы:

𝜌𝒰 =
1

2
g⊤ · ·X · ·g, g = ∇u + 𝜃 × E, 𝜏 = X · ·g. (13)

Тензор X выражается через вторую производную 𝑈 по A в натуральном
состоянии. Эти же уравнения, разложив правые и левые диады X на сим-
метричную и антисимметричную части, можно представить в виде

𝜏 𝑆 = C · · ∇u𝑆 + S𝑘n
𝑘 · (2𝜃 −∇× u), (14)

𝜏𝐴 = E×𝛼 · (2𝜃 −∇× u)/4 + ∇u𝑆 · ·S𝑘n
𝑘 × E. (15)
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Здесь C — тензор упругости 4-го ранга, обладающий теми же свойствами
перестановочности, что и в классической теории, 𝛼 = 𝛼⊤ — тензор второ-
го ранга, S𝑘 = S⊤

𝑘 — тензоры второго ранга, n𝑘 — векторы. Тензор S𝑘n𝑘

обеспечивает наличие перекрестного члена между классическими ∇u𝑆 и по-
воротными 𝜃 −∇× u/2 деформациями. В изотропном случае он равен 0.

Изотропная теория, предложенная Шварцем, Джонсоном и Фенгом,
следует из данной, если положить

S𝑘n𝑘 = 0, 𝛼 = 4𝛼E, C = 𝜆EE+2𝜇(i𝑚i𝑛)𝑆(i𝑚i𝑛)𝑆+2𝛼(i𝑚i𝑛)𝐴(i𝑚i𝑛)𝐴, (16)

𝜆, 𝜇 — параметры Ламе, 𝛼 — модуль Коссера, 𝜏 = 𝜆∇·uE+2𝜇∇u𝑆 +2𝛼∇u𝐴.
Локальная анизотропия. В сыпучих и зернистых средах существует

локальная анизотропия — проявляющаяся лишь на малых масштабах. В ра-
боте предлагается одна из возможных моделей локальной анизотропии —
связанная с существованием перекрестного члена в энергии между транс-
ляционными и поворотными деформациями, определяемого тензором S𝑘n𝑘.
При условии, что тензоры C и 𝛼 будут изотропными, данная анизотропия
будет проявляться лишь на определенных длинах волн. Заметим, что в изо-
тропной среде данная взаимосвязь отсутствует. Простейший вариант данной
взаимосвязи соответствует трансверсально-изотропному тензору En, что да-
ет в энергию деформации вклад 2∇ · un · (𝜃 −∇× u/2).

Редуцированная псевдосреда Коссера. Эта среда рассматривается лишь
в линейном варианте. Как и в полной псевдосреде Коссера, принимается ки-
нематическая гипотеза (Миндлин, Тьерстен) 𝜃 = ∇× u/2. Упругая энергия
является квадратичной формой ∇u𝑆. В отличие от полной псевдосреды Кос-
сера, которая сводится к градиентной теории, в редуцированной псевдосреде
Коссера не возникает более высоких производных по пространственным ко-
ординатам. Закон баланса сил с учетом жесткой связи и баланса моментов
напоминает классический с динамическим членом сложного вида и модифи-
цированной внешней нагрузкой:

∇ · 𝜏 𝑆 + 𝜌(K + ∇× L/2) = ∇× (𝜌I · (∇× ü))/4 + 𝜌ü, (17)

где 𝜏 𝑆 = C · · ∇u𝑆 — классическая часть тензора напряжений. Антисим-
метричная часть тензора напряжений определяется из баланса моментов
𝜏× = 𝜌I · (∇ × ü)/2 − 𝜌L. В дальнейшем будет рассматриваться изотроп-
ная редуцированная псевдосреда Коссера и анизотропная с простейшим пе-
рекрестным членом в энергии вида 𝑁c∇ · un · ∇u · n.

В разделе 3.2 рассматривается распространение волн в линейных
упругих редуцированных средах Коссера.
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Повороты как скрытые движения. В связи с тем, что поворотные дви-
жения нередко не измеряются, целесообразно понять, какое влияние они ока-
зывают на динамику трансляций. Выражая вектор малого поворота через
перемещения в интегральной форме из уравнения баланса моментов и под-
ставляя его в баланс сил, в изотропном случае получаем уравнение в пере-
мещениях

(𝜆 + 2𝜇)∇∇ · u− (𝜇 + 𝛼)∇× (∇× u) + 𝛼∇× (∇× ũ)

+ 2𝛼∇× 𝜃0𝑒
𝑖𝜔0𝑡 + ∇× 1

2
𝜌L̃ + 𝜌F = 𝜌ü. (18)

Здесь 𝜔2
0 = 4𝛼

𝜌𝐼 — квадрат парциальной частоты поворотных колебаний, 𝜃0

— их амплитуда, и w̃ = 𝜔0

∫︀ 𝑡

−∞w(𝜏) sin𝜔0(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 для любого w. Такое
уравнение может быть записано в форме

∇ ·T + 𝜌𝜅 = 𝜌ü, (19)

где вводятся: эффективный тензор напряжений

T = 𝜏 𝑐 + 2𝛼(∇ · ũ E−∇ũ𝑆) = T⊤,

𝜏 𝑐 = 𝜆′∇ · uE + 2𝜇′∇u𝑆 — тензор напряжений в классической изотропной
линейной упругой среде с константами Ламе 𝜆′ = 𝜆 − 2𝛼, 𝜇′ = 𝜇 + 𝛼, и
эффективная массовая плотность внешней силы

𝜅 = F + 2
𝛼

𝜌
∇× 𝜃0𝑒

𝑖𝜔0𝑡 + ∇× 1

2
L̃. (20)

Таким образом, попытка игнорировать существующие вращения приведет к
тому, что изотропная упругая линейная редуцированная среда Коссера будет
воспринята как специфическая классическая среда с памятью, подверженная
«случайным» вихревым силовым гармоническим воздействиями с частотой
𝜔0. В случае анизотропной среды с перекрестным членом между трансля-
ционными деформациями и поворотами такое представление не существует.
Симметричный тензор эффективных напряжений T не будет материально
объективным.

Изотропная среда с плотностью шарового тензора инерции 𝜌𝐼E. Под-
ставляя гармонический анзац в уравнения в перемещениях (10) для натураль-
ного состояния 𝜏 = 0, 𝐴 = 1, 𝜆𝑠 = 𝜆, 𝜇𝑠 = 𝜇, 𝛼𝑠 = 𝛼, получим, что в такой
среде на частоте 𝜔0 возможен режим u ≡ 0, 𝜃 = 𝜃0𝑒

𝑖𝜔0𝑡, волна растя-
жения – сжатия является классической, а дисперсионное соотношение для
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волны сдвига – вращения имеет вид (рис. 6)

𝑐2𝑠𝛼𝑘
2 = 𝜔2𝜔

2 − 𝜔2
0

𝜔2 − 𝜔2*
, 𝜔2

* =
𝜇

𝜇 + 𝛼
, 𝑐2𝑠𝛼 =

𝜇 + 𝛼

𝜌
. (21)

Аналогичное соотношение имеем для продольной волны в материале «масса

k

S
P

∗

0

ω

ω

ω

c k

c k

c   k

s

α

Рис. 6. Дисперсионные кривые изотропной линейной редуцированной упру-
гой среды Коссера. Зеленым показаны области частот с малой дисперсией,
синим — с существенной, красным — запрещенная зона, 𝑐2𝑝 = 𝜆+2𝜇

𝜌 , 𝑐2𝑠 = 𝜇
𝜌 .

в массе». Обе среды ведут себя как акустические метаматериалы.
Реакция изотропной среды на сосредоточенные гармонические источ-

ники 𝜌F = F0𝑒
𝑖𝜔𝑡, 𝜌L = L0𝑒

𝑖𝜔𝑡. Перейдя к потенциалам Сандру, можно вы-
числить функцию Грина для сосредоточенных гармонических силы и мо-
мента в безграничной трехмерной изотропной редуцированной упругой сре-
де Коссера, являющейся вырожденным случаем полной среды. Пусть 𝑓(𝜔) =
𝑐𝑠𝑘/𝜔, где 𝑘 удовлетворяет дисперсионному соотношению 21, 𝜔 ̸= 𝜔0, 𝜔 ̸= 𝜔*:

u =
L0𝑒

𝑖𝜔𝑡

8𝜋𝛼𝜇

(︁
1 − 𝜔2

𝜔2*

)︁−1

· E× r̂

𝑟2

(︁
1 + 𝑖

𝜔𝑓(𝜔)

𝑐𝑠
𝑟
)︁
𝑒−𝑖𝜔𝑓(𝜔)

𝑐𝑠
𝑟

− F0𝑒
𝑖𝜔𝑡

4𝜋𝜇(𝜆 + 2𝜇)

(︁𝜔2

𝑐2𝑝
− 𝜔2𝑓 2(𝜔)

𝑐2𝑠

)︁−1(︁
1 − 𝜔2

𝜔2*

)︁−1

·{︃
− 𝑒

−𝑖 𝜔
𝑐𝑝
𝑟
((𝜆 + 𝜇− 𝛼)(1 − 𝜔2

𝜔2
0

) + 𝛼)

(︂
1

𝑟

𝜔2

𝑐2𝑝
r̂r̂ + (1 + 𝑖

𝜔

𝑐𝑝
𝑟)
E− 3r̂r̂

𝑟3

)︂
+

𝑒−𝑖𝜔𝑓(𝜔)
𝑐𝑠

𝑟

(︂
1

𝑟
E(1 − 𝜔2

𝜔2
0

)(𝜆 + 2𝜇)(
𝜔2

𝑐2𝑝
− 𝜔2𝑓 2(𝜔)

𝑐2𝑠
)+

((𝜆 + 𝜇− 𝛼)(1 − 𝜔2

𝜔2
0

) + 𝛼)(
1

𝑟

𝜔2𝑓 2(𝜔)

𝑐2𝑠
r̂r̂ + (1 + 𝑖

𝜔𝑓(𝜔)

𝑐𝑠
𝑟)
E− 3r̂r̂

𝑟3
)

)︂}︃
,

(22)
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𝜃 = 𝑒𝑖(𝜔𝑡−
𝜔𝑓(𝜔)
𝑐𝑠

𝑟)
(︁

1 − 𝜔2

𝜔2*

)︁−1
{︃

− F0

8𝜋𝜇
· E× r̂

𝑟2

(︁
1 + 𝑖

𝜔𝑓(𝜔)

𝑐𝑠
𝑟
)︁

− L0

16𝜋𝛼2𝜇

(︁
1 − 𝜔2

𝜔2
0

)︁−1
(︃

1

𝑟
E
(︁

1 − 𝜔2

𝜔2
0

)︁(︁ 𝜔2

𝑐2𝑠𝛼
− 𝜔2𝑓 2(𝜔)

𝑐2𝑠

)︁
(𝜇 + 𝛼)

+
1

𝑟
r̂r̂

𝜔2𝑓 2(𝜔)

𝑐2𝑠
𝛼 +

1

𝑟3
(1 + 𝑖

𝜔𝑓(𝜔)

𝑐𝑠
𝑟)(E− 3r̂r̂)𝛼

)︃}︃
, (23)

где r̂ = r/|𝑟|. В запрещенной зоне (𝜔*;𝜔0), где 𝑘, 𝑓 — чисто мнимые, часть
решения (при exp(𝑖(𝜔𝑡− 𝜔𝑓(𝜔)/𝑐𝑠))) локализована вблизи источника.

Случай граничных частот необходимо рассмотреть отдельно. На ниж-
ней границе запрещенной зоны 𝜔 = 𝜔*

u = − 1

4𝜋

F0 𝑐
2
𝑠

𝜇𝜔2*
𝑒𝑖𝜔*(𝑡−𝑟/𝑐𝑝)

(︁1

𝑟

𝜔2
*
𝑐2𝑝
r̂r̂+(1+𝑖

𝜔*
𝑐𝑝

)
E− 3r̂r̂

𝑟3

)︁
− 𝑐2𝑠𝛼

2𝛼𝜔2*
∇×L0 𝛿(r)𝑒𝑖𝜔*𝑡,

(24)

𝜃 = 𝑒𝑖𝜔*𝑡
𝜇 + 𝛼

4𝛼2

(︁
L0𝛿(r) +

𝑐2𝑠𝛼
𝜔2*

L0△𝛿(r) − 𝑐2𝑠𝛼
𝜔2*

∇∇·L0𝛿(r)
)︁
. (25)

Видим, что если имеется источник — сосредоточенный момент, меняющийся
во времени с частотой 𝜔*, то часть решения сильно локализована вблизи него.

На частоте отсечки 𝜔 = 𝜔0, если L0 ̸= 0, имеем резонансное решение
для 𝜃. Для u имеем

u = −F0𝑒
𝑖𝜔0𝑡

4𝜋𝜌𝜔2
0

·
(︁E− 3r̂r̂

𝑟3
−𝑒

−𝑖
𝜔0
𝑐𝑝

𝑟
(︁1

𝑟

𝜔2
0

𝑐2𝑝
r̂r̂+(1+𝑖

𝜔0

𝑐𝑝
𝑟)
E− r̂r̂

𝑟3

)︁)︁
−L0𝑒

𝑖𝜔0𝑡

8𝜋𝛼2

E× r̂

𝑟2
.

(26)

Мы наблюдаем решение, часть которого убывает как 1/𝑟3 при удалении от ис-
точника, даже при отсутствии моментного воздействия L0 = 0. В последнем
случае при 𝜔 = 𝜔0 имеем 𝜃 = 𝑒𝑖𝜔0𝑡F0 × r̂/(8𝜋𝛼𝑟2).

Волна Рэлея в безграничном полупространстве обладает следующими
особыми свойствами:

1. кроме акустической ветви, существует еще одна, имеющая не только
частоту отсечки, но и волновое число отсечки (длина ее волн ограничена
сверху, а частота — снизу)

2. скорость волн этой ветви меньше 𝑐𝑆𝛼, 𝑐𝑃 , но может быть больше 𝑐𝑆.

3. существует запрещенная зона непосредственно под запрещенной зоной
для трехмерного пространства (𝜔2;𝜔*), где 𝜔2

2 = 𝜔2
*𝐴/(1 + 𝐴), 𝐴 =

(1 + 𝜇/𝛼)(1 − 𝜇/(𝜆 + 2𝜇)).
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Волны в редуцированной среде Коссера с трансверсально-изотропным

перекрестным членом между объемной и поворотной деформацией. Полу-
чив и проанализировав дисперсионные соотношения, получаем следующий
результат: большинство волн являются смешанными, во всех случаях, кро-
ме распространения ортогонально оси симметрии, имеется запрещенная зона
(рис. 7). Также в силу особого вида перекрестного члена присутствует по-
перечная волна, аналогичная имеющейся в изотропной среде. В смешанных
волнах соотношение компонент существенно зависит от частоты. На низких
частотах волны близки к чисто продольным и поперечным. Это — одна из
возможных моделей локальной анизотропии, применимая в случаях, когда
последняя вызвана существованием слабого однородного внешнего поля в
процессе упаковки частиц.

Продольная (вдоль
оси симметрии) и
поперечная волна

Распространение под
косым углом к оси
симметрии

Распространение ор-
тогонально оси сим-
метрии
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Рис. 7. Распространение волн в редуцированной упругой среде Коссера с про-
стейшей трансверсально-изотропной перевязкой между объемной деформа-
цией и поворотами

Здесь

𝑐2𝑝 =
(𝜆 + 2𝜇)𝛼− 𝑛2

𝛼𝜌
, 𝑐2𝑠 =

𝜇

𝜌
, 𝜔2

0 =
4𝛼

𝜌𝐼
, 𝜔2

𝑝 = 𝜔2
0(1 − 𝑛2

𝛼(𝜆 + 2𝜇)
). (27)

В случае трансверсально-изотропного перекрестного члена общего вида рас-
пространение волн ортогонально оси симметрии имеет тот же вид с точно-
стью до определения анизотропного модуля упругости. Это может быть важ-
но для приложений.

В линейной однородной упругой редуцированной среде Коссера с изо-

тропными упругими характеристиками и трансверсально-изотропным

тензором инерции частиц продольная и поперечные волны также отделяют-
ся, продольная волна является классической. Существует две волны сдвига–
вращения с ортогональными векторами перемещений, перемещение одной из
них ортогонально оси тела-точки, получены их дисперсионные соотношения.
Дисперсионное соотношение последней имеет три ветви и две запрещенные
зоны, а для другой волны соотношение такое же, как в изотропной среде.
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Волны в упругой редуцированной псевдосреде Коссера в изотропном слу-
чае ведут себя так же, как и в среде без кинематических связей, где 𝜔0

устремлено к бесконечности, то есть выше частоты 𝜔*𝑐 = 2
√︀

𝜇/(𝜌𝐼) вол-
ны не распространяются: 𝑐2𝑠𝑘

2 = 𝜔2𝜔2
*𝑐/(𝜔2

*𝑐 − 𝜔2). Введение трансверсально-
изотропного перекрестного члена, связывающего объемные и сдвиговые де-
формации, приводит к возникновению второй дисперсионной ветви, волны
становятся смешанными, при этом дисперсия одной волны (имеющей гори-
зонтальную асимптоту) существенно больше дисперсии другой.

В разделе 3.3 рассматриваются малые колебания вблизи нелинейного
напряженного состояния в редуцированной среде Коссера.

Нелинейная изотропная среда вблизи состояния всестороннего растя-

жения – сжатия. Будем искать гармонические решения уравнений (10). При
𝜆′ + 2𝜇′ > 0, 𝜇′ > 0, 𝛼′ > 0 график дисперсионных соотношений имеет такой
же вид, как и график дисперсионных соотношений для среды вблизи на-
турального состояния (рис. 6). При помощи предварительного напряженно-
деформированного состояния 𝜏 = 𝜏E,R = 𝐴r (𝐴 > 1, 𝜏 > 0 — растяжение,
𝐴 < 1, 𝜏 < 0 — сжатие) можно влиять на величину и расположение запрещен-

ной зоны (𝜔*;𝜔0), где 𝜔
2
* = 4(𝛼𝑠−𝐴𝜏/2)(𝜇𝑠+𝐴𝜏/2)

𝐼(𝛼𝑠+𝜇𝑠)
, 𝜔2

0 = 4(𝛼𝑠−𝐴𝜏/2)
𝐼 . В зоне устойчи-

вости материала скорость на низких частотах равна
√︀

(𝜇𝑠 + 𝐴𝜏/2)/(𝐴𝜌𝑠),
а на высоких —

√︀
(𝜇𝑠 + 𝛼𝑠)/(𝐴𝜌𝑠). Для физически линейной среды (по-

стоянных 𝜆𝑠, 𝜇𝑠, 𝛼𝑠) максимальное значение 𝜔* соответствует сжатию, если
𝜇𝑠 < 𝛼𝑠 < 3(𝜆𝑠 +𝜇𝑠), и растяжению в остальных случаях. Ширина запрещен-
ной зоны для такого материала меньше 2

√︀
(𝜇𝑠 + 𝛼𝑠)/𝐼.

Среда становится неустойчивой, когда она не сопротивляется дефор-
мациям ∇u𝑆 или 𝜃 − ∇ × u/2, то есть квадрат скорости сдвига на низких
частотах 𝜇′/𝜌 либо квадрат частоты отсечки 𝜔2

0 = 4𝛼′/(𝜌𝐼) становятся мень-
ше 0. При 𝜇′ < 0 однородная среда становится неустойчивой в каждой точке
по отношению к низкочастотным сдвиговым возмущениям, то есть ведет себя
как жидкость. Это эквивалентно условию 2𝜇𝑠 < −𝑇/𝐴, записываемому как

(i1i2)
𝑆 · ·𝐴

[︂
𝜕2𝒰
𝜕A2

]︂
𝑠

· · (i1i2)𝑆 < − tr

[︂
𝜕𝒰
𝜕A

]︂
𝑠

/3. (28)

Такое поведение может быть присуще и классическим средам с выпуклой
энергией (Тупин, Бернштейн). Оно наблюдается в известных опытах Бри-
джмена. Однако у редуцированной среды Коссера существует и другой ме-
ханизм потери устойчивости: при 𝛼′ < 0 она не сопротивляется поворотно-
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сдвиговым колебаниям. Данное условие записывается как 2𝛼𝑠 < 𝑇/𝐴, или

(i1i2)
𝐴 · ·𝐴

[︂
𝜕2𝒰
𝜕𝐴2

]︂
𝑠

· · (i1i2)𝐴 < tr

[︂
𝜕𝒰
𝜕A

]︂
𝑠

/3. (29)

Неустойчивость структуры зернистого или сыпучего консолидированного ма-
териала при всестороннем растяжении наблюдается в экспериментах (Друя-
нов, Роско).

Безусловно, не все среды демонстрируют подобную неустойчивость. Это
зависит от вида нелинейной энергии. Однако в простейшей нелинейной тео-
рии с выпуклой энергией — квадратичной формой тензоров деформации дан-
ные эффекты имеют место при 𝛼𝑠 < 𝜇𝑠 + 3𝜆𝑠/2.

Малые колебания изотропной среды вблизи трансверсально-

изотропного напряженного состояния удалось рассмотреть аналитически
лишь для особых направлений распространения волны — вдоль оси сим-
метрии и ортогонально ей. Для этих направлений существуют продольные
(недисперсивные) и поперечные (с запрещенными зонами) волны. Здесь
также возможна неустойчивость материала при большом растяжении.

В разделе 3.4 рассмотрены линейные упругие среды Коссера под дей-
ствием неупругих нагрузок или неупругие среды Коссера (вязкоупругие и
пластическая). Все рассматриваемые среды изотропны. Влияние диссипации
на динамику среды важно оценивать в сейсмологических задачах. Вязкость
вводилась по типу Кельвина – Фойгта (как у Эрингена для полной среды Кос-
сера). Данный раздел отличается от разделов 2.6–2.13 рассмотрением комби-
нированного типа вязкости и / или точными выражениями для дисперсион-
ных соотношений, получением асимптотических приближений в том числе
вблизи характеристических частот. Были решены задачи для редуцирован-
ной упругой среды Коссера под действием следящего вязкоупругого момен-
та, для редуцированной среды Коссера с классическим (трансляционным)
типом вязкости и с ротационной вязкостью, для вязкоупругой псевдосреды
Коссера (с конечной вязкостью). Введение диссипации приводит к наличию
бегущей волны на всех или почти на всех частотах и падающих участков
дисперсионной кривой в части бывшей запрещенной зоны. В случае трансля-
ционной диссипации в редуцированной среде Коссера вся запрещенная зона
становится зоной аномального преломления с затуханием. Пусть Ω = 𝜔/𝜔0,
Ω* = 𝜔*/𝜔0, 𝐾 = 𝑐𝑠𝛼𝑘/𝜔0, 𝑏 — безразмерный диссипативный параметр. В ка-
честве примера приведем асимптотическое приближение для ℜ𝐾,ℑ𝐾 внутри
бывшей запрещенной зоны для упругой среды Коссера под действием следя-
щего диссипативного момента, чьи дисперсионные соотношения совпадают
с дисперсионными соотношениями для волн поляризации в неполярных ди-

24



электриках (Островский, Потапов):

ℜ𝐾 =
𝑏(1 − Ω2

*)

2

Ω2

(Ω2 − Ω2*)
3/2(1 − Ω2)1/2

, Ω* < Ω < 1. (30)

Видим, что в нижней части зоны имеет место аномальное преломление. Вы-
числены границы падающего участка, нижняя граница находится непосред-
ственно под запрещенной зоной (расстояние до нее пропорционально малой
диссипации 𝑏), а верхняя — внутри нее. Приближение для мнимой части:

ℑ𝐾 = −Ω(1 − Ω2)
1/2

(Ω2 − Ω2*)
1/2

(︂
1 − 𝑏2(1 − Ω2

*)Ω
2

2(Ω2 − Ω2*)
2(1 − Ω2)

)︂
+ 𝑜(𝑏2), Ω* < Ω < 1. (31)

Итак, внутри запрещенной зоны упругого материала малая диссипация улуч-
шает прохождение волны. Аналогичные эффекты имеют место для всех рас-
смотренных задач с диссипацией.

В разделе 3.5 обсуждается эксперимент по прохождению ультразву-
ковой волны в когезивном порошке. Результаты интерпретируются в рам-
ках теории редуцированной среды Коссера с анизотропной перевязкой между
различными видами деформации и в рамках модели “масса в массе”. Суще-
ствует весьма мало количественно воспроизводимых экспериментов, измеря-
ющих характеристики сыпучих сред, поскольку эти среды легко перестраива-
ются под действием обычных нагрузок. Соискателем была предложена идея
установки для воспроизводимого измерения скорости распространения волн
в когезивных порошках, реализованная совместно с коллегами из универси-
тета Севильи (рис. 8). Эксперимент состоит из двух этапов: инициализация
(приведение порошка в воспроизводимое состояние) и измерение скорости
прохождения волны. Установка представляет собой прямоугольный контей-
нер с дном из особого керамического материала, который пропускает поток
газа, но непроницаем для частиц порошка. В стены параллелепипеда вделаны
излучатель и приемное устройство ультразвуковых волн. На образец подает-
ся синусоидальный импульс малой амплитуды, полученный на другом конце
сигнал преобразуется и записывается. В эксперименте были воспроизведены
результаты, полученные испанскими и французскими коллегами на другой
установке (Ботельо, Турна, Кастельянос), демонстрирующие дисперсию, не
укладывающуюся в рамки классических теорий. Она может быть интерпре-
тирована в терминах редуцированной упругой среды Коссера, см. разделы
3.1.9, 3.2.4 (рис. 9) или в терминах модели “масса в массе”, учитывающей
арочную структуру порошка.

В разделе 3.6 подведены итоги главы.
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Рис. 8. Аппарат для воспроизводимого измерения скорости ультразвуковых
волн в когезивных порошках.
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Рис. 9. Дисперсионная кривая упругой редуцированной среды Коссера с ани-
зотропным осесимметричным перевязочным членом в упругой энергии и экс-
периментальные данные для порошка магнетита диаметром 65 мкм.

1. Построены новые модели континуумов с поворотными степенями сво-
боды, описывающие среды с неупорядоченной структурой поворотов
(блоковые, зернистые, консолидированные сыпучие, с включениями),
которые при определенных условиях демонстрируют свойства акусти-
ческих метаматериалов, в том числе:

26



а) Нелинейная редуцированная среда Коссера

б) Редуцированная линейная среда Коссера с анизотропией различ-
ного типа, в том числе локальной, отвечающей за взаимосвязь раз-
личных типов деформации для коротких волн

в) Редуцированная среда Коссера со стесненным вращением

г) Вязкоупругие линейные среды Коссера

2. Исследованы особенности динамики и устойчивости данных сред:

а) Найден новый механизм неустойчивости нелинейной изотропной
среды (при всестороннем растяжении).

б) Показано, что все данные изотропные линейные упругие среды, а
также изотропная линейная редуцированная упругая среда Кос-
сера являются акустическими метаматериалами по отношению к
волне сдвига. Их динамика аналогична динамике некоторой клас-
сической среды с зависимостью от истории деформаций.

в) Введение локальной анизотропии дает приводит к аналогичному
эффекту для продольной и смешанной волн.

г) Получена функция Грина для гармонических силы и момента в
упругой изотропной редуцированной среде Коссера, ее характер
свидетельствует о локализации части решения в определенной зоне
частот и резонансах на ее границах. Подобные явления фиксиру-
ются сейсмологами.

д) Показано, что волна Рэлея в изотропной редуцированной среде
Коссера имеет две ветви и запрещенную зону, находящуюся под
запрещенной зоной для волны сдвига в трехмерной среде, оптиче-
ская ветвь обладает и частотой отсечки, и волновым числом отсеч-
ки. Фазовая скорость верхней ветви может быть больше скорости
сдвига на низких частотах, хотя всегда меньше скорости волн рас-
тяжения – сжатия.

е) Показано, что с ростом малой диссипации прохождение волн в за-
прещенных зонах различных редуцированных сред Коссера улуч-
шается, появляется падающий участок дисперсионных кривых,
для трансляционного трения он занимает всю запрещенную зону.

ж) Предложена идея установки для воспроизводимого измерения ско-
рости волн в когезивном порошке. Результаты эксперимента не
описываются классической теорией, но описываются редуциро-
ванной моделью Коссера с локальной анизотропией или моделью
«масса в массе».

Данные выводы позволяют сформулировать положения 4–6 из списка выно-
симых на защиту (стр. 7–8).
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В главе 4 предложена теория простейших редуцированных упругих
среды Кельвина и гиростатической среды и исследовано распространение
гармонических волн. Показано, что такие среды демонстрируют свойства
акустических метаматериалов.

Среда Кельвина — среда Коссера особого типа, осесимметричные части-
цы которой быстро вращаются вокруг своих осей, не вызывая напряжений.
Ее уравнения аналогичны уравнениям упругих непроводящих ферромагне-
тиков в состоянии, близком к состоянию магнитного насыщения, получен-
ных Моженом (Грекова, Жилин). Предложено понятие редуцированной сре-
ды Кельвина — такой, в которой градиент поворота не вызывает напряжений
(рис. 10). В магнитоупругих средах это соответствует отсутствию обменного

m

ϕ
θ

u

Рис. 10. Редуцированная среда Кельвина

взаимодействия, противодействующего градиенту намагниченности. Тензор
моментных напряжений равен нулю, тензор силовых напряжений асимметри-
чен. Уравнения данной среды отличны от уравнений редуцированной среды
Коссера, так как энергия деформации не должна зависеть от собственного
вращения частиц, и также поскольку гироскопическая сила превалирует в
динамическом члене баланса моментов.

Нелинейные уравнения редуцированной среды Коссера получены ис-
ходя из баланса энергии в форме Жилина. В линейном случае будем рас-
сматривать простейшую среду — такую, в которой анизотропия обусловлена
лишь существованием направления свободного собственного вращения с на-
чальным единичным вектором m. Линейные уравнения для малых углов ну-
тации таковы (a = E−mm, 𝜃̃ = 𝜃·a,𝑀 — кинетический момент собственного
вращения, b𝜃 — внешний следящий момент):

𝜏 =𝜆∇ · uE + 2𝜇(∇u)𝑆 + 2𝛼(𝜃 − 1

2
∇× u) · a× E. (32)

∇ · 𝜏 = 𝜌ü, 𝜏× − b𝜃̃ = 𝑀 𝜃̇ ×m. (33)

Предлагается также модель простейшей линейной по углам нутации гироста-
тической среды, состоящей из частиц — сферических оболочек, содержащих
внутри роторы, свободно вращающиеся вокруг своих осей с большой скоро-
стью (рис. 11). Оси роторов в натуральном состоянии сонаправлены. Ани-
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Рис. 11. Редуцированная гиростатическая среда

зотропия среды также обусловлена лишь наличием этого направления. Для
редуцированной среды градиент их осей не вызывает напряжений в среде.
Ее уравнения аналогичны уравнениям среды Кельвина с тем отличием, что
проекция вектора поворота «контейнеров» на начальную ось роторов жестко
задается макроповоротом окружающей среды вокруг данной оси, а в сре-
де Кельвина такой поворот тел-точек не вызывает напряжений. Уравнения
динамики среды Кельвина в перемещениях записываются в виде

(𝜆 + 2𝜇)∇∇ · u− 𝜇∇× (∇× u) − 𝛼∇× a · (∇× u− 2𝜃) = 𝜌ü, (34)

4𝛼(∇× u/2 − 𝜃) · a− b 𝜃̃ = 𝑀 𝜃̇ ×m. (35)

В данной среде существует продольная (классическая) волна и попереч-
ные волны, которые, вообще говоря, имеют круговую или эллиптическую
частотно-зависимую поляризацию. Их дисперсионные соотношения имеют
сложный вид. Лишь поперечные волны, распространяющиеся ортогонально
m, являются плоскими: одна — классической, другая — дисперсивной, обла-
дающей запрещенной зоной (рис. 12). При нулевых нагрузках волна, чей век-
тор перемещения вращается противоположно или под тупым углом к скоро-
сти собственного вращения тел-точек, обладает запрещенной зоной, а волна,
поляризованная в обратном направлении — нет. Внешний следящий момент,
уменьшающий отклонение тела-точки относительно начальной оси, уменьша-
ет запрещенную зону. Действующий противоположно («размагничивающий»
момент) увеличивает ее, может привести к неустойчивости или измененению
типа акустического метаматериала (рис. 13). Волновое поведение существен-
но зависит от внешнего момента и направления распространения волн. Это
предоставляет широкие возможности для управления свойствами метамате-
риала. В заключении главы подведены ее итоги:

� Предложены модели простейшей редуцированной среды Кельвина, име-
ющей аналогию с магнитоупругими материалами, и простейшей гиро-
статической среды. Показано, что они являются акустическими мета-
материалами по отношению к поперечным волнам. Рабочую зону и ее
тип можно менять при помощи внешнего следящего момента. Попе-
речные волны в таких средах, вообще говоря, обладают круговой или
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Рис. 12. Дисперсионные кривые для редуцированной среды Кельвина, волны
сдвига – вращения. Волна сдвига – вращения распространяется ортогональ-
но осям тел-точек, u коллинеарно им, 4𝛼 + 𝑏 > 0. Нижняя ветвь исчезает
(появляется неустойчивость) при 4𝛼 + 𝑏(1 + 𝛼/𝜇) < 0.
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Рис. 13. Дисперсионные кривые редуцированной среды Кельвина. Волна
сдвига – вращения с круговой поляризацией распространяется параллельно
осям тел-точек, слева 𝑏 > −4𝛼/(1 + 𝛼/𝜇), справа 𝑏 < −4𝛼.

частотно-зависимой эллиптической поляризацией.
Сформулирован результат 7 из списка выносимых на защиту (стр. 8).

В заключении перечислены основные результаты диссертации. По-
ставленная цель диссертационной работы достигнута, все задачи выполнены.

Выводы
1. Введено понятие и развита теория упругих редуцированных сред типа

«несущий континуум + распределенный динамический гаситель», упру-
гая энергия которых не зависит от градиента обобщенной координаты
гасителя. Показано, что линейные упругие редуцированные среды при
определенных требованиях к их упругой и кинетической энергии яв-
ляются акустическими метаматериалами вне зависимости от природы
своих степеней свободы, то есть их дисперсионные кривые обладают за-
прещенными зонами или падающими участками (зонами аномального
преломления).
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Рис. 14. Дисперсионные кривые редуцированной среды Кельвина. Волна
сдвига – вращения с эллиптической частотно-зависимой поляризацией, Сле-
ва: k̂ ·m = 0.008, 𝑏 > 0. Cправа: k̂ ·m = 0.239, 𝑏 < −4𝛼.

2. Показано, как, управляя взаимосвязью субконтинуумов в редуцирован-
ной упругой среде или внешним следящим воздействием, можно из-
менять рабочие зоны метаматериала и их тип. Наиболее эффективно
управлять свойствами поперечной волны в изотропном материале поз-
воляет взаимосвязь «деформация несущего континуума – координата
динамического гасителя», а в гиротропном — она же в сочетании со
взаимосвязью обеих векторных обобщенных координат. Изменяя пар-
циальные частоты субконтинуумов или данную взаимосвязь, помимо
запрещенных зон, можно получить зону аномального преломления.

3. Добавление линейной диссипации к упругим связям редуцированной
среды обеспечивает существование бегущей затухающей волны почти
на всех частотах. С ростом параметра малой диссипации логарифмиче-
ский декремент волны в запрещенной зоне упругого материала умень-
шается, при этом он немонотонно зависит от частоты. Для большинства
видов диссипации затухание волны по координате уменьшается в части
данных зон, и некоторые их участки превращаются в зоны аномально-
го преломления — рабочие зоны дважды отрицательного акустического
метаматериала.

4. Предложены различные модели редуцированных сред Коссера: нели-
нейная, анизотропная, в том числе с локальной анизотропией, со стес-
ненным вращением, с учетом диссипации. Показано, что при линей-
ных колебаниях они являются акустическими метаматериалами, ра-
бочими зонами которых можно управлять при помощи нелинейного
напряженно-деформированного состояния, малой диссипации и внеш-
него следящего момента.
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5. Для сосредоточенных гармонических нагрузок в неограниченной изо-
тропной упругой линейной редуцированной среде Коссера получена
функция Грина, вид которой свидетельствует о возможности резонан-
сов и локализации вблизи источника части решения при условии, что
частота нагрузки находится в запрещенной зоне.

6. Найден новый механизм неустойчивости нелинейных изотропных упру-
гих сред Коссера с выпуклой энергией деформации, удовлетворяющей
некоторому условию, при большом всестороннем растяжении, отсут-
ствующий у классических сред. Неустойчивость вызывают малые по-
воротные колебания.

7. Предложены модели редуцированных простейших гиростатической сре-
ды и среды Кельвина, имеющей аналогию с магнитоупругими матери-
алами. Показано, что по отношению к поперечным волнам обе среды
являются акустическими метаматериалами, рабочую зону и тип кото-
рых можно менять при помощи внешнего следящего момента. Боль-
шинство поперечных волн обладает эллиптической частотно-зависимой
или круговой поляризацией.
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