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Введение
Возможность управления синхронизацией в динамических сетях, состо-

ящих из сложных систем, породила новую междисциплинарную область
исследований. В последние десятилетия эта область быстро развивается.
С одной стороны, этот факт указывает на то, что явление синхронизации
можно изучать с общих математических позиций [3, 13, 26, 52, 55, 56, 81, 82].
С другой стороны, это означает, что разработанный математический аппа-
рат для изучения синхронизации может быть применен в других научных
областях, например в таких, как физика, инженерия, компьютерные науки,
биология и медицина [28, 36, 43, 48, 49, 79, 80].

В природе существует множество биологических систем, способных син-
хронизироваться и демонстрировать коллективное поведение. В качестве
примеров таких систем можно выделить биологические колебания (цир-
кадные ритмы), скоординированную активность сердечных клеток (так на-
зываемый водитель ритма); птиц, собирающихся в стаю; рой светлячков,
синхронно вспыхивающих в ночное время суток [20, 35, 46, 54, 55, 72].
Также важным примером таких систем являются популяции нейронов в
мозге человека или животного [58, 59]. Очевидно, что в популяциях ней-
ронов синхронизация играет важную роль в формировании мозговых волн
активности [64, 78]. Кроме того, было обнаружено, что некоторые заболева-
ния нервной системы (например: эссенциальный тремор, эпилепсия, болез-
ни Паркинсона и Альцгеймера, а также различные когнитивные расстрой-
ства) напрямую связаны с аномальной синхронизацией некоторых нейрон-
ных популяций [23, 33, 37, 61, 64, 75, 78]. Однако изучение синхронизации
нейронов в мозге in vivo является сложной проблемой, вызывающей множе-
ство технических, этических и других вопросов. Эта проблема может быть
частично преодолена путем построения соответствующей математической
модели популяций нейронов или всего мозга. Таким образом, мы можем
использовать построенную модель для изучения того, как контролировать
синхронизацию в этих популяциях.

Одним из подходов к построению математических моделей популяции
биологических нейронов является представление популяции в виде дина-
мической сети, узлами которой являются нелинейные модели единичных
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нейронов [18, 22, 24, 42, 47]. Наиболее популярной единичной моделью явля-
ется модель Ходжкина-Хаксли [41], представляющая собой динамическую
систему и описывающая динамику распространения спайков1 вдоль мем-
браны клетки. На настоящий момент существуют модели, близкие к моде-
ли Ходжкина-Хаксли. К таким моделям относятся: модель «integrate-and-
fire», модель Моррис-Лекара, система ФитцХью-Нагумо, система Хиндмар-
ша-Роуза и другие [17, 21, 29, 30, 50, 57, 62]. Все эти модели также способ-
ны демонстрировать различные режимы активности нейрона, в том числе
и режимы спайковой активности. [36, 43].

В сетях биологических нейронов немаловажную роль играют адаптив-
ность и задержка распространения потенциала действия между нейронами.
Например, адаптивность позволяет описать такое свойство нейронных се-
тей, как нейропластичность [19, 25], а задержки распространения сигнала
от одного нейрона к другому напрямую влияют на наличие или отсут-
ствие синхронизации между нейронами [45]. Однако, в большинстве работ
адаптивность и наличие задержек распространения потенциала действия
не учитываются ввиду сложности математических методов для анализа
таких сетей. В настоящей работе предпринята попытка решения приведен-
ных выше проблем методами адаптивной теории управления [1, 6, 7, 44].
В качестве исследуемой модели нейронной популяции выбрана спайковая
нейронная сеть Хиндмарша-Роуза.

Целью диссертационной работы является исследование и управление
синхронизацией в сетях нейронов Хиндмарша-Роуза. Для достижения по-
ставленной цели решаются следующие задачи.

1. Построение модели сети нейронов Хиндмарша-Роуза.

2. Синтез алгоритмов управления, обеспечивающих и гарантирующих до-
стижение синхронизации в сети.

3. Использование адаптивных алгоритмов управления, таких как метод
скоростного градиента, для настройки параметров в сети, обеспечива-
ющих синхронизацию.

1Спайк (англ. spike) — одна из фаз потенциала действия биологического нейрона, включающая себя
процессы деполяризации и реполяризации мембранного потенциала клетки.
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4. Проведение компьютерного моделирования исследуемой сети как при
синхронизации, так и при её отсутствии.

В первой главе диссертационной работы приводятся вспомогательные
сведения, необходимые для формулировки и доказательства основных ре-
зультатов.

Во второй главе доказана предельная ограниченность сети нейронов
Хиндмарша-Роуза и получена оценка на предельное множество, к которо-
му стремятся траектории сети. Доказательство основано на применении
метода функций Ляпунова.

Третья глава посвящена управлению синхронизацией двух связанных
нейронов Хиндмарша-Роуза при наличии равномерно ограниченных воз-
мущений, действующих на уравнения динамики. В теоретической части
главы получены условия, при которых имеет место 𝜀-синхронизация меж-
ду нейронами. Работоспособность предложенного алгоритма управления
обоснована методом функций Ляпунова и подтверждается численным мо-
делированием.

Четвертая глава посвящена управлению синхронизацией в сети неронов
Хиндмарша-Роуза при помощи адаптивного закона управления, синтези-
рованного на основе метода скоростного градиента [13, 14, 31]. Сходимость
синтезированного алгоритма управления подтверждается численным мо-
делированием, описанным в последнем разделе главы.

Пятая глава также посвящена адаптивному управлению синхрониза-
цией в сети нейронов Хиндмарша-Роуза. На этот раз в качестве настраи-
ваемого параметра рассматривается сила связи между нейронами в сети.
Настройка силы связи также происходит по методу скоростного градиен-
та. Сходимость синтезированного алгоритма управления, как и в прошлой
главе, подтверждается численным моделированием, описанным в послед-
нем разделе главы.

Шестая глава посвящена управлению синхронизацией в сети нейронов
Хиндмарша-Роуза с запаздывающими связями. В данной главе предло-
жен алгоритм управления сетью, обеспечивающий синхронизацию нейро-
нов при любых постоянных задержках в связях. Анализ основан на методе
функционалов Ляпунова-Красовского для постоянных или медленно меня-
ющихся задержек. Теоретические результаты первой части главы согласу-
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ются с численным моделированием, результаты которого представлены в
последнем разделе главы.

В заключении перечислены основные результаты работы.
По теме диссертации опубликовано ряд работ, в том числе 4 в изданиях

из перечня научных журналов, рекомендованных Высшей аттестационной
комиссией для публикации основных научных результатов диссертаций,
входящих в базы цитирования Web of Science и Scopus [9, 65, 67–69]. Ос-
новные результаты представлены на 6 всероссийских и международных
конференциях.
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1 Предварительные сведения

1.1 Устойчивость нелинейных систем

Рассмотрим систему однородных дифференциальных уравнений:

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥), (1.1)

где 𝑓 : R+ × R𝑛 → R𝑛 непрерывна и локально липшицева по аргументу 𝑥.
Далее будем предполагать, что все рассматриваемые решения 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) с
начальными данными 𝑥(𝑡0, 𝑡0, 𝑥0) = 𝑥0 определены на интервале [𝑡0,+∞).

Определение 1.1. Будем говорить, что решение 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) системы (1.1)
устойчиво по Ляпунову, если ∀𝜀 > 0 ∃𝛿𝜀 = 𝛿𝜀(𝜀, 𝑡0) > 0 такое, что для
всех 𝑥′0, удовлетворяющих неравенству |𝑥0−𝑥′0| ⩽ 𝛿𝜀, выполняется соот-
ношение

|𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0)− 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥
′
0)| ⩽ 𝜀 ∀𝑡 ⩾ 𝑡0.

Определение 1.2. Если решение 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) устойчиво по Ляпунову и
∃𝛿 = 𝛿(𝑡0) > 0 такое, что для всех 𝑥′0, удовлетворяющих неравенству
|𝑥0 − 𝑥′0| ⩽ 𝛿 выполняется соотношение

lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0)− 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥
′
0)| = 0,

то говорят, что решение 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) асимптотически устойчиво.

Приведем одно замечание, которое является важным для случая, когда
система (1.1) нестационарна.

Замечание 1.1. Если в определениях 1.1 и 1.2 величины 𝛿𝜀 и 𝛿 не зави-
сят от 𝑡0, то говорят, что решение 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) равномерно устойчиво по
Ляпунову и равномерно асимптотически устойчиво.

Наиболее распространенным средством анализа устойчивости нелиней-
ных систем является прямой (второй) метод Ляпунова. Метод основан на
использовании скалярных функций, обладающих на решениях динамиче-
ской системы некоторыми специальными свойствами и получивших назва-
ние функций Ляпунова.
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Далее будем предполагать, что рассматриваемое решение 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) си-
стемы (1.1) является нулевым, а функциями Ляпунова будем называть
непрерывно дифференцируемые скалярные функции 𝑉 (𝑥) и 𝑉 (𝑡, 𝑥), ко-
торые в некоторой окрестности точки 𝑥 = 0 являются положительно опре-
деленными. Ознакомиться с определением положительной определенности
для функций 𝑉 (𝑥) и 𝑉 (𝑡, 𝑥) можно в работе [7].

Перейдем к формулировкам теорем прямого метода Ляпунова, предла-
гающих достаточные условия устойчивости и асимптотической устойчиво-
сти нелинейных систем.

Теорема 1.1 (об устойчивости). Нулевое решение системы (1.1) устойчи-
во по Ляпунову, если в некоторой окрестности точки 𝑥 = 0 существует
функция Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥) такая, что ∀𝑡 ⩾ 𝑡0, 𝑡0 ∈ R+ выполняется нера-
венство

𝑉̇ (𝑡, 𝑥) ⩽ 0.

Теорема 1.2 (об асимптотической устойчивости). Нулевое решение си-
стемы (1.1) асимптотически устойчиво, если в некоторой окрестности
точки 𝑥 = 0 существует функция Ляпунова 𝑉 (𝑡, 𝑥) такая, что ∀𝑡 ⩾ 𝑡0,
𝑡0 ∈ R+ выполняются следующие условия:

1) 𝑉 (𝑡, 𝑥) ⩽ 𝑊0(𝑥),

2) 𝑉̇ (𝑡, 𝑥) < −𝑊 (𝑥),

где 𝑊0(𝑥) и 𝑊 (𝑥) — положительно определенные функции.

Приведем ниже два важных замечания, которые связаны с теоремой 1.2.

Замечание 1.2. Если система (1.1) стационарна и в качестве функции
Ляпунова рассматривается функция 𝑉 (𝑥), то условие 1 теоремы 1.2 вы-
полняется по определению.

Замечание 1.3. Если система (1.1) имеет единственное положение рав-
новесия, то свойства устойчивости приобретают глобальный характер,
т.е. могут быть распространены на все пространство состояний в це-
лом. Асимптотическую устойчивость в целом можно установить, вос-
пользовашись теоремами «Барбашина-Красовского-Ла-Салля».
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Доказательства теорем 1.1 и 1.2 приведены в [6, 7]. Формулировки и
доказательства теорем «Барбашина-Красовского-Ла-Салля» можно найти
в [2, 44].

1.2 Устойчивость систем с задержками

Рассмотрим следующую систему с задержкой

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0, (1.2)

𝑥𝑡(𝜃) = 𝑥(𝑡+ 𝜃), 𝜃 ∈ [−ℎ, 0],

где 𝑓 : R×𝐶[−ℎ, 0] → R𝑛 есть непрерывная по обоим аргументам и локаль-
но липшицева по второму аргументу функция; ℎ > 0 обозначает временную
задержку в системе. Для того, чтобы гарантировать наличие тривиально-
го решения 𝑥(𝑡) ≡ 0 в (1.2), мы потребуем, чтобы 𝑓(𝑡, 0) = 0. Если это
не так, то всегда можно выполнить соответствующую замену переменной,
переместив решение в начало координат [6].

Определение 1.3. Тривиальное решение (1.2) является

• равномерно (по 𝑡0) устойчивым, если ∀𝑡0 ∈ R и ∀𝜀 > 0, существует
𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 такое, что при ‖𝑥𝑡0‖𝐶 < 𝛿(𝜀) выполняется |𝑥(𝑡)| < 𝜀

∀𝑡 ⩾ 𝑡0;

• равномерно асимптотически устойчивым, если оно равномерно устой-
чиво и существует 𝛿𝑎 > 0 такое, что ∀𝜂 > 0 существует 𝑇 (𝛿𝑎, 𝜂)

такое, что при ‖𝑥𝑡0‖𝐶 < 𝛿𝑎 выполняется |𝑥(𝑡)| < 𝜂;

• глобально равномерно асимптотически устойчивым, если 𝛿𝑎 может
быть произвольно большим, конечным значением.

Далее систему (1.2) будем называть равномерно асимптотически устойчи-
вой, если ее решение равномерно асимптотически устойчиво.

Заметим, что определение устойчивости не отличается от известных
определений устойчивости, если задержка в системе отсутствует.

Метод функционалов Ляпунова-Красовского

Одним из методов анализа устойчивости систем (1.2) является метод
функционалов Ляпунова-Красовского [4, 5, 16, 32, 34, 38]. Построение функ-
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ционалов Ляпунова-Красовского является обобщением прямого метода Ля-
пунова для систем, у которых состояние является функцией.

Пусть 𝑉 : R × 𝐶[−ℎ, 0] → R есть непрерывный функционал и пусть
𝑥𝜏(𝑡, 𝜑) будет решением (1.2) при 𝜏 ⩾ 𝑡 с начальным условием 𝑥𝑡 = 𝜑.
Определим правую часть производной 𝑉̇ (𝑡, 𝜑) вдоль (1.2) следующим об-
разом:

𝑉̇ (𝑡,𝜑) = lim
∆𝑡→0+

1

Δ𝑡
[𝑉 (𝑡+Δ𝑡, 𝑥𝑡+∆𝑡(𝑡, 𝜑))− 𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡)] . (1.3)

Очевидно, что неположительность 𝑉̇ (𝑡,𝑥𝑡) означает, что 𝑥𝑡 не растет с уве-
личением 𝑡, а это, в свою очередь, означает устойчивость системы (1.2).

Теорема 1.3 (теорема Ляпунова-Красовского). Пусть 𝑓 : R × 𝐶 → R𝑛

отображает R×(ограниченные множества в 𝐶) в ограниченные множе-
ства в R𝑛, 𝑢, 𝑣, 𝑤 : [0,+∞) → [0,+∞) непрерывные неубывающие функции,
причем 𝑢(𝑠) и 𝑣(𝑠) положительны для 𝑠 > 0 и 𝑢(0) = 𝑣(0) = 0. Тривиаль-
ное решение (1.2) равномерно устойчиво, если существует непрерывный
функционал 𝑉 : R × 𝐶[−ℎ, 0] → R+, который является положительно
определенным, т.е.

𝑢(|𝜑(0)|) ⩽ 𝑉 (𝑡, 𝜑) ⩽ 𝑣(‖𝜑‖𝐶), (1.4)

и такой что, его производная вдоль (1.2) вдоль (1.2) неположительна в
том смысле, что

𝑉̇ (𝑡, 𝜑) ⩽ −𝑤(|𝜑(0)|). (1.5)

Если 𝑤(𝑠) > 0 для 𝑠 > 0, то тривиальное решение является равномерно
асимптотически устойчивым. Кроме того, если lim𝑠→∞ 𝑢(𝑠) = ∞, то
система является глобально равномерно асимптотически устойчивой.

Доказательство теоремы можно найти в [38].

1.3 Определение и некоторые виды синхронизации

В данном разделе приводится общее определение синхронизации, а так-
же рассматриваются некоторые ее виды, такие как координатная синхро-
низация и обобщенная (частичная) координатная синхронизация.

Под синхронизацией принято понимать согласованное во времени функ-
ционирование двух или нескольких процессов или объектов [8, 13]. В част-
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ности, это может быть согласованное изменение некоторых количественных
характеристик двух или нескольких систем, или сближение переменных со-
стояния рассматриваемых систем.

В некоторых случаях синхронизация может проявляться в силу есте-
ственных свойств взаимодействующих систем. Тогда говорят о самосинхро-
низации. В других случаях для согласованного поведения объектов необ-
ходимо вводить в систему дополнительные связи и воздействия. Такая син-
хронизация называется принудительной или управляемой синхронизацией.

Для рассмотрения различных вопросов синхронизации с единых пози-
ций приведем общее определение синхронизации процессов и объектов раз-
личной природы.

Определение 1.4. Будем говорить, что имеет место синхронизация
процессов (объектов) 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝑋, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, относительно характе-
ристики 𝐶𝑡 и функций сравнения 𝐹𝑖, если существуют числа 𝜏𝑖 ∈ R,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 такие, что ∀𝑡 ⩾ 0 выполняются соотношения

𝐹1 (𝐶𝑡+𝜏1[𝑥1]) = 𝐹2 (𝐶𝑡+𝜏2[𝑥2]) = . . . = 𝐹𝑁 (𝐶𝑡+𝜏𝑁 [𝑥𝑁 ]) . (1.6)

В определении 1.4 под 𝑋 понимается некоторое функциональное про-
странство. Характеристика 𝐶𝑡 называется показателем синхронизации или
индексом синхронизации и определяется как 𝐶𝑡 : 𝑋 → 𝐶, где 𝐶 есть множе-
ство возможных значений 𝐶𝑡. Важно, что характеристика 𝐶𝑡 предполагает-
ся одинаковой для всех процессов или объектов. Значение характеристики
𝐶𝑡 может быть скаляром, вектором, матрицей, а также функцией. Для
сравнения значений характеристики различных процессов вводится набор,
не зависящих от времени, вектор-функций 𝐹𝑖 : 𝐶 → R𝑚, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ,
называемых функциями сравнения.

Определение 1.5. Приближенной синхронизацией (𝜀-синхронизацией) на-
зывается случай, когда соотношения (1.6) выполняются лишь прибли-
женно, с точностью до 𝜀:⃦⃦

𝐹𝑖 (𝐶𝑡+𝜏𝑖[𝑥𝑖])− 𝐹𝑗

(︀
𝐶𝑡+𝜏𝑗 [𝑥𝑗]

)︀⃦⃦
⩽ 𝜀 ∀𝑖, 𝑗, 𝑡 ⩾ 𝑡*.

Определение 1.6. Асимптотической синхронизацией называется слу-
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чай, когда погрешность выполнения соотношений (1.6) со временем исче-
зает:

lim
𝑡→+∞

⃦⃦
𝐹𝑖 (𝐶𝑡+𝜏𝑖[𝑥𝑖])− 𝐹𝑗

(︀
𝐶𝑡+𝜏𝑗 [𝑥𝑗]

)︀⃦⃦
= 0 ∀𝑖, 𝑗.

В определениях 1.5 и 1.6 под ‖ · ‖ следует понимать евклидову норму в
пространстве R𝑚.

Общее определение синхронизации 1.4 охватывает большое число ви-
дов синхронного поведения процессов или объектов. Однако в настоящей
работе далее будут рассмотрены только два: координатная синхронизация
и обобщенная (частичная) координатная синхронизация. Рассмотрим дан-
ные виды синхронизации более подробно.

Определение 1.7. Координатной синхронизацией процессов или объек-
тов 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, называется вид синхронизации, при котором
координаты векторов состояний рассматриваемых процессов (объектов)
совпадают.

Очевидно, что координатная синхронизация укладывается в общее опре-
деление 1.4, если ввести показатель синхронизации 𝐶𝑡(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖(𝑡), а функ-
ции сравнения взять тождественными: 𝐹𝑖(𝑥) = 𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

Определение 1.8. Обобщенной (частичной) координатной синхрониза-
цией называют координатную синхронизацию, при которой совпадает
лишь часть фазовых координат 𝑦𝑖 = ℎ(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

Обобщенная координатная синхронизация также укладывается в опре-
деление 1.4, если взять 𝐶𝑡(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖(𝑡) и 𝐹𝑖(𝑥) = ℎ(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

1.4 Вспомогательные сведения из теории графов

Графом (ориентированным) называется упорядоченная пара𝐺 = (𝑁,𝐸)

из двух конечных множеств 𝑁 = {1, 2, . . . , 𝑛} (множество узлов или вер-
шин графа) и 𝐸 ⊂ 𝑁 ×𝑁 (множество дуг графа). Узел 𝑖 соединен с узлом
𝑗 в графе 𝐺, если (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸. Граф называется простым, если отсутствуют
петли и между узлами может быть максимум одна дуга. Пара (𝑁,𝐸 ′), где
𝐸 ′ ⊂ 𝐸, называется частичным графом графа (𝑁,𝐸).

Дуга (𝑖, 𝑗) графа 𝐺 представляется в виде стрелки с началом в 𝑖 и
концом в 𝑗. Говорят, что дуга (𝑖, 𝑗) — исходящая по отношению к узлу 𝑖 и
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входящая по отношению к узлу 𝑗; узел 𝑖 называется родительским, а узел
𝑗 — дочерним.

Полустепенью захода вершины 𝑖 называется количество входящих в нее
дуг, а полустепенью исхода вершины 𝑖 — количество выходящих дуг.

Множеством соседей узла 𝑖 называется множество 𝑁 𝑖 = {𝑗 : (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐸},
т. е. множество узлов с дугами, входящими в 𝑖. Число соседей |𝑁 𝑖| узла 𝑖
равно его полустепени захода.

Если (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 ⇒ (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐸 ∀𝑖, 𝑗, то граф называется двунаправленным
(неориентированным), иначе граф называется ориентированным (или ор-
графом). Для неориентированных графов дуги обычно называют ребрами.
Если полустепень захода совпадает с полустепенью исхода ∀𝑖 ∈ 𝑁 , то граф
называется сбалансированным.

Направленный путь из узла 𝑖1 в узел 𝑖𝑠 состоит из последовательности
узлов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑠, 𝑠 ⩾ 2 таких, что (𝑖𝑘, 𝑖𝑘+1) ∈ 𝐸, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑠− 1}.

Говорят, что узел 𝑖 связан с узлом 𝑗, если есть направленный путь из
𝑖 в 𝑗. Расстояние от 𝑖 до 𝑗 — это длина кратчайшего пути из 𝑖 в 𝑗. Граф
называется сильно связным, если 𝑖 и 𝑗 связаны для всех различных узлов
𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 . Для двунаправленных графов, если есть направленный путь из 𝑖 в
𝑗, тогда есть направленный путь из 𝑗 в 𝑖. Такой граф называется связным.

Сопоставим каждому ребру (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 вес 𝛼𝑖 𝑗. Предположим, что все
веса положительны. Граф может быть представлен матрицей смежности
(связности) 𝐴(𝐺) = [𝛼𝑖 𝑗] с весами 𝛼𝑖 𝑗 > 0, если (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸, и 𝛼𝑖 𝑗 = 0 в
противном случае. Также отметим, что 𝛼𝑖 𝑖 = 0, т. e. в графе отсутствуют
петли.

Определим взвешенную полустепень захода вершины 𝑖 как сумму 𝑖-
го столбца матрицы 𝐴(𝐺): 𝑑𝑖𝑖𝑛(𝐺) =

∑︀𝑁
𝑗=1 𝛼𝑗 𝑖 и взвешенную полустепень

исхода вершины 𝑖 как сумму 𝑖-ой строки матрицы (𝐺): 𝑑𝑖𝑜𝑢𝑡(𝐺) =
∑︀𝑁

𝑗=1 𝛼𝑖 𝑗.
Если 𝛼𝑖 𝑗 = 𝛼𝑗 𝑖 ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 , т. е. веса ребер (𝑖, 𝑗) и (𝑗, 𝑖) совпадают, то граф

является неориентированным (двунаправленным). При этом матрица его
смежности симметрична.

Граф называется сбалансированным по весам, если взвешенная полу-
степень захода совпадает с взвешенной полустепенью исхода для всех уз-
лов 𝑖. Если все ненулевые веса ребер равны 1, это то же самое, что и опре-
деление сбалансированного графа. Неориентированный граф является сба-
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лансированным, так как 𝐴(𝐺) = 𝐴(𝐺)𝑇 и сумма 𝑖-ой строки равна сумме
по 𝑖-му столбцу. В дальнейшем, говоря о полустепени захода или исхода, а
также о сбалансированности графа, будем подразумевать взвешенные по-
лустепени захода или исхода и сбалансированность по весам.

Для графа 𝐺 определим диагональную матрицу степеней вершин графа
𝐷(𝐺) = diag

{︀
𝑑𝑖𝑜𝑢𝑡(𝐺)

}︀
из полустепеней исхода. Тогда матрицей Лапласа

(лапласианом) графа будем называть матрицу вида 𝐿(𝐺) = 𝐷(𝐺)−𝐴(𝐺),
т. е.

𝐿(𝐺) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑︀𝑁

𝑗=1 𝛼1 𝑗 −𝛼1 2 . . . −𝛼1𝑁

−𝛼2 1

∑︀𝑁
𝑗=1 𝛼2 𝑗 . . . −𝛼2𝑁

... ... . . . ...
−𝛼𝑁 1 −𝛼𝑁 2 . . .

∑︀𝑁
𝑗=1 𝛼𝑁 𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Заметим, что суммы по строкам элементов матрицы Лапласа равны ну-
лю. Следовательно, любой вектор, составленный из одинаковых констант,
является правым собственным вектором, соответствующим нулевому соб-
ственному значению 𝐿(𝐺).

Обозначим через 1𝑁 вектор-столбец размерности 𝑁 , состоящий из еди-
ниц. Известно, что матрица 𝐿(𝐺) обладает следующими свойствами [8]:

1) матрица 𝐿(𝐺) имеет нулевое собственное число, которому соответству-
ет правый собственный вектор 1𝑁 : 𝐿(𝐺)1𝑁 = 0;

2) кратность нулевого собственного числа 𝐿(𝐺) неориентированного гра-
фа равна количеству компонент связности;

3) нулевое собственное число лапласовской матрицы 𝐿(𝐺) имеет единич-
ную кратность, если соответствующий орграф сильно связен;

4) все собственные числа лапласовской матрицы имеют неотрицательные
вещественные части;

5) для сбалансированного графа вектор 1𝑁 является левым собственным
вектором, соответствующим нулевому собственному числу: 1𝑇

𝑁𝐿(𝐺) = 0.

Второе собственное число 𝜆2(𝐿) матрицы 𝐿(𝐺) называют числом Фид-
лера (Fiedler) или алгебраической связностью графа 𝐺 [27]. Алгебраиче-
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ская связность графа 𝜆2 обладает одним важным свойством: она положи-
тельна в том и только в том случае, когда соответствующий ей неориенти-
рованный граф 𝐺 связен [15, 27, 51, 63].

1.5 Метод скоростного градиента

Кратко опишем метод скоростного градиента, который мы в дальней-
шем будем использовать для решения задач адаптивной синхронизации.
Метод скоростного градиента впервые был предложен в конце 70-х годов
прошлого века для решения задач адаптивного управления [13, 14, 31]. Ме-
тод опирается на использование функций Ляпунова и требует определения
цели управления как минимизации некоторой скалярной целевой функции
(функционала) до заданной величины.

Рассмотрим следующую динамическую систему:

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜃), (1.7)

где 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор состояния системы; 𝜃 ∈ R𝑚 — вектор настраиваемых
параметров; 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜃) — вектор-функция, которая является кусочно-непре-
рывной по 𝑡 и непрерывно дифференцируемой по 𝑥 и 𝜃. Цель управления
может быть сформулирована одним из двух следующих способов:

𝑄𝑡 → 0, при 𝑡→ ∞ (𝑄𝑡 ⩽ Δ, ∀𝑡 > 𝑇 ), (1.8)

где𝑄𝑡 ⩾ 0 — целевой функционал; Δ, 𝑇 — некоторые постоянные, значения
которых зависят от конкретной задачи.

Далее будем рассматривать только случай, когда 𝑄𝑡 является локаль-
ным функционалом, т. е. 𝑄𝑡 = 𝑄(𝑡, 𝑥(𝑡)), где 𝑄(𝑡, 𝑥(𝑡)) — скалярная функ-
ция 𝑛+ 1 переменных.

Для построения алгоритма управления найдем скалярную функцию
𝑄̇𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃), которая представляет собой скорость изменения 𝑄𝑡 в си-
лу системы (1.7):

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) =
𝜕𝑄(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ [∇𝑥𝑄(𝑡, 𝑥)]

𝑇 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜃). (1.9)
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Затем вычислим градиент 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) по входным переменным 𝜃:

∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) =

[︂
𝜕𝜔

𝜕𝜃

]︂𝑇
=

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝜃

]︂𝑇
∇𝑥𝑄(𝑡, 𝑥). (1.10)

Наконец, определим алгоритм изменения 𝜃 в дифференциальной форме:

𝜃 = −Γ∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃), (1.11)

где Γ = Γ𝑇 > 0 — симметричная положительно определенная матрица,
например, Γ = diag {𝛾1, . . . , 𝛾𝑚}, 𝛾𝑖 > 0. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1.4. Пусть выполнены следующие предположения.

П1. Функции 𝑓 и ∇𝜃𝜔 непрерывны по 𝑥, 𝜃, кусочно непрерывны по 𝑡 и ло-
кально равномерно ограничены по 𝑡, т.е. ∀𝛽 > 0 существует 𝐶(𝛽) > 0

такое, что неравенство

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜃)|+ |∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃)| ⩽ 𝐶(𝛽)

имеет место при |𝑥| ⩽ 𝛽, |𝜃| ⩽ 𝛽.

П2. Функция 𝑄(𝑡,𝑥) неотрицательна, равномерно непрерывна в любом мно-
жестве вида {(𝑡,𝑥) : 𝑡 ⩾ 0, |𝑥| ⩽ 𝛽} и радиально неограничена:

inf
𝑡⩾0

𝑄(𝑡, 𝑥) → ∞ при |𝑥| → ∞.

П3. Функция 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) выпукла по 𝜃, т.е. неравенство

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃*)− 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) ⩾ (𝜃* − 𝜃)∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃)

выполнено для всех 𝜃 ∈ R𝑚, 𝜃* ∈ R𝑚, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ⩾ 0.

П4. Существуют постоянный вектор 𝜃* ∈ R𝑚 и 𝒦-функция 𝜌(𝑄) такая,
что неравенство

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃*) ⩽ −𝜌(𝑄(𝑡, 𝑥))

выполнено для всех 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ R𝑛.
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Тогда все решения (𝑥(𝑡), 𝜃(𝑡)) системы (1.7), (1.11) ограничены и цель

lim
𝑡→∞

𝑄(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 0

достигается для всех 𝑥(0) ∈ R𝑛.

Данная теорема дает достаточные условия сходимости алгоритма скорост-
ного градиента. Доказательство теоремы приведено в работе [31].

Основную идею алгоритма (1.11) можно объяснить следующим обра-
зом. Для того, чтобы достигнуть цели управления (1.8), нужно изменять
𝜃 в направлении убывания 𝑄𝑡. Однако это проблематично, поскольку 𝑄𝑡

не зависит явно от 𝜃. Вместо этого, мы можем попробовать уменьшать 𝑄̇𝑡,
стремясь к выполнению неравенства 𝑄̇𝑡 < 0, которое, в свою очередь, при-
водит к уменьшению 𝑄𝑡. Теперь функция 𝑄̇𝑡 = 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) явно зависит от 𝜃,
что и позволяет записать алгоритм (1.11).

1.6 Нейрональная математическая модель

Хиндмарша-Роуза

Модель Хиндмарша-Роуза представляет собой математическую модель
единичного биологического нейрона и описывается нелинейной системой
дифференциальных уравнений 3-го порядка:

𝑝̇(𝑡) = 𝑞(𝑡)− 𝑎𝑝3(𝑡) + 𝑏𝑝2(𝑡)− 𝑛(𝑡) + 𝐼𝑒𝑥𝑡,

𝑞(𝑡) = 𝑐− 𝑑𝑝2(𝑡)− 𝑞(𝑡),

𝑛̇(𝑡) = 𝑟
[︀
𝑠 (𝑝(𝑡)− 𝑝𝑅)− 𝑛(𝑡)

]︀
.

(1.12)

Здесь переменная 𝑝(𝑡) описывает динамику мембранного потенциала ней-
рона, а переменные 𝑞(𝑡) и 𝑛(𝑡) описывают работу натрий-калиевого насоса.
Поскольку скорость изменения переменной 𝑛(𝑡) определяется параметром
𝑟 таким, что 0 < 𝑟 < 1, то 𝑛(𝑡) описывает динамику медленного ионного
тока, а 𝑞(𝑡) – быстрого ионного тока [39, 40, 70]. Внешнее воздействие на
нейрон задается параметром 𝐼𝑒𝑥𝑡. Все параметры системы, за исключением
параметров 𝐼𝑒𝑥𝑡 и 𝑝𝑅, являются положительными (параметр 𝑝𝑅 отрицате-
лен, а параметр 𝐼𝑒𝑥𝑡 может принимать отрицательное, нулевое и положи-
тельное значение).
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Изначально система Хиндмарша–Роуза описывалась нелинейной систе-
мой дифференциальных уравнений 2-го порядка и являлась упрощенным
вариантом модели Ходжкина–Хаксли [39]. Однако дальнейшие экспери-
менты, проводимые над нервными клетками пресноводной улитки Lymnaea
stagnalis, позволили обнаружить новые режимы функционирования ней-
ронов, которые не учитывались в модели [40]. Потому авторы модели,
Джеймс Хиндмарш и Мальком Роуз, приняли решение о включении в мо-
дель третьего уравнения. Это уравнение позволило учесть большинство
режимов поведения биологического нейрона. В частности, модель (1.12)
способна демонстрировать пачечную активность и посттормозную отдачу,
а также адаптироваться к воздействию внешними стимулами [40, 70].

Модель (1.12) можно упростить, сократив число параметров в её записи.
Для этого воспользуемся заменой (𝑝, 𝑞, 𝑛) → (𝑝, 𝑞 + 𝑐, 𝑛 − 𝑠𝑝𝑅). Получим
следующее:

𝑝̇(𝑡) = 𝑞(𝑡)− 𝑎𝑝3(𝑡) + 𝑏𝑝2(𝑡)− 𝑛(𝑡) + 𝐼,

𝑞(𝑡) = −𝑑𝑝2(𝑡)− 𝑞(𝑡),

𝑛̇(𝑡) = 𝑟(𝑠𝑝(𝑡)− 𝑛(𝑡)),

(1.13)

где 𝐼 = 𝐼𝑒𝑥𝑡 + 𝑐+ 𝑠𝑝𝑅.
В дальнейшем будет показано, что решения системы (1.12) (а значит

и решения системы (1.13)) являются глобально предельно ограниченными
по переменной 𝑡. С определением глобальной предельной ограниченности
можно ознакомиться в работах [44, 53].
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2 Предельная ограниченность сети нейронов
Хиндмарша-Роуза

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим следующую сеть нейронов Хиндмарша-Роуза

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥𝑖) + 𝜎
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗),

𝑓𝑖(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑞𝑖 − 𝑎𝑝3𝑖 + 𝑏𝑝2𝑖 − 𝑛𝑖 + 𝐼

−𝑑𝑝2𝑖 − 𝑞𝑖

𝑟(𝑠𝑝𝑖 − 𝑛𝑖)

⎤⎥⎦ , 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
⎡⎢⎣(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖)

0

0

⎤⎥⎦ ,
(2.1)

где 𝑥𝑖 = col {𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑛𝑖}; 𝜎 есть сила связи между нейронами; 𝐴 = [𝛼𝑖 𝑗]𝑁×𝑁

матрица смежности графа 𝐺; 𝑖, 𝑗 ∈ ℐ := {1, . . . , 𝑁}. Предполагается, что
𝐺 неориентированный граф, т. е. 𝛼𝑖 𝑗 = 𝛼𝑗 𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ ℐ.

Требуется найти предельное множество Ω, которое бы содержало в себе
траектории сети (2.1), начиная с некоторого момента времени 𝑇 > 0.

2.2 Основной результат

Рассмотрим скалярную функцию

𝑉 (x) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑉0(𝑥𝑖), (2.2)

где 𝑉0(𝑥𝑖) =
(︀
𝑝2𝑖 + 𝑘𝑞𝑞

2
𝑖 + 𝑘𝑛𝑛

2
𝑖

)︀
/2, 𝑖 ∈ ℐ радиально неограниченные и по-

ложительно определенные функции; x = col {𝑥1, . . . ,𝑥𝑁}. Заметим, что
сеть (2.1) является глобально предельно ограниченной на множестве Ω если
𝑉̇ (x) < 0 ∀x ∈ Ω̄. Тут 𝑉̇ (x) производная (2.2) вдоль траекторий сети (2.1),
Ω̄ дополнение до Ω. Таким образом, если сеть (2.1) равномерно предельно
ограничена на Ω, тогда Ω является предельным множеством сети.
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Найдем предельное множество Ω. Вначале вычислим производную 𝑉 (x):

𝑉̇ (x) =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑝𝑖𝑞𝑖 − 𝑎𝑝4𝑖 + 𝑏𝑝3𝑖 + 𝐼𝑝𝑖 + 𝜎

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑖𝑝𝑗 − 𝑝2𝑖 )

− 𝑘𝑞𝑑𝑝
2
𝑖 𝑞𝑖 − 𝑘𝑞𝑞

2
𝑖 + (1− 𝑘𝑛𝑟𝑠)𝑝𝑖𝑛𝑖 − 𝑘𝑛𝑟𝑛

2
𝑖

}︃
.

(2.3)

Далее рассмотрим
∑︀𝑁

𝑖,𝑗=1 𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑖𝑝𝑗 − 𝑝2𝑖 ) в (2.3). Это можно переписать как

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑖𝑝𝑗 − 𝑝2𝑖 ) = −𝑝𝑇𝐿(𝐺)𝑝,

где 𝑝 = col {𝑝1, . . . ,𝑝𝑁}, 𝐿(𝐺) матрица Лапласа графа 𝐺. В силу свойств
матрицы Лапласа, мы получаем

−𝑝𝑇𝐿(𝐺)𝑝 ≤ 0. (2.4)

Согласно (2.3) и (2.4), получаем следующую оценку сверху:

𝑉̇ (x) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑝𝑖𝑞𝑖 − 𝑎𝑝4𝑖 + 𝑏𝑝3𝑖 + 𝐼𝑝𝑖 − 𝑘𝑞𝑞

2
𝑖

− 𝑘𝑞𝑑𝑝
2
𝑖 𝑞𝑖 − (1− 𝑘𝑛𝑟𝑠)𝑝𝑖𝑛𝑖 − 𝑘𝑛𝑟𝑛

2
𝑖

}︃
.

(2.5)

Выполним некоторые преобразования над слагаемыми в (2.5):

−
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑎𝑝4𝑖 + 𝑘𝑞𝑑𝑝

2
𝑖 𝑞𝑖

}︃
=

𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑎

2
𝑝4𝑖 −

𝑎

2

(︂
𝑝2𝑖 +

𝑘𝑞𝑑

𝑎
𝑞𝑖

)︂2

+
𝑑2𝑘2𝑞
2𝑎

𝑞2𝑖

}︃

и

𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑘𝑞𝑞

2
𝑖 + 𝑝𝑖𝑞𝑖

}︃
=

𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑘𝑞

2
𝑞2𝑖 −

𝑘𝑞
2

(︂
𝑞𝑖 −

1

𝑘𝑞
𝑝𝑖

)︂2

+
1

2𝑘𝑞
𝑝2𝑖

}︃
.
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Основываясь на приведенных выше преобразованиях, получим

𝑉̇ (x) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑎

2
𝑝4𝑖 + 𝑏𝑝3𝑖 +

1

2𝑘𝑞
𝑝2𝑖 + |𝐼𝑝𝑖| −

𝑘𝑞
2

(︂
1− 𝑘𝑞𝑑

2

𝑎

)︂
𝑞2𝑖

− (1− 𝑘𝑛𝑟𝑠)𝑝𝑖𝑛𝑖 − 𝑘𝑛𝑟𝑛
2
𝑖

}︃
.

(2.6)

Далее, мы применим неравенство |𝛼𝛽| ≤ 𝜈
2𝛼

2+ 1
2𝜈𝛽

2 (𝜈 > 0) к слагаемому∑︀𝑁
𝑖=1 |𝐼𝑝𝑖| в правой части (2.6). Получим верхнюю оценку

𝑉̇ (x) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑎

2
𝑝4𝑖 + 𝑏𝑝3𝑖 +

1

2

(︂
1

𝑘𝑞
+ 𝜈𝑝 𝐼

)︂
𝑝2𝑖 −

𝑘𝑞
2

(︂
1− 𝑘𝑞𝑑

2

𝑎

)︂
𝑞2𝑖

− (1− 𝑘𝑛𝑟𝑠)𝑝𝑖𝑛𝑖 − 𝑘𝑛𝑟𝑛
2
𝑖 +

1

2𝜈𝑝 𝐼
𝐼2

}︃
.

(2.7)

Заметим, что 𝑘𝑞, 𝑘𝑛, 𝜈𝑝 𝐼 произвольные положительные постоянные и мы
можем им присвоить следующие значения:

𝑘𝑞 =
𝑎

2𝑑2
, 𝑘𝑛 =

1

𝑟𝑠
, 𝜈𝑝 𝐼 =

1

𝑘𝑞
.

Таким образом, неравенство (2.7) примет следующий вид:

𝑉̇ (x) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑎

2
𝑝4𝑖 + 𝑏𝑝3𝑖 +

2𝑑2

𝑎
𝑝2𝑖 −

𝑎

8𝑑2
𝑞2𝑖 −

1

𝑠
𝑛2𝑖 +

𝑎

4𝑑2
𝐼2

}︃
. (2.8)

Мажорируем
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑏𝑝
3
𝑖 в (2.8). Легко видеть, что

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏𝑝3𝑖 ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏|𝑝𝑖|𝑝2𝑖 .

Далее найдем 𝛽𝑝 такое, что

𝑏|𝑝𝑖| ≤ 𝑎𝑝2𝑖/4 + 𝛽𝑝, 𝑖 ∈ ℐ.

Ясно, что 𝑏|𝑝𝑖| и 𝑎𝑝2𝑖/4 + 𝛽𝑝, 𝑖 ∈ ℐ являются четными функциями. Следо-
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вательно, рассмотрим следующие неравенства:

𝑏𝑝𝑖 ≤ 𝑎𝑝2𝑖/4 + 𝛽𝑝, 𝑝𝑖 ∈ [0,+∞), 𝑖 ∈ ℐ.

Данные неравенства выполняются, если соответствующие им квадратные
уравнения

𝑎𝑝2𝑖/4− 𝑏𝑝𝑖 + 𝛽𝑝 = 0, 𝑖 ∈ ℐ

имеют один корень (или вовсе не имеют корней). Очевидно это выполнено
∀𝛽𝑝 ≥ 𝑏2/𝑎. Таким образом имеет место следующая мажоранта:

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏𝑝3𝑖 ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑎

4
𝑝4𝑖 +

𝑏2

𝑎
𝑝2𝑖

}︃
. (2.9)

Теперь мы используем неравенство (2.9) и добавим произвольную неот-
рицательную постоянную 𝛽 в правую часть (2.8). Получим следующую
верхнюю оценку:

𝑉̇ (x) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑎̃𝑝4𝑖 + 𝑏̃𝑝2𝑖 − 𝑐𝑞2𝑖 − 𝑑𝑛2𝑖 +Δ

}︃
, (2.10)

где
𝑎̃ =

𝑎

4
, 𝑏̃ =

1

𝑎

(︀
𝑏2 + 2𝑑2

)︀
,

𝑐 =
𝑎

8𝑑2
, 𝑑 =

1

𝑠
, Δ =

𝑎

4𝑑2
𝐼2 + 𝛽

есть положительные постоянные.
Теперь определим 𝛽 в (2.10). Для этого рассмотрим неравенства

𝑏̃𝑝2𝑖 ≤ 𝑎̃𝑝4𝑖/2 + Δ, 𝑖 ∈ ℐ.

Выполним заменю переменных 𝑝𝑖 = 𝑝2𝑖 , 𝑖 ∈ ℐ в предыдущих неравенствах.
Тогда мы имеем

𝑏̃𝑝𝑖 ≤ 𝑎̃𝑝2𝑖/2 + Δ, 𝑖 ∈ ℐ.

Данные неравенства выполняются, если соответствующие им квадратные
уравнения

𝑎̃𝑝2𝑖/2− 𝑏̃𝑝𝑖 +Δ = 0, 𝑖 ∈ ℐ
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имеют один корень (или вовсе не имеют корней). Очевидно это выполнено
∀Δ ≥ 𝑏̃2/2𝑎̃. Из вышесказанного следует, что

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏̃𝑝2𝑖 ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑎̃

2
𝑝4𝑖 +Δ

}︃
, (2.11)

где Δ =
𝑎

4𝑑2
𝐼2 + 𝛽 и

𝛽 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, if

𝑎

2𝑑2
𝐼2 ≥ 𝑏̃2

𝑎̃
,

1

2

(︃
𝑏̃2

𝑎̃
− 𝑎

2𝑑2
𝐼2

)︃
, otherwise.

Наконец, согласно (2.10) и (2.11), мы получим

𝑉̇ (x) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝑎̃

2
𝑝4𝑖 − 𝑐𝑞2𝑖 − 𝑑𝑛2𝑖 +Δ

}︃
. (2.12)

Далее определим Ω̄ следующим образом:

Ω̄ =

{︃
|𝑝𝑖| >

4

√︂
2Δ

𝑎̃
, |𝑞𝑖| >

√︂
Δ

𝑐
, |𝑛𝑖| >

√︂
Δ

𝑑
, 𝑖 ∈ ℐ

}︃
.

Легко видеть, что 𝑉̇ (x) < 0 выполнено ∀x ∈ Ω̄. Следовательно, Ω являет-
ся предельным множеством для траекторий (2.1). Полученные результаты
могут быть сформулированы в виде следующей теоремы

Теорема 2.1. Все решения сети (2.1) являются глобально равномерно
предельно ограниченными на множестве

Ω =

{︃
|𝑝𝑖| ≤

4

√︂
2Δ

𝑎̃
, |𝑞𝑖| ≤

√︂
Δ

𝑐
, |𝑛𝑖| ≤

√︂
Δ

𝑑
, 𝑖 ∈ ℐ

}︃
.

Существует ряд исследованией, которые устанавливают наличие пре-
дельной ограниченности в сети нейронов Хиндмарша-Роуза [73, 74, 76].
Однако в перечисленных работах предельное множество Ω не было опре-
делено. Данный результат был опубликован в работе [68].
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3 Управляемая синхронизация двух
связанных нейронов Хиндмарша-Роуза
при наличии возмущений

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим следующую сеть:

𝑥̇1 = 𝑓(𝑥1) + 𝜎𝜙(𝑥1, 𝑥2) + 𝜉1 +𝐵𝑢,

𝑥̇2 = 𝑓(𝑥2) + 𝜎𝜙(𝑥2, 𝑥1) + 𝜉2,
(3.1)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑞𝑖 − 𝑎𝑝3𝑖 + 𝑏𝑝2𝑖 − 𝑛𝑖 + 𝐼

−𝑑𝑝2𝑖 − 𝑞𝑖

𝑟(𝑠𝑝𝑖 − 𝑛𝑖)

⎤⎥⎦ , 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
⎡⎢⎣(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖)

0

0

⎤⎥⎦ , 𝑖 = 1, 2.

где 𝑥𝑖 = col {𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑛𝑖}; 𝜉𝑖 = col {𝜉𝑝 𝑖, 𝜉𝑞 𝑖, 𝜉𝑛 𝑖}, 𝐵 = col {1, 0, 0}; 𝜎 есть сила
связи между нейронами; 𝑢 — искомое управление; 𝜙(·) обозначает функ-
цию связи в сети. Здесь 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2 есть вектор равномерно ограниченных
возмущений, т.е.

|𝜉𝑝 𝑖(𝑡)| ⩽
Δ𝑝

2
, |𝜉𝑞 𝑖(𝑡)| ⩽

Δ𝑞

2
, |𝜉𝑛 𝑖(𝑡)| ⩽

Δ𝑛

2
, 𝑖 = 1,2, ∀𝑡 ⩾ 0.

Теперь введем некоторые обозначения, которые будут использованы да-
лее:

𝑒(𝑡) = 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡), 𝜂(𝑡) = 𝜉1(𝑡)− 𝜉2(𝑡)

𝜓(1)(𝑡) = 𝑝31(𝑡)− 𝑝32(𝑡), 𝜓
(2)(𝑡) = 𝑝21(𝑡)− 𝑝22(𝑡),

где 𝑒(𝑡) = col {𝑒𝑝(𝑡), 𝑒𝑞(𝑡), 𝑒𝑛(𝑡)} вектор отклонений между координатами
нейронов.

Последовательно вычтем второе уравнение из первого в (3.1) и получим

𝑒̇ = 𝑓(𝑒, 𝜓) + 2𝜎𝜙(𝑥1, 𝑥2) + 𝜂 +𝐵𝑢, (3.2)

𝑓(𝑒, 𝜓) =

⎡⎢⎣𝑒𝑞 − 𝑎𝜓(1) + 𝑏𝜓(2) − 𝑒𝑛

−𝑑𝜓(2) − 𝑒𝑞

𝑟(𝑠𝑒𝑝 − 𝑒𝑛)

⎤⎥⎦ ,
где 𝜓 = col

{︀
𝜓(1), 𝜓(2)

}︀
; 𝜂 = col {𝜂𝑝, 𝜂𝑞, 𝜂𝑛} — вектор-функция возмущений,
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таких, что

|𝜂𝑝(𝑡)| ⩽ Δ𝑝, |𝜂𝑞(𝑡)| ⩽ Δ𝑞, |𝜂𝑛(𝑡)| ⩽ Δ𝑛, ∀𝑡 ⩾ 0.

Основываясь на приведенных выше обозначениях, формулируется за-
дача управляемой координатной 𝜀-синхронизации моделей (3.1) как дости-
жение следующей цели управления:

lim
𝑡→∞

|𝑒𝑝(𝑡)| ⩽ 𝜀𝑝, lim
𝑡→∞

|𝑒𝑞(𝑡)| ⩽ 𝜀𝑞, lim
𝑡→∞

|𝑒𝑛(𝑡)| ⩽ 𝜀𝑛, (3.3)

где 𝜀𝑝, 𝜀𝑞, 𝜀𝑛 есть уровни точности синхронизации.
Таким образом, чтобы гарантировать синхронизацию нейронов (3.1),

необходимо обеспечить устойчивость системы (3.2). Этого можно достиг-
нуть посредством управления 𝑢(𝑡), закон которого будет выведен из реше-
ния задачи.

3.2 Основной результат

Рассмотрим следующую функцию Ляпунова:

𝑉 (𝑒(𝑡)) =
1

2

(︂
𝑒2𝑝 + 𝑒2𝑞 +

1

𝑟𝑠
𝑒2𝑛

)︂
. (3.4)

Найдем производную 𝑉̇ (𝑒(𝑡)) в силу уравнений (3.2). Получим следующее:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) = 𝑒𝑞𝑒𝑝 − 𝑎𝜓(1)𝑒𝑝 + 𝑏𝜓(2)𝑒𝑝 − 2𝜎𝑒2𝑝 + 𝜂𝑝𝑒𝑝 + 𝑒𝑝𝑢

− 𝑑𝜓(2)𝑒𝑞 − 𝑒2𝑞 + 𝜂𝑞𝑒𝑞 −
1

𝑠
𝑒2𝑛 +

1

𝑟𝑠
𝜂𝑛𝑒𝑛. (3.5)

Далее проведем оценку сверху полученной производной. Во-первых рас-
смотрим слагаемое, содержащее 𝜓(1)𝑒𝑝 = (𝑝1−𝑝2)(𝑝21+𝑝1𝑝2+𝑝22) и покажем,
что оно отрицательно определено. Для этого найдем 𝛽 > 0, для которой
имеет место неравенство

𝑝21 + 𝑝1𝑝2 + 𝑝22 ≥ 𝛽(𝑝1 − 𝑝2)
2. (3.6)
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Перепишем данное неравенство в матричном виде:

[︁
𝑝1 𝑝2

]︁ [︃ 1− 𝛽 1/2 + 𝛽

1/2 + 𝛽 1− 𝛽

]︃[︃
𝑝1

𝑝2

]︃
≥ 0.

Очевидно, что неравенство (3.6) выполнено тогда и только тогда, когда
соответствующая матрица является положительно полуопределенной. Ис-
пользуя критерий Сильвестра мы получаем, что для выполнения неравен-
ства величина 𝛽 должна принадлежать интервалу (0, 1/4]. Из последнего
получаем следующую оценку сверху на производную (3.5):

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) ⩽ 𝑒𝑞𝑒𝑝 + 𝑏𝜓(2)𝑒𝑝 − 2𝜎𝑒2𝑝 + |𝜂𝑝𝑒𝑝|+ 𝑒𝑝𝑢

− 𝑑𝜓(2)𝑒𝑞 − 𝑒2𝑞 + |𝜂𝑞𝑒𝑞| −
1

𝑠
𝑒2𝑛 +

1

𝑟𝑠
|𝜂𝑛𝑒𝑛|. (3.7)

Теперь рассмотрим вспомогательное неравенство |𝛼𝛽| ⩽ 𝜈

2
𝛼2+

1

2𝜈
𝛽2 и при-

меним его к правой части (3.7). Откуда получим

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) ⩽ −
(︁
2𝜎 − 𝜈𝑝

2

)︁
𝑒2𝑝 + 𝑒𝑝𝑒𝑞 −

(︁
1− 𝜈𝑞

2

)︁
𝑒2𝑞 −

1

𝑠

(︁
1− 𝜈𝑛

2𝑟

)︁
𝑒𝑛

+ 𝑏𝜓(2)𝑒𝑝 − 𝑑𝜓(2)𝑒𝑞 + 𝑒𝑝𝑢+
1

2𝜈𝑝
𝜂2𝑝 +

1

2𝜈𝑞
𝜂2𝑞 +

1

2𝑟𝑠𝜈𝑛
𝜂2𝑛. (3.8)

Постоянные 𝜈𝑝, 𝜈𝑞, 𝜈𝑛 положим равными 1/2, 1/2, 𝑟/2 соответственно. То-
гда, выполнив некоторые преобразования над (3.8), получим

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) ⩽ −
(︂
2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑝 + 𝑒𝑝𝑒𝑞 −

1

2
𝑒2𝑞 −

1

2𝑠
𝑒2𝑛 −

1

4

(︂
𝑒2𝑝 + 𝑒2𝑞 +

1

𝑠
𝑒2𝑛

)︂
+ 𝑏𝜓(2)𝑒𝑝 − 𝑑𝜓(2)𝑒𝑞 + 𝑒𝑝𝑢+ 𝜂2𝑝 + 𝜂2𝑞 +

1

𝑟2𝑠
𝜂2𝑛. (3.9)

Далее синтезируем закон управления, чтобы избавиться от нелинейных
слагаемых в правой части (3.9). Алгоритм управления выберем следующий:

𝑢(𝑡) = −(𝛾 + 𝑏𝜓(2)) + 𝑑𝜓(2)𝑒𝑞. (3.10)
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Подставим синтезированный закон управления в (3.9):

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) ⩽ −
(︂
𝛾 + 2𝜎 − 1

2

)︂
𝑒2𝑝 + 𝑒𝑝𝑒𝑞 −

1

2
𝑒2𝑞 −

1

2𝑠
𝑒2𝑛 −

1

4

(︂
𝑒2𝑝 + 𝑒2𝑞 +

1

𝑠
𝑒2𝑛

)︂
+ 𝜂2𝑝 + 𝜂2𝑞 +

1

𝑟2𝑠
𝜂2𝑛. (3.11)

Легко видеть, что верна следующая оценка сверху для (3.11):

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) ⩽ 𝑒𝑇 (𝑡)𝑊𝑒(𝑡)− 𝑟

4
𝑉 (𝑒(𝑡)) + ℎ, (3.12)

гдe

𝑊 =

⎡⎢⎣−(𝛾 + 2𝜎 − 1/2) 1/2 0

1/2 −1/2 0

0 0 −1/2𝑠

⎤⎥⎦ , ℎ =

(︂
Δ2

𝑝 +Δ2
𝑞 +

1

𝑟2𝑠
Δ2

𝑛

)︂
.

Теперь найдем такое 𝜎, при которых квадратичная форма 𝑒𝑇 (𝑡)𝑊𝑒(𝑡) в
неравенстве (3.12) является отрицательно определенной. Используя крите-
рий Сильвестра, получим следующее условие:

𝛾 + 2𝜎 − 1 > 0. (3.13)

Если условие (3.13) выполнено, тогда квадратичная форма в неравенстве
(3.12) является отрицательно определенной. Поэтому правую часть (3.12)
можно вновь оценить сверху следующим выражением:

𝑉̇ (𝑒(𝑡)) ⩽ −𝑟
4
𝑉 (𝑒(𝑡)) + ℎ. (3.14)

Наконец, применяя известные теоремы сравнения дифференциальных нера-
венств [12] к неравенству (3.14) и устремляя 𝑡 к бесконечности, получаем
верхний предел

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑒(𝑡)) =
2ℎ

𝑟
.

Следовательно, траектории (3.2) стремяться внутрь эллипсоида

𝑒(𝑡)𝑇𝐻−1𝑒(𝑡) = 1, (3.15)
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где

𝐻 =

⎡⎢⎣4ℎ/𝑟 0 0

0 4ℎ/𝑟 0

0 0 4𝑠ℎ

⎤⎥⎦ .
Стремление траекторий (3.2) внутрь эллипсоида свидетельствует о до-

стижении цели управления (3.3), а значит и 𝜀-синхронизации между свя-
занными системами (3.1). Следует отметить, что точность такой синхро-
низации прямо пропорциональна величинам Δ𝑝, Δ𝑞 и Δ𝑛. Полученный ре-
зультат сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 3.1. Предположим, что условие (3.13) выполнено. Тогда за-
кон управления в форме (3.10) гарантирует достижение цели управле-
ния (3.3) ∀𝑥𝑖(0), 𝑖 = 1, 2 в системе (3.1).

Таким образом, теорема 3.1 является достаточным условием для до-
стижения 𝜀-синхронизации связанных систем (3.1). Данный результат был
опубликован в работах [9, 10].

3.3 Численное моделирование

Проведем компьютерное моделирование с целью подтверждения резуль-
татов, полученных в предыдущем разделе. Предполагается, что в дина-
мической сети (3.1) присутствуют возмущения, описываемые равномерно
ограниченными функциями от времени. Для моделирования таких возму-
щений были выбраны следующие функции:

𝜉𝑝,1 = 0.01𝜀 sin(100𝑡), 𝜉𝑝,2 = −0.01𝜀 sin(100𝑡),

𝜉𝑞,1 = 0.01𝜀 sin(𝑡), 𝜉𝑞,2 = −0.01𝜀 sin(𝑡),

𝜉𝑛,1 = 0.02𝜀2 sin(0.01𝑡), 𝜉𝑛,2 = −0.02𝜀2 sin(0.01𝑡).

Результаты моделирования представлены на рисунке 3.1. Вначале рассмот-
рим временной интервал от 400 до 800 миллисекунд. Этот интервал со-
ответствует периоду, когда закон управления не активирован. Из рисунка
3.1(а, б, в) видно, что между временными рядами имеется некоторый сдвиг.
Кроме того, ошибки синхронизации, представленные на рисунке 3.1(г, д, е)
имеют достаточно большие значения, что означает отсутствие синхрониза-
ции.
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Рис. 3.1: Численное моделирование двух связанных нейронов
Хиндмарша-Роуза. (а), (б), (в): динамика переменных 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, 2,
соответственно; (г), (д), (е): ошибки синхронизации соответствующих

переменных. Параметры моделей: 𝛾 = 1; 𝑎 = 1; 𝑏 = 3; 𝑐 = 1; 𝑑 = 5;
𝑟 = 0.01; 𝑠 = 4; 𝐼 = −2.25; 𝜎 = 0.01. Начальные условия: 𝑝𝑖(0), 𝑞𝑖(0) и

𝑛𝑖(0), 𝑖 = 1, 2 равномерно распределены на интервалах [−2, 2], [−10,−1] и
[−0.25, 0.25], соответственно.

Теперь рассмотрим интервал от 800 до 1400 миллисекунд. Этому пери-
оду времени соответствует активированный закон управления. Легко ви-
деть, что ошибки синхронизации на этом интервале резко убывают, т.е.
нейроны переходят в синхронный режим функционирования. Это означает,
что результаты численного моделирования согласуются с теоретическими
выкладками.

30



4 Адаптивое управление синхронизацией
сети нейронов Хиндмарша-Роуза

4.1 Постановка задачи

Рассмотрим следующую сеть нейронов Хиндмарша-Роуза:

𝑥̇𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜎
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) +𝐵𝑢𝑖, 𝑖 ∈ ℐ = {1, . . . , 𝑁} (4.1)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑞𝑖 − 𝑎𝑝3𝑖 + 𝑏𝑝2𝑖 − 𝑛𝑖 + 𝐼

−𝑑𝑝2𝑖 − 𝑞𝑖

𝑟(𝑠𝑝𝑖 − 𝑛𝑖)

⎤⎥⎦ , 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
⎡⎢⎣(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖)

0

0

⎤⎥⎦ ,
где 𝑥𝑖 = col {𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑛𝑖}; 𝐵 = col {1, 0, 0}; 𝜎 > 0 обозначает силу связи между
нейронами; 𝛼𝑖,𝑗, ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℐ элементы матрицы смежности 𝐴(𝐺) графа связей
𝐺; 𝜙(·) обозначает функцию связи в сети. Здесь и далее будем считать, что
𝐺 есть неориентированный граф.

Построим уравнение средней динамики для сети (4.1):

𝑥̇𝑠 = 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝜓(𝑝)), 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝜓(𝑝)) =

⎡⎢⎣𝑞𝑠 − 𝑎𝜓
(1)
𝑠 (𝑝) + 𝑏𝜓

(2)
𝑠 (𝑝)− 𝑛𝑠 + 𝐼

−𝑑𝜓(2)
𝑠 (𝑝)− 𝑞𝑠

𝑟(𝑠𝑝𝑠 − 𝑛𝑠)

⎤⎥⎦ , (4.2)

𝑝𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖, 𝑞𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖, 𝑛𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖,

𝜓(1)
𝑠 (𝑝) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝3𝑖 , 𝜓(2)
𝑠 (𝑝) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 ,

где 𝑥𝑠 = col {𝑝𝑠, 𝑞𝑠, 𝑛𝑠}, 𝑝 = col {𝑝1, . . . , 𝑝𝑁}, 𝜓𝑠(𝑝) = col
{︁
𝜓
(1)
𝑠 (𝑝), 𝜓

(2)
𝑠 (𝑝)

}︁
.

Далее введем ошибки синхронизации

𝑒𝑝 𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑠, 𝑒𝑞 𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑠, 𝑒𝑛 𝑖 = 𝑛𝑖 − 𝑛𝑠.

Последовательно вычитая уравнения средней динамики (4.2) из уравнений
сети (4.1), мы получаем сеть ошибок синхронизации, которая может быть
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представлена следующим образом:

𝑒̇𝑖 = 𝑓(𝑒𝑖, 𝜓𝑖(𝑝)) + 𝜎
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) +𝐵𝑢𝑖, (4.3)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑒𝑞 𝑖 − 𝑎𝜓
(1)
𝑖 (𝑝) + 𝑏𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑒𝑛 𝑖

−𝑑𝜓(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑒𝑞 𝑖

𝑟(𝑠𝑒𝑝 𝑖 − 𝑒𝑛 𝑖)

⎤⎥⎦ ,
𝜓
(1)
𝑖 (𝑝) = 𝑝3𝑖 − 𝜓(1)

𝑠 (𝑝), 𝜓
(2)
𝑖 (𝑝) = 𝑝2𝑖 − 𝜓(2)

𝑠 (𝑝), ∀𝑖 ∈ ℐ,

где 𝑒𝑖 = col {𝑒𝑝 𝑖, 𝑒𝑞 𝑖, 𝑒𝑛 𝑖}, 𝜓𝑖(𝑝) = col
{︁
𝜓
(1)
𝑖 (𝑝), 𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)

}︁
.

Таким образом, задача адаптивной синхронизации для сети (4.1) может
быть переформулирована в задачу адаптивной стабилизации сети (4.3) на-
чала координат. Для решения задачи адаптивной стабилизации зададимся
следующей целью управления:

lim
𝑡→∞

𝑒𝑝 𝑖 = 0, lim
𝑡→∞

𝑒𝑞 𝑖 = 0, lim
𝑡→∞

𝑒𝑛 𝑖 = 0, 𝑖 ∈ ℐ. (4.4)

Очевидно, что определенная цель управления соответствует как адаптив-
ной синхронизации сети (4.1) (при условии наличия свойства предельной
ограниченности данной сети), так адаптивной стабилизации сети (4.3). Та-
ким образом, нам необходимо синтезировать такой адаптивный закон управ-
ления, который бы обеспечивал достижение цели (4.4). Здесь мы исполь-
зуем алгоритм управления, который имеет вид

𝑢𝑖(𝑡) = −
[︁
𝛾0 + 𝜃1(𝑡)𝜓

(2)
𝑖 (𝑡)

]︁
𝑒𝑝 𝑖(𝑡) + 𝜃2(𝑡)𝜓

(2)
𝑖 (𝑡)𝑒𝑞 𝑖(𝑡), 𝑖 ∈ ℐ. (4.5)

где 𝛾0 есть коэффициент усиления в законе управления 𝜃1(𝑡), 𝜃2(𝑡) — на-
страиваемые параметры. В качестве алгоритма настройки коэффициентов
𝜃1(𝑡), 𝜃2(𝑡) будем использовать метод скоростного градиента.

4.2 Основной результат

Введем следующую целевую функцию для решения поставленной выше
задачи:

𝑄(𝑒) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑄0(𝑒𝑖), (4.6)
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где𝑄0(𝑒𝑖) =
1

2

(︂
𝑒2𝑝 𝑖 + 𝑒2𝑞 𝑖 +

1

𝑟𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

)︂
, 𝑖 ∈ ℐ есть радиально неограниченные и

положительно определенные функции; 𝑒 = col {𝑒1, . . . , 𝑒𝑁}. Ее производная
вдоль (4.3) имеет вид

𝑄̇(𝑒) = 𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜃) =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑒𝑞 𝑖𝑒𝑛 𝑖 − 𝑎𝜓

(1)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖 + 𝑏𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖+

+ 𝜎𝑒𝑝 𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖) + 𝑢𝑖𝑒𝑝 𝑖 − 𝑑𝜓
(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑞 𝑖 − 𝑒2𝑞 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

}︃ (4.7)

где 𝜃 = col {𝜃1, 𝜃2}. Далее подставим управление (4.5) в (4.7). Откуда по-
лучим

𝑄̇(𝑒) = 𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜃) =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
− 𝛾0𝑒

2
𝑝 + 𝑒𝑞 𝑖𝑒𝑛 𝑖 − 𝑎𝜓

(1)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖 + (𝑏− 𝜃1)𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖+

+ 𝜎𝑒𝑝 𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖) + 𝑢𝑖𝑒𝑝 𝑖 − (𝑑− 𝜃2)𝜓
(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑞 𝑖 − 𝑒2𝑞 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

}︃
(4.8)

Теперь найдем скоростной градиент (4.8) по 𝜃. Получим

∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜃) =

[︃
−𝜓(2)

𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖

𝜓
(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑞 𝑖

]︃

Наконец, получим адаптивный алгоритм настройки коэффициентов в за-
коне управления (4.5):

𝜃 = −𝛾∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜃), (4.9)

где 𝛾 > 0 есть коэффициент усиления алгоритма. Предполагая выполни-
мость теорем о сходимости скоростного градиента [7], сформулируем сле-
дующую теорему.

Теорема 4.1. Пусть граф связей 𝐺 является неориентированным. Тогда
сеть (4.3) стабилизируема в начале координат с помощью алгоритма
(4.5), (4.9), т.е. полученный алгоритм обеспечивает достижение цели
управления (4.4) для любых 𝑒1(0), . . . , 𝑒𝑁(0) и 𝜃(0).

Учитывая предельную ограниченность сети (4.1), получаем, что при
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(а) (б)

(в)

Рис. 4.1: Компьютерное моделирование сети Хиндмарша-Роуза (100 узлов).
(а), (б), (в): динамика переменных 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 и 𝑛𝑖, 𝑖 ∈ ℐ, соответственно. Пара-
метры сети: 𝑁 = 100; 𝛾0 = 1; 𝛾 = 0.01; 𝑎 = 1; 𝑏 = 3; 𝑐 = 1; 𝑑 = 5; 𝑟 = 0.01;
𝑠 = 4; 𝐼 = −2.25. Начальные условия: 𝜎 = 0.001; 𝑝𝑖(0), 𝑞𝑖(0) и 𝑛𝑖(0), 𝑖 ∈ ℐ
равномерно распределены на интервалах [−2, 2], [−10,−1] и [−0.25, 0.25],
соответственно.

выполнении теоремы 4.1 мы обеспечили синхронизацию между нейронами
в сети (4.1). Данный результат был опубликован в работах [65–67].

4.3 Численное моделирование

Для подтверждения теоретических результатов, полученных в преды-
дущем разделе, было проведено компьютерное моделирование сети из 100
нейронов Хиндмарша-Роуза. Значения параметров и начальных условий
приведены в описании к рисункам. Матрица смежности графа связей 𝐺

выбрана симметрической и разреженной матрицей с плотностью 0.2, т.е.
предполагается, что она содержит около 0.2𝑛2 ненулевых элементов. Эти
ненулевые элементы равны единице, поскольку граф неориентированный и
не имеет весов. Алгебраическая связность 𝜆2(𝐿) графа 𝐺 приблизительно
равна 9.08, что говорит о связности графа.

34



Результаты моделирования представлены на рисунке 4.1. Вначале рас-
смотрим временной интервал от 200 до 600 миллисекунд. Этот интервал
соответствует периоду, когда адаптивный алгоритм (4.5) не активирован.
Из рисунка 4.1 видно, что имеются некоторые сдвиги между временными
рядами узлов сети на данном временном интервале, что свидетельствует
об отсутствии синхронизации в моделируемой сети.

Теперь рассмотрим интервал от 600 до 1200 миллисекунд. Этот интер-
вал соответствует включенному алгоритму управления (4.5). Работа ал-
горитма управления приводит к исчезновению временных сдвигов между
временными рядами узлов сети, т.е. сеть переходит в синхронный режим
функционирования. Таким образом мы можем заключить, что результаты
численного моделирования полностью согласуются с полученными теоре-
тическими результатами.
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5 Синхронизация сети нейронов
Хиндмарша-Роуза при помощи
адаптивной настройки силы связи

5.1 Постановка задачи

Рассмотрим следующую сеть нейронов Хиндмарша-Роуза:

𝑥̇𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜎
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), 𝑖 ∈ ℐ = {1, . . . , 𝑁} (5.1)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑞𝑖 − 𝑎𝑝3𝑖 + 𝑏𝑝2𝑖 − 𝑛𝑖 + 𝐼

−𝑑𝑝2𝑖 − 𝑞𝑖

𝑟(𝑠𝑝𝑖 − 𝑛𝑖)

⎤⎥⎦ , 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
⎡⎢⎣(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖)

0

0

⎤⎥⎦ ,
где 𝑥𝑖 = col {𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑛𝑖}; 𝜎 > 0 обозначает силу связи между нейронами;
𝛼𝑖,𝑗, ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℐ элементы матрицы смежности 𝐴(𝐺) графа связей 𝐺; 𝜙(·)
обозначает функцию связи в сети. Здесь и далее будем предполагать, что
𝐺 есть связный и неориентированный граф.

Построим уравнение средней динамики для сети (5.1):

𝑥̇𝑠 = 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝜓(𝑝)), 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝜓(𝑝)) =

⎡⎢⎣𝑞𝑠 − 𝑎𝜓
(1)
𝑠 (𝑝) + 𝑏𝜓

(2)
𝑠 (𝑝)− 𝑛𝑠 + 𝐼

−𝑑𝜓(2)
𝑠 (𝑝)− 𝑞𝑠

𝑟(𝑠𝑝𝑠 − 𝑛𝑠)

⎤⎥⎦ , (5.2)

𝑝𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖, 𝑞𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖, 𝑛𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖,

𝜓(1)
𝑠 (𝑝) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝3𝑖 , 𝜓(2)
𝑠 (𝑝) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 ,

где 𝑥𝑠 = col {𝑝𝑠, 𝑞𝑠, 𝑛𝑠}, 𝑝 = col {𝑝1, . . . , 𝑝𝑁}, 𝜓𝑠(𝑝) = col
{︁
𝜓
(1)
𝑠 (𝑝), 𝜓

(2)
𝑠 (𝑝)

}︁
.

Далее введем ошибки синхронизации

𝑒𝑝 𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑠, 𝑒𝑞 𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑠, 𝑒𝑛 𝑖 = 𝑛𝑖 − 𝑛𝑠.

Последовательно вычитая уравнения средней динамики (5.2) из уравнений
сети (5.1), мы получаем сеть ошибок синхронизации, которая может быть
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представлена следующим образом:

𝑒̇𝑖 = 𝑓(𝑒𝑖, 𝜓𝑖(𝑝)) + 𝜎
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), (5.3)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑒𝑞 𝑖 − 𝑎𝜓
(1)
𝑖 (𝑝) + 𝑏𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑒𝑛 𝑖

−𝑑𝜓(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑒𝑞 𝑖

𝑟(𝑠𝑒𝑝 𝑖 − 𝑒𝑛 𝑖)

⎤⎥⎦ ,
𝜓
(1)
𝑖 (𝑝) = 𝑝3𝑖 − 𝜓(1)

𝑠 (𝑝), 𝜓
(2)
𝑖 (𝑝) = 𝑝2𝑖 − 𝜓(2)

𝑠 (𝑝), ∀𝑖 ∈ ℐ,

где 𝑒𝑖 = col {𝑒𝑝 𝑖, 𝑒𝑞 𝑖, 𝑒𝑛 𝑖}, 𝜓𝑖(𝑝) = col
{︁
𝜓
(1)
𝑖 (𝑝), 𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)

}︁
.

Таким образом, задача адаптивной синхронизации для сети (5.1) может
быть переформулирована в задачу адаптивной стабилизации сети (5.3) в
начале координат. Для решения задачи адаптивной стабилизации зададим-
ся следующей целью управления:

lim
𝑡→∞

𝑒𝑝 𝑖 = 0, lim
𝑡→∞

𝑒𝑞 𝑖 = 0, lim
𝑡→∞

𝑒𝑛 𝑖 = 0, 𝑖 ∈ ℐ. (5.4)

Очевидно, что определенная цель управления соответствует как адаптив-
ной синхронизации сети (5.1) (при условии наличия свойства предельной
ограниченности данной сети), так адаптивной стабилизации сети (5.3). Та-
ким образом, нам необходимо найти такой адаптивный закон управления,
который бы обеспечивал достижение цели (5.4). В данной работе мы ис-
пользуем алгоритм скоростного градиента для поиска такого управления,
а в качестве настраиваемого параметра рассматривается параметр 𝜎 – сила
связи в сети.

5.2 Основной результат

Введем следующую целевую функцию для решения поставленной выше
задачи:

𝑄(𝑒) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑄0(𝑒𝑖), (5.5)

где𝑄0(𝑒𝑖) =
1

2

(︂
𝑒2𝑝 𝑖 + 𝑒2𝑞 𝑖 +

1

𝑟𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

)︂
, 𝑖 ∈ ℐ есть радиально неограниченные и

положительно определенные функции; 𝑒 = col {𝑒1, . . . , 𝑒𝑁}. Ее производная
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вдоль (5.3) имеет вид

𝑄̇(𝑒) = 𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜎) =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑒𝑞 𝑖𝑒𝑛 𝑖 − 𝑎𝜓

(1)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖 + 𝑏𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖+

+ 𝜎𝑒𝑝 𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖)− 𝑑𝜓
(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑞 𝑖 − 𝑒2𝑞 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

}︃ (5.6)

Рассмотрим четвертое слагаемое в правой части (5.6). Оно может быть
переписано в следующем виде:

𝜎
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑒𝑝 𝑖

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖) =− 𝜎

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖(𝐺)𝑝2𝑖 −
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗𝑝𝑖𝑝𝑗

)︃
= −𝜎𝑝𝑇𝐿(𝐺)𝑝.

Тогда (5.6) можно переписать как

𝑄̇(𝑒) = 𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜎) =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︃
𝑒𝑞 𝑖𝑒𝑛 𝑖 − 𝑎𝜓

(1)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖 + 𝑏𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑝 𝑖+

− 𝑑𝜓
(2)
𝑖 (𝑝)𝑒𝑞 𝑖 − 𝑒2𝑞 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

}︃
− 𝜎𝑝𝑇𝐿(𝐺)𝑝.

(5.7)

Далее найдем скоростной градиент (5.7) по параметру 𝜎. Получим

∇𝜎𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜎) = −𝑝𝑇𝐿(𝐺)𝑝.

Наконец, получим адаптивный алгоритм настройки силы связи:

𝜎̇ = −𝛾∇𝜎𝜔(𝑡, 𝑒, 𝜎), (5.8)

где 𝛾 > 0 есть коэффициент усиления алгоритма. Предполагая выполни-
мость теорем о сходимости скоростного градиента [7], сформулируем сле-
дующую теорему.

Теорема 5.1. Пусть граф связей 𝐺 является неориентированным и связ-
ным. Тогда сеть (5.3) стабилизируема в начале координат с помощью
алгоритма (5.8), т.е. полученный алгоритм (5.8) обеспечивает дости-
жение цели управления (5.4) для любых 𝑒1(0), . . . , 𝑒𝑁(0) и 𝜎(0).
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(а) (b)(б)

(в) (г)

Рис. 5.1: Компьютерное моделирование сети Хиндмарша-Роуза (100 узлов).
(а), (б), (в): динамика переменных 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 и 𝑛𝑖, 𝑖 ∈ ℐ, соответственно; (г)
динамика силы связи 𝜎. Параметры сети: 𝑁 = 100; 𝛾 = 0.01; 𝑎 = 1; 𝑏 = 3;
𝑐 = 1; 𝑑 = 5; 𝑟 = 0.01; 𝑠 = 4; 𝐼 = −2.25. Начальные условия: 𝜎(0) = 0.001;
𝑝𝑖(0), 𝑞𝑖(0) и 𝑛𝑖(0), 𝑖 ∈ ℐ равномерно распределены на интервалах [−2, 2],
[−10,−1] и [−0.25, 0.25], соответственно.

Учитывая предельную ограниченность сети (5.1), получаем, что при
выполнении теоремы 5.1 мы обеспечили синхронизацию между нейронами
в сети (5.1). Данный результат был опубликован в работах [11, 67].

5.3 Численное моделирование

Для подтверждения теоретических результатов, полученных в преды-
дущем разделе, было проведено компьютерное моделирование сети из 100
нейронов Хиндмарша-Роуза. Значения параметров и начальных условий
приведены в описании к рисункам. Матрица смежности графа связей 𝐺

выбрана симметрической и разрtженной матрицей с плотностью 0.2, т.е.
предполагается, что она содержит около 0.2𝑛2 ненулевых элементов. Эти
ненулевые элементы равны единице, поскольку граф неориентированный и
не имеет весов. Алгебраическая связность 𝜆2(𝐿) графа 𝐺 приблизительно

39



равна 9.08, что говорит о связности графа.
Результаты моделирования представлены на рисунке 5.1. Вначале рас-

смотрим временной интервал от 200 до 600 миллисекунд. Этот интервал со-
ответствует периоду, когда адаптивный алгоритм (5.8) не активирован, т.е.
сила связи 𝜎 постоянна и равна 0.001 на данном периоде — см. рис. 5.1(г).
Из рисунка 5.1(а, б, в) видно, что имеются некоторые сдвиги между вре-
менными рядами узлов сети на данном временном интервале, что свиде-
тельствует об отсутствии синхронизации в моделируемой сети.

Теперь рассмотрим интервал от 600 до 1200 миллисекунд. Этот ин-
тервал соответствует настройки силы связи 𝜎 при помощи предложенного
адаптивного алгоритма. На рисунке 5.1(г) показано, что сила связи резко
возрастает и достигает значения около 0.8. Увеличение значения 𝜎 при-
водит к исчезновению временных сдвигов между временными рядами уз-
лов сети- – см. рис. 5.1(a,б,в), т.е. сеть переходит в синхронный режим
функционирования. Таким образом мы можем заключить, что результа-
ты компьютерного моделирования полностью согласуются с полученными
теоретическими результатами.

6 Управляемая синхронизация в регулярной
сети моделей Хиндмарша-Роуза c
запаздывающими связями

6.1 Постановка задачи

Рассмотрим следующую сеть:

𝑥̇𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗(𝑡− ℎ)) +𝐵𝑢𝑖, 𝑖 ∈ ℐ = {1, . . . , 𝑁} (6.1)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑞𝑖 − 𝑎𝑝3𝑖 + 𝑏𝑝2𝑖 − 𝑛𝑖 + 𝐼

−𝑑𝑝2𝑖 − 𝑞𝑖

𝑟(𝑠𝑝𝑖 − 𝑛𝑖)

⎤⎥⎦ , 𝜙(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) =
⎡⎢⎣(𝑝𝑗 − 𝑝𝑖)

0

0

⎤⎥⎦ ,
где 𝑥𝑖 = col {𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑛𝑖}; 𝐵 = col {1, 0, 0}; ℎ > 0 обозначает постоянную за-

держку в связях; 𝑢𝑖 есть искомое управление 𝑖-го нейрона; 𝛼𝑖,𝑗, ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℐ
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элементы матрицы смежности 𝐴(𝐺) графа связей 𝐺; 𝜙(·) обозначает функ-
цию связи в сети. Здесь и далее будем считать, что выполнены следующие
предположения относительно рассматриваемой сети:

• 𝐺 есть связный и неориентированный граф;

• 𝐺 является регулярным графом, т.е. 𝑑𝑖(𝐺) = 𝑑𝑗(𝐺), ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℐ;

• решения (6.1) являются предельно ограниченными.

Построим уравнение средней динамики для сети (6.1):

𝑥̇𝑠 = 𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝜓(𝑝)) + 𝑑(𝐺)𝜙(𝑥𝑠, 𝑥𝑠(𝑡− ℎ)), (6.2)

𝑓𝑠(𝑥𝑠, 𝜓(𝑝)) =

⎡⎢⎣𝑞𝑠 − 𝑎𝜓
(1)
𝑠 (𝑝) + 𝑏𝜓

(2)
𝑠 (𝑝)− 𝑛𝑠 + 𝐼

−𝑑𝜓(2)
𝑠 (𝑝)− 𝑞𝑠

𝑟(𝑠𝑝𝑠 − 𝑛𝑠)

⎤⎥⎦ ,
𝑝𝑠 =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖, 𝑞𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖, 𝑛𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖,

𝜓(1)
𝑠 (𝑝) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝3𝑖 , 𝜓(2)
𝑠 (𝑝) =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 ,

где 𝑥𝑠 = col {𝑝𝑠, 𝑞𝑠, 𝑛𝑠}, 𝑝 = col {𝑝1, . . . , 𝑝𝑁}, 𝜓𝑠(𝑝) = col
{︁
𝜓
(1)
𝑠 (𝑝), 𝜓

(2)
𝑠 (𝑝)

}︁
;

𝑑(𝐺) есть степень вершин 𝐺.
Далее введем ошибки синхронизации

𝑒𝑝 𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑠, 𝑒𝑞 𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝑞𝑠, 𝑒𝑛 𝑖 = 𝑛𝑖 − 𝑛𝑠.

Тогда сеть ошибок синхронизации может быть представлена следуюшим
образом:

𝑒̇𝑖 = 𝑓(𝑒𝑖, 𝜓𝑖(𝑝)) +
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 𝑗𝜙(𝑒𝑖, 𝑒𝑗(𝑡− ℎ)) +𝐵𝑢𝑖, (6.3)

𝑓(𝑥𝑖) =

⎡⎢⎣𝑒𝑞 𝑖 − 𝑎𝜓
(1)
𝑖 (𝑝) + 𝑏𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑒𝑛 𝑖

−𝑑𝜓(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑒𝑞 𝑖

𝑟(𝑠𝑒𝑝 𝑖 − 𝑒𝑛 𝑖)

⎤⎥⎦ ,
𝜓
(1)
𝑖 (𝑝) = 𝑝3𝑖 − 𝜓(1)

𝑠 (𝑝), 𝜓
(2)
𝑖 (𝑝) = 𝑝2𝑖 − 𝜓(2)

𝑠 (𝑝), ∀𝑖 ∈ ℐ,
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где 𝑒𝑖 = col {𝑒𝑝 𝑖, 𝑒𝑞 𝑖, 𝑒𝑛 𝑖}, 𝜓𝑖(𝑝) = col
{︁
𝜓
(1)
𝑖 (𝑝), 𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)

}︁
.

Таким образом, задача синхронизации для сети (6.1) может быть пере-
формулирована в задачу стабилизации сети (6.3) начала координат.

6.2 Основной результат

Для стабилизации (6.3) рассмотрим следующий функционал Ляпунова-
Красовского:

𝑉 (𝑡, 𝑧) =
𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
1

2
𝑒𝑇𝑖 𝑃𝑒𝑖 + 𝜃0

∫︁ 𝑡

𝑡−ℎ

𝑒2𝑝 𝑖𝑑𝑠

)︂
, 𝑃 =

⎡⎢⎣1 0 0

0 𝜇 0

0 0 1/𝑟𝑠

⎤⎥⎦ , (6.4)

где 𝑧 = col {𝑒1, . . . , 𝑒𝑁}; 𝜇 есть положительная постоянная, которая будет
определена далее. Теперь найдем производную функционала Ляпунова-
Красовского в силу уравнений (6.3) и оценим сверху полученную произ-
водную:

𝑉̇ (𝑡, 𝑧) =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑞 𝑖 − 𝑎𝑒𝑝 𝑖𝜓

(1)
𝑖 (𝑝) + 𝑏𝑒𝑝 𝑖𝜓

(2)
𝑖 (𝑝)− 𝑑(𝐺)𝑒2𝑝 𝑖+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑝 𝑗(𝑡− ℎ) + (𝑢𝑖 − 𝑢𝑠)𝑒𝑝 𝑖 − 𝜇𝑑𝑒𝑞 𝑖𝜓
(2)
𝑖 (𝑝)− 𝜇𝑒2𝑞 𝑖

− 1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖 + 𝜃0

(︀
𝑒2𝑝 𝑖(𝑡)− 𝑒2𝑝 𝑖(𝑡− ℎ)

)︀]︂
≤

𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
|𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑞 𝑖| − 𝑎𝑒𝑝 𝑖(𝑝

3
𝑖 − 𝑝3𝑠) + 𝑏|𝑒𝑝 𝑖||𝑝2𝑖 − 𝜅𝑝2𝑠| − 𝑑(𝐺)𝑒2𝑝 𝑖

+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗|𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑝 𝑗(𝑡− ℎ)|+ (𝑢𝑖 − 𝑢𝑠)𝑒𝑝 𝑖 + 𝜇𝑑|𝑒𝑞 𝑖||𝑝2𝑖 − 𝜅𝑝2𝑠|

− 𝜇𝑒2𝑞 𝑖 −
1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖 + 𝜃0

(︀
𝑒2𝑝 𝑖(𝑡)− 𝑒2𝑝 𝑖(𝑡− ℎ)

)︀]︂
, (6.5)

где 𝛾0 некоторый постоянный параметр, определяемый ниже. Поскольку

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑒𝑝 𝑖 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑒𝑞 𝑖 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑒𝑛 𝑖 = 0,
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то приведенные выше оценки верны.
Далее рассмотрим уравнение

𝑝3𝑖 − 𝑝3𝑠 = (𝑝𝑖 − 𝑝𝑠)(𝑝
2
𝑖 + 𝑝𝑖𝑝𝑠 + 𝑝2𝑠),

где 𝑝2𝑖 +𝑝𝑖𝑝𝑠+𝑝2𝑠 положительно определенная функция. Найдем 𝛽 > 0, для
которой имеет место неравенство

𝑝2𝑖 + 𝑝𝑖𝑝𝑠 + 𝑝2𝑠 ≥ 𝛽(𝑝𝑖 − 𝑝𝑠)
2. (6.6)

Перепишем данное неравенство в матричном виде:

[︁
𝑝𝑖 𝑝𝑠

]︁ [︃ 1− 𝛽 1/2 + 𝛽

1/2 + 𝛽 1− 𝛽

]︃[︃
𝑝𝑖

𝑝𝑠

]︃
≥ 0.

Очевидно, что неравенство (6.6) выполнено тогда и только тогда, когда
соответствующая матрица является положительно полуопределенной. Ис-
пользуя критерий Сильвестра мы получаем, что для выполнения неравен-
ства величина 𝛽 должна принадлежать интервалу (0, 1/4].

Мы также рассмотрим уравнение 𝑝2𝑖 − 𝜅𝑝2𝑠. Найдем 𝛾 > 0, для которого
выполнено

𝑝2𝑖 − 𝜅𝑝2𝑠 < 𝛾(𝑝𝑖 − 𝑝𝑠)
2, ∀𝑝𝑖 ̸= 𝑝𝑠. (6.7)

Это неравенство можно представить также в матричной форме:

[︁
𝑝𝑖 𝑝𝑠

]︁ [︃𝛾 − 1 −𝛾
−𝛾 𝛾 + 𝜅

]︃[︃
𝑝𝑖

𝑝𝑠

]︃
> 0, ∀𝑝𝑖 ̸= 𝑝𝑠.

Неравенство (6.7) выполняется тогда и только тогда, когда соответствую-
щая матрица положительно определена. Используя критерий Сильвестра
мы получаем, что 𝛾 > 1 и 𝜅 > 𝛾/(𝛾 − 1).

Учитывая (6.5), (6.6), (6.7) и выбирая 𝛽 = 1/4, получаем следующую
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оценку сверху:

𝑉̇ (𝑡, 𝑧) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
|𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑞 𝑖| −

𝑎

4
𝑒4𝑝 𝑖 + 𝛾𝑏|𝑒𝑝 𝑖|𝑒2𝑝 𝑖 − 𝑑(𝐺)𝑒2𝑝 𝑖+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗|𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑝 𝑗(𝑡− ℎ)|+ (𝑢𝑖 − 𝑢𝑠)𝑒𝑝 𝑖 + 𝛾𝜇𝑑𝑒2𝑝 𝑖|𝑒𝑞 𝑖| − 𝜇𝑒2𝑞 𝑖

− 1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖 + 𝜃0(𝑒

2
𝑝 𝑖(𝑡)− 𝑒2𝑝 𝑖(𝑡− ℎ)

)︀]︂
. (6.8)

После чего, применим 2|𝑢𝑣| ≤ 𝜈𝑢2+𝑣2/𝜈 (𝜈 > 0) к перекрестным слагаемым
в (6.8):

|𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑞 𝑖| ≤
𝜈1
2
𝑒2𝑞 𝑖 +

1

2𝜈1
𝑒2𝑝 𝑖,

|𝑒𝑝 𝑖|𝑒2𝑝 𝑖 ≤
𝜈2
2
𝑒4𝑝 𝑖 +

1

2𝜈2
𝑒2𝑝 𝑖,

𝑒2𝑝 𝑖|𝑒𝑞 𝑖| ≤
𝜈3
2
𝑒2𝑞 𝑖 +

1

2𝜈3
𝑒4𝑝 𝑖,

|𝑒𝑝 𝑖𝑒𝑝 𝑗(𝑡− ℎ)| ≤ 𝜈4
2
𝑒2𝑝 𝑗(𝑡− ℎ) +

1

2𝜈4
𝑒2𝑝 𝑖, ∀𝑖,𝑗 ∈ ℐ.

(6.9)

Напомним, что топология сети представлена неориентированным графом,
т.е. 𝛼𝑖 𝑗 = 𝛼𝑗 𝑖, ∀𝑖,𝑗 ∈ ℐ. Кроме того, когда применяются неравенства (6.9)
к правой части (6.8), то соответствующая оценка 𝑉̇ (𝑡, 𝑧) не содержит пере-
крестных слагаемых. Основываясь на этом, мы получаем

𝑉̇ (𝑡, 𝑧) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂(︂
− 𝑎

4
+
𝛾𝑏𝜈2
2

+
𝛾𝜇𝑑

2𝜈3

)︂
𝑒4𝑝 𝑖

+
1

2

(︂
1

𝜈1
+
𝛾𝑏

𝜈2

)︂
𝑒2𝑝 𝑖 +

(︂
− 𝜇+

𝜈1
2
+
𝛾𝜇𝑑𝜈3

2

)︂
𝑒2𝑞 𝑖

− 1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖 +

(︂
𝜃0 +

𝑑(𝐺)𝜈4
2

− 𝑑(𝐺)

)︂
𝑒2𝑝 𝑖

+

(︂
𝑑(𝐺)

2𝜈4
− 𝜃0

)︂
𝑒2𝑝 𝑖 + (𝑢𝑖 − 𝑢𝑠)𝑒𝑝 𝑖

]︂
. (6.10)
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Если выбрать 𝜈4 = 1 и 𝜃0 = 𝑑(𝐺)/2, то (6.10) примет следующий вид:

𝑉̇ (𝑡, 𝑧) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂(︂
− 𝑎

4
+
𝛾𝑏𝜈2
2

+
𝛾𝜇𝑑

2𝜈3

)︂
𝑒4𝑝 𝑖 +

1

2

(︂
1

𝜈1
+
𝛾𝑏

𝜈2

)︂
𝑒2𝑝 𝑖

+

(︂
− 𝜇+

𝜈1
2
+
𝛾𝜇𝑑𝜈3

2

)︂
𝑒2𝑞 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖 + (𝑢𝑖 − 𝑢𝑠)𝑒𝑝 𝑖

]︂
. (6.11)

Далее мы используем результат, полученный в [60]. Рассмотрим следую-
щую задачу оптимизации:

−𝜇+
𝜈1
2
+
𝛾𝑑𝜇𝜈3

2
< 0,

−𝑎
4
+
𝛾𝑏𝜈2
2

+
𝛾𝑑𝜇

2𝜈3
< 0,

1

2

(︂
1

𝜈1
+
𝛾𝑏

𝜈2

)︂
→ min,

которая может быть переписана как

𝜈1 < 𝜇(2− 𝛾𝑑𝜈3),

𝜈2 <
𝑎𝜈3 − 2𝛾𝑑𝜇

2𝛾𝑏𝜈3
,

1

2

(︂
1

𝜈1
+
𝛾𝑏

𝜈2

)︂
→ min .

Пусть 𝜈2 = 𝛾𝑏𝜈1, тогда 𝜈1 должен принимать максимальное значения для
достижения минимума целевой функции. Таким образом, получаем

𝑎𝜈3 − 2𝑑𝛾𝜇

2𝑏2𝛾2𝜈3
= 𝜇(2− 𝑑𝛾𝜈3).

Выражая 𝜇 из предыдущей формулы и подставляя полученное в правую
или левую часть, получим

−𝑎𝑑𝛾𝜈23 + 2𝑎𝜈3
−2𝑑𝑏2𝛾3𝜈23 + 4𝑏2𝛾2𝜈3 + 2𝑑𝛾

→ max . (6.12)

Теперь найдем оптимальное значение 𝜈3 > 0, которое является локальным
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минимумом целевой функции (6.12):

𝜈3 =
1

𝑑𝛾
.

Откуда получаем, что 𝜇 и 𝜈1 также могут быть найдены из

𝜇 =
𝑎

2𝛾2(𝑏2 + 𝑑2)
, 𝜈1 <

𝑎

2𝛾2(𝑏2 + 𝑑2)
. (6.13)

Учитывая, что 𝛾 > 1 и учитывая (6.13), мы получим следующую оценку
сверху:

𝑉̇ (𝑡, 𝑧) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
− (𝛾 − 1)𝑎𝑏2

4𝛾(𝑏2 + 𝑑2)
𝑒4𝑝 𝑖 +

2𝛾3(𝑏2 + 𝑑2)

𝑎
𝑒2𝑝 𝑖

− 𝑎(𝛾 − 1)

4𝛾3(𝑏2 + 𝑑2)
𝑒2𝑞 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖 + (𝑢𝑖 − 𝑢̄)𝑒𝑝 𝑖

]︂
. (6.14)

Наконец, введем управления для компенсации положительного коэффици-
ента при 𝑒2𝑝𝑖 в (6.14). Управление будет иметь следующий вид:

𝑢𝑖 = −2𝛾4(𝑏2 + 𝑑2)

𝑎
𝑒𝑝 𝑖, ∀𝑖 ∈ ℐ. (6.15)

Очевидно, что 𝑢𝑠 = 0. Подставляя (6.15) в (6.14), мы получим

𝑉̇ (𝑡, 𝑧) ≤
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
− (𝛾 − 1)𝑎𝑏2

4𝛾(𝑏2 + 𝑑2)
𝑒4𝑝 𝑖 −

𝑎(𝛾 − 1)

4𝛾3(𝑏2 + 𝑑2)
𝑒2𝑞 𝑖

− 2𝛾3(𝛾 − 1)(𝑏2 + 𝑑2)

𝑎
𝑒2𝑝 𝑖 −

1

𝑠
𝑒2𝑛 𝑖

]︂
. (6.16)

Теперь мы можем заключить, что правая часть (6.16) строго отрицательно
определена, что приводит к асимптотической устойчивости (6.3) в начале
координат. Полученный результат сформулируем в виде следующей теоре-
мы.

Теорема 6.1. Пусть регулярный граф 𝐺 ориентированный и связный,
тогда управление (6.15) обеспечивает асимптотическую устойчивость
(6.3) начала координат.
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(а) (б)

(в)

Рис. 6.1: Компьютерное моделирование сети Хиндмарша-Роуза с запазды-
вающими связями (25 узлов). (а), (б), (в): динамика переменных 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 и 𝑛𝑖,
𝑖 ∈ ℐ, соответственно. Параметры сети: 𝑁 = 25; 𝛾 = 1.01; 𝑎 = 1; 𝑏 = 3;
𝑐 = 1; 𝑑 = 5; 𝑟 = 0.01; 𝑠 = 4; 𝐼 = −2.25; ℎ = 10. Начальные условия:
𝑝𝑖(0), 𝑞𝑖(0) и 𝑛𝑖(0), 𝑖 ∈ ℐ равномерно распределены на интервалах [−2, 2],
[−10,−1] и [−0.25, 0.25], соответственно.

Если совместно с сформулированной теоремой выполняется предположе-
ние об предельной ограниченности траекторий сети (6.1), то управление
(6.15) также обеспечивает синхронизацию нейронов в сети (6.1). Данный
результат опубликован в работе [69]

6.3 Численное моделирование

Для подтверждения теоретических результатов, полученных в преды-
дущем разделе, было проведено компьютерное моделирование сети из 25
нейронов Хиндмарша-Роуза. Матрица смежности графа связей 𝐺 выбрана
симметрической и разреженной матрицей с плотностью 0.2, т.е. предпола-
гается, что она содержит около 0.2𝑛2 ненулевых элементов. Эти ненулевые
элементы равны единице, поскольку граф неориентированный и не име-
ет весов. Алгебраическая связность 𝜆2(𝐿) графа 𝐺 приблизительно равна
9.08, что говорит о связности графа.
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Результаты моделирования представлены на рисунке 6.1. Вначале рас-
смотрим временной интервал от 200 до 600 миллисекунд. Этот интервал
соответствует периоду, когда закон управления не активирован. Из рисун-
ка 5.1(а, б, в) видно, что имеются некоторые сдвиги между временными
рядами узлов сети на данном временном интервале, что свидетельствует
об отсутствии синхронизации в моделируемой сети.

Теперь рассмотрим интервал от 600 до 1200 миллисекунд. Этот интер-
вал соответствует работе предлагаемого алгоритма управления, что при-
водит к исчезновению временных сдвигов между временными рядами уз-
лов сети- – см. рис. 5.1(a,б,в), т.е. сеть переходит в синхронный режим
функционирования. Таким образом мы можем заключить, что результа-
ты компьютерного моделирования полностью согласуются с полученными
теоретическими результатами.
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Заключение
В заключении перечислим основные результаты работы.

1. Доказана предельная ограниченность траекторий сети нейронов Хинд-
марша-Роуза и получена оценка предельного множества (Теорема 2.1).

2. Синтезирован алгоритм управления и установлено условие синхрони-
зации двух связанных нейронов Хиндмарша-Роуза при наличии возму-
щений, входящих в правые части уравнений (Теорема 3.1).

3. Синтезирован адаптивный алгоритм управления на основе метода ско-
ростного градиента, обеспечивающий синхронизацию в сети между ней-
ронами Хиндмарша-Роуза без предварительной информации о пара-
метрах модели (Теорема 4.1).

4. На основе метода скоростного градиента получен адаптивный алго-
ритм настройки силы связи, позволяющий перевести сеть в синхрон-
ный режим функционирования (Теорема 5.1).

5. Синтезирован алгоритм управления, позволяющий синхронизировать
нейроны в сети даже при наличии запаздывающих связей, т.е. связей,
в которых присутствуют временные задержки (Теорема 6.1).
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