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Ââåäåíèå

Ìèêðîñòðóêòóðà ìàòåðèàëà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ìàññîïå-

ðåíîñ. Â ÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòû êîìïîçèòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè äèôôóçèè, ãðàíèöû çåðåí ïîëèêðèñòàëëîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ïóòè óñêîðåííîé äèôôóçèè, íåñïëîøíîñòè ÿâëÿþòñÿ ëîâóøêàìè äëÿ äèô-

ôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà [121,128]. Íàêîïëåíèå âðåäíûõ ïðèìåñåé ìîæåò ïðè-

âåñòè ê äåãðàäàöèè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà ìàêðîóðîâíå è ïðåæ-

äåâðåìåííîìó âûõîäó èç ñòðîÿ ãîòîâîé ïðîäóêöèè. Êðèòè÷íûì ìîæåò îêà-

çàòüñÿ êàê ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, òàê è ëîêàëü-

íîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè ïðè îáùåì ìàëîì ñîäåðæàíèè. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ áîëåå òî÷íûõ ñðîêîâ ýêñïëóàòàöèè ãîòîâîé ïðîäóêöèè è

ïðåäîòâðàùåíèÿ âûçâàííûõ íàêîïëåíèåì âðåäíûõ ïðèìåñåé àâàðèé âàæåí

êîððåêòíûé ó÷åò îñîáåííîñòåé ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà è ïðîèñõîäÿùèõ

íà ìåçîóðîâíå ïðîöåññîâ ïðè îïèñàíèè ìàññîïåðåíîñà.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ðàçâèòèå ïðîìûøëåííîñòè ñïîñîáñòâîâàëî ñîçäàíèþ íîâûõ ìàòåðèàëîâ,

îáëàäàþùèõ ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè (ïîâûøåííîé ïðî÷íîñòüþ, èçíîñî-

ñòîéêîñòüþ è ò.ä.). Òàêèå ìàòåðèàëû îñîáåííî ÷óâñòâèòåëüíû ê âëèÿíèþ äà-

æå ìàëûõ êîíöåíòðàöèé âðåäíûõ ïðèìåñåé, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé èç

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âîäîðîä. Â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìà âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè

èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè, ïîñêîëüêó âî-

äîðîä è åãî ñîåäèíåíèÿ âõîäÿò â ñîñòàâ ïåðåêà÷èâàåìûõ íåôòåïðîäóêòîâ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ âçàèìîâëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû ìà-

òåðèàëà è íàêîïëåíèÿ â íåì âîäîðîäà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-
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áîò. Íà èõ îñíîâå ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ÿâëåíèÿ, ó÷åò êîòîðûõ ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ïîçâîëèò ïðåäñêàçàòü áîëåå òî÷íûå ñðîêè ýêñïëóàòàöèè êîí-

ñòðóêöèé è ñíèçèòü ðèñêè âîçíèêíîâåíèÿ àâàðèé. Òàê, íàëè÷èå îáðàçîâàííûõ

â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà íåñïëîøíîñòåé â çàùèòíûõ àíòèêîððîçèîííûõ ïî-

êðûòèÿõ óâåëè÷èâàåò ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà è ìîæåò ïðèâåñòè ê íàðóøå-

íèþ èçîëÿöèè ìåòàëëà îò àãðåññèâíîé ñðåäû [69,156]. Ðåçóëüòàòû âîäîðîäíîé

äèàãíîñòèêè àëþìèíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ â íåì âîäî-

ðîäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ êîíöåíòðàöèåé îáðàçîâàííûõ ïðè êðèñòàëëèçàöèè

ïîð [41, 109]. Â ìåòàëëàõ è ñïëàâàõ âîäîðîä äèôôóíäèðóåò ïî ãðàíèöàì çå-

ðåí è ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ òðåùèí ïðåèìóùåñòâåííî ìåæäó ñîñåäíèìè

çåðíàìè è â ìåñòàõ òðîéíîãî ñòûêà çåðåí, à òàêæå ê ïîÿâëåíèþ âîäîðîäíûõ

áëèñòåðîâ [59, 168]. Ïðè íàñûùåíèè âîäîðîäîì ñòàëüíûõ èçäåëèé íàáëþäà-

åòñÿ ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè ïî òîëùèíå îáðàçà:

ôàêòè÷åñêè, íàñûùàåòñÿ òîëüêî òîíêèé ïîâåðõíîñòíûé ñëîé òîëùèíîé ïî-

ðÿäêà õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà çåðíà [49,60,61,113,137,160].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìà âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè ñîäåðæèò ìíîãî

îòêðûòûõ âîïðîñîâ. Ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè â áîëüøèíñòâå ñâîåì ïîñâÿùåíû

â ïåðâóþ î÷åðåäü íåïîñðåäñòâåííî îïèñàíèþ ïðîöåññà âîäîðîäíîãî îõðóï÷è-

âàíèÿ, òîãäà êàê ïðåäøåñòâóþùèé ýòîìó ïðîöåññ ïåðåíîñà âîäîðîäà îïèñûâà-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ íàèáîëåå ïðîñòûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé äèôôóçèè,

íå ïîçâîëÿþùèõ ó÷åñòü ðÿä ýôôåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ëèòåðàòóðå íåò îäíî-

çíà÷íîãî îáúÿñíåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïðè íàâîäîðîæèâàíèè, ÷àùå

âñåãî îí ïîïðîñòó èãíîðèðóåòñÿ, à ðàñïðåäåëåíèå âîäîðîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ

ðàâíîìåðíûì. Ïîìèìî ýòîãî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î êîýôôèöèåíòàõ

äèôôóçèè âîäîðîäà â ìàòåðèàëàõ èìåþò áîëüøîé ðàçáðîñ, îäíîé èç ïðè÷èí

êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïåðåíîñ âîäîðîäà äåôåê-

òîâ ìèêðîñòðóêòóðû, ê êîòîðûì, â òîì ÷èñëå, îòíîñÿòñÿ íåñïëîøíîñòè. Äëÿ

ïîëíîãî ïîíèìàÿ âñåõ àñïåêòîâ ÿâëåíèÿ âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè íåîáõîäè-
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ìà äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ âçàèìíîå âëèÿíèå ìèêðî-

ñòðóêòóðû è òðàíñïîðòà âîäîðîäà.

Ïîìèìî âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ, ïðîáëåìà àíàëèçà

âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû íà ìàññîïåðåíîñ âîçíèêàåò â ãåîëîãèè ïðè îïðåäå-

ëåíèè ñâîéñòâ è ïîâåäåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä, â ìàòåðèàëîâåäåíèè ïðè ðàçðàáîòêå

íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ñ âíóòðåííåé ìèêðîñòðóêòóðîé è ò.ä.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, èíòåãðàëü-

íûì îáðàçîì ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðû íà õàðàêòåðèñòèêè è

ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà íà ìàêðîóðîâíå. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íûì è ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå øèðîêîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ ñî

ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîððåêòíîãî ó÷åòà âëèÿ-

íèÿ ìèêðîñòðóêòóðû íåïîñðåäñòâåííî íà ìàññîïåðåíîñ âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü â îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ãåòåðîãåííîãî ìàòåðèàëà

è â îïèñàíèè ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà ìåçîóðîâíå. Ïðè ýòîì äëÿ îïèñà-

íèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïðè äèôôóçèè ðàçâèâàåìûå ïîäõîäû äîëæíû

áûòü ïðèìåíèìû ê ìîäåëèðîâàíèþ ýôôåêòîâ, ïðîÿâëÿþùèõñÿ íà ìàñøòàáàõ,

ñîïîñòàâèìûõ ñ ðàçìåðîì ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ

óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîâåäåíèåì ìàòåðèàëà íà ðàçëè÷íûõ ìàñ-

øòàáíûõ óðîâíÿõ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïîäõîäû îñíîâàíû íà ââåäå-

íèè â ìîäåëü ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðû. Â ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ îïèñàòü ïîâå-

äåíèå ìàòåðèàëà ñ çàäàííîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ìàêðîñêîïè÷åñêèå (ýôôåêòèâ-

íûå) ñâîéñòâà ìàòåðèàëà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå ìèêðîñòðóê-

òóðíûå ïàðàìåòðû. Ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé ñðåäíèå

ïîëÿ (ïîëå íàïðÿæåíèé ñ ïîëåì äåôîðìàöèé â êîíòåêñòå óïðóãîñòè, ãðàäèåíò

òåìïåðàòóðû è òåïëîâîé ïîòîê â êîíòåêñòå òåïëîïðîâîäíîñòè, ãðàäèåíò êîí-

öåíòðàöèè è ïîòîê äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â êîíòåêñòå äèôôóçèè è ò.ä.)
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è ìîãóò áûòü èçìåðåíû ïðè ïðîâåäåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Äåòàëüíûé îáçîð èñòîðèè ìåòîäîâ ìèêðîìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ìàòåðè-

àëîâ ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ Ð. Êðèñòåíñåíà [29], K.Z. Markov [112], S. Kanaun

è V. Levin [91], M. Kachanov è I. Sevostianov [87].

W. Voigt [167] è A. Reuss [140] ïðåäëîæèëè óíèâåðñàëüíûå îöåíêè ýôôåê-

òèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé ìàòåðèàëà (�ãðàíèöû Ôîéãòà-Ðåéññà� èëè �âèëêà

Ôîéãòà-Ðåéññà�), îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà ñîîòíîøåíèÿõ êîìïîíåíòîâ êîìïî-

çèòà. Àíàëîãîì ãðàíèö Ôîéãòà-Ðåéññà äëÿ ïðîâîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû

(âèëêà) Âèíåðà [169]. Ýòè ãðàíèöû ïîñòðîåíû áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé

íà ãåîìåòðèþ ìèêðîñòðóêòóðû, íî, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé î÷åíü

øèðîêèé äèàïàçîí, îñîáåííî â ñëó÷àå ñèëüíîãî êîíòðàñòà ìåæäó ñâîéñòâàìè

êîìïîíåíò êîìïîçèòà. Z. Hashin è S. Shtrikman [82,83] ïîñòðîèëè ãðàíèöû äëÿ

èçîòðîïíîãî íà ìàêðîóðîâíå ìàòåðèàëà íà îñíîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïðèí-

öèïà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ îöåíîê ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà

èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè çà-

äà÷è Ýøåëáè îá èçîëèðîâàííîé íåîäíîðîäíîñòè, ïîìåùåííîé â áåñêîíå÷íóþ

ìàòðèöó (ñàì J.D. Eshelby ðåøàë ýòó çàäà÷ó äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé íåîäíî-

ðîäíîñòè â êîíòåêñòå óïðóãîñòè, îïðåäåëèâ ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé

âíóòðè è âíå íåîäíîðîäíîñòè, à òàêæå êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé íà ãðàíè-

öå [66, 67]). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè ìíîæåñòâåííûå èçîëèðîâàí-

íûå íåîäíîðîäíîñòè ïîìåùàþòñÿ â íåêèé êîíå÷íûé ðåïðåçåíòàòèâíûé îáú-

åì. Íàèáîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì ãîìîãåíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãîìîãåíèçà-

öèè áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì íåîäíîðîäíîñòè ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ êàê èçîëèðîâàííûå, èõ âëèÿíèåì äðóã íà äðóãà ïðåíåáðåãàåòñÿ. Äëÿ ó÷å-

òà âçàèìîâëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûå

ñõåìû, â êîòîðûõ èçîëèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòè ïîìåùàþòñÿ â ýôôåêòèâ-

íîå îêðóæåíèå. Íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûìè ñõåìàìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîä

ýôôåêòèâíîé ñðåäû, ìåòîä ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ è ìåòîä Ìàêñâåëëà. Â ìåòî-
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äå ýôôåêòèâíîé ñðåäû èçîëèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòè ïîìåùàþòñÿ â ñðåäó,

ñâîéñòâà êîòîðîé îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ìàòðèöû. Îñíîâû ìåòîäà áûëè çàëî-

æåíû O.F. Mossotti [51]; ðàçðàáîòêîé ìåòîäà çàíèìàëèñü Ð. Êðèñòåíñåí, E.H.

Kerner, J.C. Smith è äð. [50,94,155]. Â ìåòîäå ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ, ïðåäïîñûë-

êè êîòîðîãî áûëè çàëîæåíû â ðàáîòå R. Clausius [51], èçîëèðîâàííûå íåîä-

íîðîäíîñòè ïîìåùàþòñÿ â ïîëå, îòëè÷íîå îò ïðèëîæåííîãî. Îñíîâíîé âêëàä

â ðàçâèòèå ìåòîäà âíåñëè T. Mori è K. Tanaka, Y. Benveniste, S.K. Kanaun è

V.M. Levin [45,90,92,129]. J.C. Maxwell [115] îïðåäåëèë ýôôåêòèâíóþ ýëåêòðè-

÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûå

ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ýôôåêòèâíóþ íåîäíîðîäíîñòü

è îïðåäåëèâ âûçâàííîå ïðèñóòñòâèåì íåîäíîðîäíîñòåé âîçìóùåíèå ïîëÿ â

óäàëåííîé òî÷êå. Ñõåìà Ìàêñâåëëà áûëà îáîáùåíà â ðàáîòàõ H. Fricke, L.N.

McCartney, A. Kelly, I. Sevostianov, A. Giraud, S.K. Kanaun, V.M. Levin, M.

Markov è äð. äëÿ ñëó÷àÿ ðàçëè÷íûõ ïî ïðèðîäå ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ìàòå-

ðèàëîâ ñ ýëëèïñîèäàëüíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè [71,87,106,119,120,149].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îïóáëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿ-

ùåííûõ îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ è ïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ ìàòåðè-

àëîâ ñ èçîòðîïíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû, èìåþùèìè

ðàçëè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïî îðèåíòàöèÿì. Íà îñíîâàíèè ïîäîáèÿ óðàâíåíèé

äèôôóçèè è ïðîâîäèìîñòè, R.M. Barrer [42] ïåðåïèñàë íåêîòîðûå ñõåìû äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ãåòåðîãåííîãî ìàòåðè-

àëà. Y. Zhang è L. Liu [173] îáðàòèëè âíèìàíèå íà ïðèíöèïèàëüíóþ ðàçíèöó

ìåæäó çàäà÷àìè äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè, çàêëþ÷àþùóþñÿ â òîì, ÷òî

òåìïåðàòóðà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ôàç, òî-

ãäà êàê êîíöåíòðàöèÿ ìîæåò èñïûòûâàòü ñêà÷îê. Îíè ïðåäëîæèëè èñïîëüçî-

âàòü ïîäîáèå ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà

è ïîòîêà ìàññû ïðè âûðàæåíèè ïîñëåäíåãî ÷åðåç ãðàäèåíò õèìè÷åñêîãî ïî-

òåíöèàëà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë ïîñòðîèòü
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ãðàíèöû Âèíåðà è Õàøèíà-Øòðèêìàíà äëÿ ýôôåêòèâíîé ïîäâèæíîñòè äèô-

ôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà è çàòåì âûðàçèòü ÷åðåç íåå ýôôåêòèâíûå êîýôôè-

öèåíòû äèôôóçèè. Âàæíîñòü ó÷åòà ñåãðåãàöèè ïðè îïðåäåëåíèè âêëàäà çåð-

íîãðàíè÷íîé äèôôóçèè ïîä÷åðêèâàëàñü â ðàáîòàõ Á.Ñ. Áîêøòåéíà, I. Kaur

è Yu. Mishin [3,93]. Â [93] äëÿ ó÷åòà òàêîãî ýôôåêòà â ðàññìîòðåíèå áûë ââå-

äåí ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè. J.R. Kalnin, I.V. Belova è G.E. Murch [43, 88] ââåëè

ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè â ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ýôôåêòèâíîé ñðåäû è îïðå-

äåëèëè ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñî ñôåðè÷åñêèìè

íåîäíîðîäíîñòÿìè. Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ïîëèêðèñòàëëà

ñ ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûìè ñôåðîèäàëüíûìè çåðíàìè ñ ó÷åòîì ýôôåê-

òà ñåãðåãàöèè áûëè îïðåäåëåíû À.Ã. Êíÿçåâîé è ñîàâòîðàìè [96] ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ, ìåòîäà Ìîðè-Òàíàêà è ñõåìû Ìàêñâåëëà.

Ïðè ýòîì íàëè÷èå ñåãðåãàöèè íå áûëî ó÷òåíî ïðè îñðåäíåíèè ïîëåé, òîãäà

êàê ñîãëàñíî, íàïðèìåð, Y. Benveniste è K.Z. Markov [44,112], ñêà÷îê êîíöåí-

òðàöèè äîëæåí áûòü ó÷òåí â òîì ÷èñëå è íà äàííîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è

ãîìîãåíèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ ó÷åòà ñåãðåãàöèè ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ

êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ãåòåðîãåííûõ ìàòåðèàëîâ ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóê-

òóðîé îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Òðåáóåòñÿ äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ìåòîäîâ, èñïîëü-

çóåìûõ â êîíòåêñòå çàäà÷ ïðîâîäèìîñòè, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â êîíòåêñòå äèôôóçèè òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè ñåãðåãàöèè.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé â ìèêðîìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðåïðåçåí-

òàòèâíîãî îáúåìà, êîòîðûé, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì

ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü êàê

÷àñòèöó ñðåäû íà ìàêðîóðîâíå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � äîñòàòî÷íî áîëüøèì â

ìèêðîñêîïè÷åñêîì ìàñøòàáå, ÷òîáû ñîäåðæàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåîäíî-

ðîäíîñòåé è, òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî áûòü �ïðåäñòàâèòåëüíûì� ñ òî÷êè

çðåíèÿ ó÷åòà ìèêðîñòðóêòóðû [84,112]. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ ïðè-
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ìåíèìîñòè ìåòîäîâ ìèêðîìåõàíèêè ïðè îïèñàíèè ýôôåêòîâ, ïðîÿâëÿþùèõñÿ

íà ìàñøòàáàõ, ñîïîñòàâèìûõ ñ ðàçìåðàìè ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè. Êàê

ïðàâèëî, äëÿ ó÷åòà ðàçìåðíîãî ýôôåêòà ñ ïîìîùüþ êîíòèíóàëüíûõ ïîäõîäîâ

èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ìåõàíèêè îáîáùåííûõ ñðåä, ñîäåðæàùèå ïàðàìåòðû

ðàçìåðíîñòè äëèíû. ×àñòèöà òàêîé ñðåäû íåñåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñòðóê-

òóðå ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ ëèáî äîïîëíèòåëüíûå âíóòðåííèå

ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö êîíòèíóóìà (ìèêðîïîëÿðíàÿ òåîðèÿ, ìèêðîìîðô-

íàÿ òåîðèÿ), ëèáî çàâèñèìîñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè îò âûñøèõ ãðàäèåíòîâ

(ãðàäèåíòíàÿ òåîðèÿ). Íàðÿäó ñ ñèëîâûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöà-

ìè ñðåäû ó÷èòûâàþòñÿ ìîìåíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, à íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå

îïèñûâàåòñÿ íåñèììåòðè÷íûìè â îáùåì ñëó÷àå òåíçîðàìè íàïðÿæåíèé.

Èñòîêè ó÷åòà ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â ñðåäå âîñõîäÿò ê òðóäàìW. Voight

[166]. Èçó÷àÿ óïðóãèå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ, îí îáîáùèë êëàññè÷åñêóþ ñèì-

ìåòðè÷íóþ òåîðèþ óïðóãîñòè íà íåñèììåòðè÷íóþ. Ýòîò ïîäõîä áûë èñïîëü-

çîâàí áðàòüÿìè Êîññåðà [52], êîòîðûå ïðåäëîæèëè ðàññìàòðèâàòü ïîìèìî

òðàíñëÿöèîííûõ íåçàâèñèìûå âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö ñðåäû,

÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ íåçàâèñèìûõ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé. Ïîçäíåå A.C.

Eringen ââåë òåðìèí �ìèêðîïîëÿðíàÿ ñðåäà� äëÿ îïèñàíèÿ ñðåä Êîññåðà. Ìå-

õàíèêà ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáî-

òàõ Ý.Ë. Àýðî, Â. Íîâàöêîãî, Â.À. Ïàëüìîâà, Ï.À. Æèëèíà, E. Kroner, R.D.

Mindlin, R.A. Toupin, A.C. Eringen [20, 32, 65, 98, 127, 133, 134, 162, 163]. Ïî-

ëîæåíèå ÷àñòèöû ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì, à åå

îðèåíòàöèÿ çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè òðèýäðà îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ (äè-

ðåêòîðîâ). ×àñòíûì ñëó÷àåì ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ñðåäà ñî �ñòåñ-

íåííûì âðàùåíèåì� ( �ïñåâäîêîíòèíóóì Êîññåðà�, �òåîðèÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿ-

æåíèé�). Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äàííîé òåîðèè èçëîæåíû â ðàáîòàõ Ý.Ë. Àýðî,

Å.Â. Êóâøèíñêîãî, R.D. Mindlin, W.T. Koiter, Í.Ô. Ìîðîçîâà, Ã.Í. Ñàâèíà è

äð. [9, 10, 17, 19, 97, 123, 127]. Â ðàìêàõ òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä ñî ñòåñ-
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íåííûì âðàùåíèåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìèêðîïîâîðîò îïðåäåëÿåòñÿ ðîòîðîì

ïåðåìåùåíèé, íåçàâèñèìûå âðàùåíèÿ îòñóòñòâóþò. Ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâèå

ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì êàê ñèëîâûõ, òàê è ìîìåíò-

íûõ íàïðÿæåíèé. Ìèêðîìîðôíûå ñðåäû, äîïóñêàþùèå äåôîðìàöèþ äèðåê-

òîðîâ, èçó÷àëèñü Â.È. Åðîôååâûì, Ë.Ì. Çóáîâûì, W.T. Koiter, R.D. Mindlin,

R.A. Toupin, A.C. Eringen è äð. [21, 64, 97, 124, 163, 174]. Ñðåäû ñ âíóòðåííè-

ìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èçó÷àëèñü òàêæå Ì.À. Ãóçåâûì, È.À. Êóíèíûì, Â.Ï.

Ìÿñíèêîâûì [4, 12, 99]. Ãðàäèåíòíàÿ òåîðèÿ áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà

â ðàáîòàõ R.D. Mindlin, R.A. Toupin [125, 126, 162] è ðàçâèòà â ðàáîòàõ E.C.

Aifantis, Ñ.À. Ëóðüå, F. dell'Isola, C. Polizzotto è äð. [14,33,34,56,77,138]. Îá-

çîð ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ òåîðèé ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ Â.È. Åðîôååâà, S.

Forest è R. Sievert [21,70].

Ïðèìåíåíèå îáîáùåííûõ òåîðèé ñîïðÿæåíî ñî ñëîæíîñòüþ èäåíòèôèêà-

öèè íåêëàññè÷åñêèõ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò. Îïðåäåëÿþùèì ÿâëåíèåì, ïîç-

âîëÿþùèì èçìåðèòü íåêëàññè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçûâàåìûé

îáîáùåííûìè òåîðèÿìè ðàçìåðíûé ýôôåêò, ïðîÿâëÿþùèéñÿ íà ìàñøòàáàõ,

ñîïîñòàâèìûõ ñ ìàñøòàáîì ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà. Ìåòîäû,

èñïîëüçóåìûå ïðè èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò, îïèñàíû, íàïðè-

ìåð, â ðàáîòàõ À.À. Àäàìîâà [30] è È.Þ. Ñìîëèíà [23]. Ê ýòèì ìåòîäàìè

ìîæíî îòíåñòè ìåòîäû ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ, îñíîâàííûå íà ïðåäñêàçûâàå-

ìîé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèåé çàâèñèìîñòè æåñòêîñòè îáðàçöîâ îò èõ ðàçìåðîâ

ïðè èçãèáå è êðó÷åíèè ñòåðæíåé è ïëàñòèíîê; ìåòîäû âîëíîâûõ ýôôåêòîâ,

îñíîâàííûå íà ÿâëåíèè äèñïåðñèè ñäâèãîâûõ âîëí; ïîëåâûå ìåòîäû, îñíîâàí-

íûå íà èññëåäîâàíèè ïîëÿ äåôîðìàöèé âáëèçè êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé;

ðàñ÷åòíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ïðîöåäóð îñðåäíåíèÿ äëÿ ãå-

òåðîãåííûõ ìàòåðèàëîâ ñ èçâåñòíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé [23, 30]. Íà ñå-

ãîäíÿøíèé äåíü ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ

ìàòåðèàëîâ òèïà êîñòíîé òêàíè, ïåíîïëàñòîâ, íåêîòîðûõ êðóïíîçåðíèñòûõ
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ìåòàëëîâ è êîìïîçèòîâ [23,30,31,40,76,100,110,136,145,172].

Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííûå òåîðèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ îïèñà-

íèÿ ïîâåäåíèÿ òîíêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ, ïðè ýòîì îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü

ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â

ðåøàåìûõ óðàâíåíèÿõ è èõ èäåíòèôèêàöèè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ìàòåðèàëå

ñ ìèêðîñòðóêòóðîé íåîáõîäèìî îïèñàòü ïðîöåññ äèôôóçèè. Îñîáûé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò ó÷åò âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû íà ðàñïðåäåëåíèå

ïðèìåñåé â ìàòåðèàëå, ïîñêîëüêó ÷àùå âñåãî äåôåêòû ñòðóêòóðû ëîêàëèçî-

âàíû âáëèçè ïîâåðõíîñòè.

Êàê ïðàâèëî, äèôôóçèÿ ïðèìåñè â òâåðäûõ òåëàõ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. ×àñòî îïèñàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè îñ-

íîâûâàåòñÿ íà êëàññè÷åñêîì çàêîíå Ôèêà, ïðåäïîëàãàþùåì çàâèñèìîñòü ïî-

òîêà òîëüêî îò ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè. Íàèáîëåå ñòðîãèé ïîäõîä ê ïîñòðîå-

íèþ îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîòîêà îñíîâûâàåòñÿ íà ðàññìîòðåíèè

äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ïîäâèæíîé ïðèìåñè è íàñûùàåìîãî

äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, è ïîñòðîåíèè áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

îáåèõ êîìïîíåíò è äëÿ �ýôôåêòèâíîé� ñðåäû, äîïîëíåííûõ óðàâíåíèÿìè ñî-

ñòîÿíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîòîê äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ïðèìåñè è â ðåçóëüòàòå çàâèñèò, ïîìèìî ãðàäè-

åíòà êîíöåíòðàöèè, îò öåëîãî ðÿäà ïàðàìåòðîâ � â òîì ÷èñëå, îò íàïðÿæå-

íèé â ñðåäå è ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè. Ïîëó÷èòü òî÷íîå

ðåøåíèå ñëîæíîãî íåëèíåéíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòîêà íåâîç-

ìîæíî, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ óïðîùàþùèõ àíàëèç

ïðåäïîëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå

î õàðàêòåðå âíóòðåííèõ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ [1, 15, 85]. ×àùå âñåãî äëÿ ó÷å-

òà âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïðîöåññ ìàññîïåðå-

íîñà îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîòîêà ñòðîèòñÿ èñõîäÿ èç ïðèíöèïîâ
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íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ îá îïèñàíèè ïðîöåññà

ìàññîïåðåíîñà â ðàìêàõ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè èçëîæåíû, íàïðèìåð,

â êíèãå H. Mehrer [121] è â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ À.Ã. Êíÿçåâîé [22] è Ñ.È.

Ñåðäþêîâà [25].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ìàòåðèàëà

íà ìàññîïåðåíîñ ñ ïîìîùüþ ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé äèôôóçèè, ó÷èòûâàþ-

ùèõ âëèÿíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ìàòðèöå, íåîáõîäèìî óñòà-

íîâëåíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìèêðîñòðóêòóðîé ìàòåðèàëà è åãî íàïðÿæåí-

íî-äåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì. Óñòàíîâëåíèå òàêîé âçàèìîñâÿçè òðåáóåò

îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà â ñðåäå ñ ìèêðîñòðóêòó-

ðîé, ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè è ñâÿ-

çàííûå ñ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñè-

ëû, èíèöèèðóþùèå äîïîëíèòåëüíûå äèôôóçèîííûå ïîòîêè. Íåïîñðåäñòâåí-

íî ó÷åò ìèêðîñòðóêòóðû ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ïîä-

õîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìèêðî-

ìåõàíèêè, ââîäÿùåé â ðàññìîòðåíèå ðåïðåçåíòàòèâíûé (ïðåäñòàâèòåëüíûé)

îáúåì, ñîäåðæàùèé áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé, à òàêæå íà áàçå

ìîäåëåé îáîáùåííûõ ñðåä, ââîäÿùèõ â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûå âíóò-

ðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà

ðàçìåðíîñòè äëèíû. Âûáîð êîíêðåòíîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ðàç-

ëè÷íûå ýôôåêòû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìèêðîìåõàíèêè ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü

íàïðÿìóþ âëèÿíèå êîíêðåòíîé ìèêðîñòðóêòóðû íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ìàòåðèàëà. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé îáîáùåííûõ ñðåä ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü

ðàçìåðíûå ýôôåêòû, ïðîÿâëÿþùèåñÿ íà ìàñøòàáàõ, ñîïîñòàâèìûõ ñ õàðàê-

òåðíûì ðàçìåðîì ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà.

Öåëè ðàáîòû è çàäà÷è

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû äåôîðìèðóåìî-

ãî òâåðäîãî òåëà íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà íà îñíîâå ìîäå-
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ëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçèè â ñðåäå ñî ñëîæíîé

ñòðóêòóðîé â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíûõ ïîäõîäîâ.

Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

1) Îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè êàê ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà.

2) Îïðåäåëåíèå íåîäíîðîäíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

äëèííîãî öèëèíäðà ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóêòóðíûõ íåîäíîðîäíî-

ñòåé ìàòåðèàëà â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

3) Ðàçðàáîòêà ìîäåëåé äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìèêðî-

ñòðóêòóðû äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíèêè è â

ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà

íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ìåõàíè-

êè ñïëîøíûõ ñðåä. Ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòà èñ-

ïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè. Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà

îñóùåñòâëÿëîñü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè,

ââîäÿùåé â ðàññìîòðåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåçàâèñèìûå âðàùàòåëüíûå ñòå-

ïåíè ñâîáîäû è ìîìåíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû. Äëÿ

îöåíêè âîçìîæíîñòè èíèöèàöèè ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè

èñïîëüçîâàëñÿ îáîáùåííûé íà ñëó÷àé ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä êðèòåðèé ïëà-

ñòè÷íîñòè Ìèçåñà. Ïðè îïèñàíèè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ïðèìåíÿëèñü ìî-

äåëè äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçàííûõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà è íàêîïëåíèÿ äèôôóíäèðó-

þùåãî âåùåñòâà îñíîâûâàëîñü íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

15



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Äèññåðòàöèîííîå èññëåäîâàíèå íîñèò ïðåèìóùåñòâåííî òåîðåòè÷åñêèé õà-

ðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îïèñàòü ïðîöåññ ìàññîïåðåíîñà

â äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåëàõ ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Ïîñòðîåíèå

êîíöåíòðàöèîííûõ ïðîôèëåé ñïîñîáñòâóåò âûÿâëåíèþ îáëàñòåé ñ ïîâûøåí-

íûì ñîäåðæàíèåì äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà è ïîçâîëÿåò îöåíèòü ëîêàëü-

íóþ êîíöåíòðàöèþ. Ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ êðèòè÷åñêè âàæíûì â ñëó÷àÿõ, êî-

ãäà äàæå íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïðèìåñè îêàçûâàåò çàìåòíîå

âëèÿíèå íà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà è åãî ïîâåäåíèå íà ìàêðîóðîâíå.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè ìåòàëëîâ

è ñïëàâîâ, ïîñêîëüêó âîäîðîä îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà è

åãî ïîâåäåíèå íà ìàêðîóðîâíå äàæå ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìàëîèññëåäîâàííûé

ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðè íàñûùåíèè ñòàëåé âîäîðîäîì, âëèÿþùèé íà ìå-

õàíèçìû âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

� Îïðåäåëåí âêëàä èçîëèðîâàííîé ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â äèô-

ôóçèîííûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè íàëè÷èè ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè (ñå-

ãðåãàöèè) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà. Íàëè÷èå ñêà÷êà âïåðâûå

ó÷åòíî íà âñåõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè: ïðè îñðåäíåíèè

ïîëåé è ïðè íàõîæäåíèè òåíçîðà êîíöåíòðàöèè. Ïîñòðîåíû ãðàíèöû ýô-

ôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè. Ìå-

òîäû ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ îáîáùåíû äëÿ ó÷åòà ýôôåêòà ñåãðåãàöèè ïðè

îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êîìïîçèòà.

� Îïðåäåëåíû ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, àíèçîòðîïèÿ êîòîðîãî îáóñëîâëåíà ôîð-

ìîé è îðèåíòàöèåé ïîð, ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè.
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� Ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ, îñíî-

âàííûé íà ïîëó÷åííîì â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ðå-

øåíèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äëèííîãî öèëèíäðà ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà èëè ìèêðîïîâîðîòîâ, ìîäåëèðóþ-

ùèõ âçàèìîäåéñòâèå ñòðóêòóðíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìàòåðèàëà.

� Ìîäåëè äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ óòî÷íåíû äëÿ îïèñàíèÿ äèôôóçèè â òâåðäîì òåëå ñ íåîäíîðîä-

íîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ó÷èòûâàåìîé â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíèêè è â ðàìêàõ

ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.

� Ðàçðàáîòàíû íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñâÿ-

çàííûõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

äëèííîãî öèëèíäðà è ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà ñ ó÷å-

òîì íåîäíîðîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû òâåðäîãî òåëà â ðàìêàõ ìèêðîìåõà-

íèêè è â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.

� Ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ íàáëþäàåìîãî ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïðè íàñûùåíèè ñòàëüíûõ èçäåëèé âîäîðîäîì,

ïðè êîòîðîì ïðàêòè÷åñêè âåñü âîäîðîä àêêóìóëèðóåòñÿ â òîíêîì ñëîå

ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

� Îïðåäåëåí âêëàä èçîëèðîâàííîé ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â äèô-

ôóçèîííûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè íàëè÷èè ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè íà ãðà-

íèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåèäåàëüíî-

ãî êîíòàêòà. Ïîñòðîåíû ãðàíèöû ýôôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ

ãåòåðîãåííîãî ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè, çàêëþ÷àþùåãîñÿ

â ñêà÷êå êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç. Ìåòîäû ýôôåêòèâíîãî

ïîëÿ îáîáùåíû äëÿ ó÷åòà ýôôåêòà ñåãðåãàöèè.
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� Îïðåäåëåíû ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, àíèçîòðîïèÿ êîòîðîãî îáóñëîâëåíà ôîð-

ìîé è îðèåíòàöèåé ïîð, ñ ó÷åòîì õàðàêòåðíîãî äëÿ ïðîöåññà äèôôóçèè

ýôôåêòà ñåãðåãàöèè.

� Ïîëó÷åíî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìè-

ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëèííîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè

óïðóãîñòè ïðè çàäàíèè íåêëàññè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê

îïèñàíèþ ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ñâÿçàííûõ ñ íà-

ëè÷èåì ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà.

� Â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíèêè è ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óñòàíîâëåíà âçàèìî-

ñâÿçü ìåæäó ìèêðîñòðóêòóðîé ìàòåðèàëà è åãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-

âàííûì ñîñòîÿíèåì, ðàñøèðÿþùàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé äèôôó-

çèè, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Ïðîâåäåí

àíàëèç âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà íà

ïðîöåññ äèôôóçèè. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîãî íàïðÿæåí-

íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìèêðîïîëÿðíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà íà

ïðîöåññ äèôôóçèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè.

� Ðàçðàáîòàíû ïîäõîäû äëÿ îïèñàíèÿ ëîêàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðà-

öèè äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â äåôîðìèðóåìîì òâåðäîì òåëå ñ ìèê-

ðîñòðóêòóðîé. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà

ïðè äèôôóçèè âîäîðîäà â ñòàëÿõ, ïðè êîòîðîì ïðàêòè÷åñêè âåñü âîäîðîä

àêêóìóëèðóåòñÿ â òîíêîì ñëîå ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ñòðóêòóð-

íîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà.

Äîñòîâåðíîñòü

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîñòüþ ïî-

ñòàíîâêè çàäà÷ è âûáîðà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ñòðîãîñòüþ ïðèìåíÿåìîãî
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ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, âûïîëíèìîñòüþ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ê èçâåñò-

íûì ðåøåíèÿì, àäåêâàòíîñòüþ ôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ôàêòè÷åñêè

íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèÿõ, à òàêæå êà÷åñòâåííûì è êîëè÷åñòâåííûì ñîîòâåò-

ñòâèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Àâòîðîì ëè÷íî ïîëó÷åíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çà-

äà÷, ðåàëèçîâàíû ïðîâåðêè ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ê èçâåñòíûì ñëó÷àÿì. Ïðî-

âåäåí îáçîð èçâåñòíûõ ìåòîäèê, íà êîòîðûõ îñíîâûâàëîñü àíàëèòè÷åñêîå è

÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîäãîòîâëåíû ìàòåðèàëû äëÿ ïóáëèêàöèé â èíäåêñèðó-

åìûõ æóðíàëàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà åæåãîäíûõ ìåæäóíàðîäíûõ ëåòíèõ

øêîëàõ-êîíôåðåíöèÿõ �Advanced Problems in Mechanics� (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,

2019 � 2021 ãã.); åæåãîäíûõ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñ ìåæäó-

íàðîäíûì ó÷àñòèåì �Íåäåëÿ íàóêè ÑÏáÃÏÓ� (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2018 ã.,

2019 ã.); åæåãîäíûõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Corrosion In The Oil&Gas

Industry� (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2019 ã., 2021 ã.); XXII Çèìíåé øêîëå ïî ìåõà-

íèêå ñïëîøíûõ ñðåä (ã. Ïåðìü, 2021 ã.); ÕV Âñåðîññèéñêîé øêîëå �Ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõàíèêà â ñîâðåìåííîì óíèâåðñèòåòå� (ïîñ.

Äèâíîìîðñêîå, 2021 ã.); ñåìèíàðå êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ìåõàíè-

êè äåôîðìèðóåìîãî òåëà ÑÏáÃÓ, 2021 ã. (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í.

Þ.Ã. Ïðîíèíà); ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è ìàòåðèàëî-

âåäåíèÿ ÒÓ Áåðëèíà, 2018 ã., 2019 ã. (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � Prof. Dr. W.H.

M�uller).

Â ïîëíîì îáúåìå äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà äîêëàäûâàëàñü íà ãîðîäñêîì ñå-

ìèíàðå ïî ìåõàíèêå ÈÏÌàø ÐÀÍ, 2022 ã. (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í.,

÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ä.À. Èíäåéöåâ); ñåìèíàðàõ ïî ïðèêëàäíûì çàäà÷àì ìåõàíèêè

ÈÏÌàø ÐÀÍ, 2021 ã., 2022 ã. (ðóêîâîäèòåëè ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í., ÷ë.-êîðð.
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ÐÀÍ À.Ê. Áåëÿåâ è ä.ò.í. Â.À. Ïîëÿíñêèé); ñåìèíàðå Âûñøåé øêîëû òåîðåòè-

÷åñêîé ìåõàíèêè ÑÏáÏÓ, 2021 ã., 2022 ã. (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í.,

÷ë.-êîðð. ÐÀÍ À.Ì. Êðèâöîâ).

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 13 ðàáîòàõ [2, 6�8,

16, 26, 27, 38, 72�75, 139], â òîì ÷èñëå â 3 ðàáîòàõ â èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â

ïåðå÷åíü ÂÀÊ, è â 5 ðàáîòàõ â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíàðîäíûå áàçû

äàííûõ Scopus è Web of Science.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 198 ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò 34 ðèñóíêà

è 5 òàáëèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 174 íàèìåíîâàíèÿ.
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Ãëàâà 1

Ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ñå-

ãðåãàöèè

Ãëàâà ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè

ìàòåðèàëà ñ ìèêðîòðåùèíàìè ñ ó÷åòîì õàðàêòåðíîãî äëÿ ïðîöåññà äèôôó-

çèè ýôôåêòà ñåãðåãàöèè, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ñêà÷êå êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå

ðàçäåëà ôàç. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì îáðàçîì

êàê êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñêîðîñòè äèôôóçèè, ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó

âåùåñòâà, ïðîõîäÿùåãî â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ó÷àñòîê åäèíè÷íîé ïëîùà-

äè ïðè ãðàäèåíòå êîíöåíòðàöèè, ðàâíîì åäèíèöå [121]. Äëÿ ó÷åòà ýôôåêòà

ñåãðåãàöèè â ìîäåëè ìèêðîìåõàíèêè ââîäèòñÿ êîýôôèöèåíò ñåãðåãàöèè, êàê

ýòî áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòàõ I. Kaur è Yu. Mishin, J.R. Kalnin, I.V. Belova

è G.E. Murch [43,88,93] ïðè îïèñàíèè çåðíîãðàíè÷íîé äèôôóçèè íà áàçå áî-

ëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé. Â ãëàâå ñòðîÿòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè (ãðàíèöû)

ýôôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè, ÿâëÿ-

þùèåñÿ àíàëîãàìè ãðàíèö Âèíåðà [169] è Õàøèíà-Øòðèêìàíà [82, 83] äëÿ

òåïëî- è ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè îáîáùàþòñÿ äëÿ ó÷åòà

íàëè÷èÿ ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷àõ îá îïðåäåëåíèè ýô-

ôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ãåòåðîãåííûõ ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ ìèê-

ðîñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ áóäóò âûðàæåíû èñêîìûå

ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà. Ýòè ïàðàìåòðû äîëæíû àäåê-
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âàòíûì îáðàçîì îòðàæàòü âêëàä îòäåëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â îïðåäåëÿåìîå

ôèçè÷åñêîå ñâîéñòâî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, îíè äîëæíû îòðàæàòü ñîâîêóïíîå âëèÿ-

íèå êîíöåíòðàöèè íåîäíîðîäíîñòåé, èõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé I. Sevostianov è

M. Kachanov [86,87], ñîãëàñíî êîòîðîìó ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ

â òåðìèíàõ ìèêðîñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, îòðàæàþùèõ âêëàä èçîëèðîâàí-

íûõ íåîäíîðîäíîñòåé ñ ó÷åòîì èõ ñâîéñòâ è ãåîìåòðèè ìèêðîñòðóêòóðû. Íà

îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîé â [86, 87] ìåòîäèêè â ãëàâå âûâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ

äëÿ òåíçîðîâ âêëàäà â äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà, êîòîðûå, ïî ñóòè, ÿâëÿþòñÿ

îáîáùåíèåì âûðàæåíèé äëÿ òåíçîðîâ âêëàäà â ïðîâîäèìîñòü, ïîëó÷åííûõ â

ëèòåðàòóðå ïðè ðàññìîòðåíèè èäåàëüíîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç

êîìïîçèòà.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [26,27,73,74].

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè

Ýôôåêòèâíûå äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ïîëèêðèñòàëëà,

ñîäåðæàùåãî ìèêðîòðåùèíû. Îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå ìèêðîòðåùèí íà ñâîéñòâà

ìàòåðèàëà íà ìàêðîóðîâíå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâî äèôôóíäèðóåò ïî

ïîëèêðèñòàëëó è ïðîõîäèò ÷åðåç ïîðû, ÷àñòè÷íî îñåäàÿ â íèõ. Â ïîëèêðè-

ñòàëëå äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò êàê â ðåøåòêå, òàê è âäîëü ãðàíèö çåðåí, ïðè

ýòîì êîýôôèöèåíò çåðíîãðàíè÷íîé äèôôóçèè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò êîýô-

ôèöèåíò îáúåìíîé äèôôóçèè.

Ìèêðîòðåùèíû ìîäåëèðóþòñÿ íåîäíîðîäíîñòÿìè ñ èçîòðîïíûì òåíçîðîì

äèôôóçèè D1 = D1I, ïîìåùåííûìè â ìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé, âî-

îáùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîäíóþ ñðåäó, ñîñòîÿùóþ èç çåðåí ñ òåíçîðîì äèôôóçèè

DB = DBI è ãðàíèö çåðåí ñ òåíçîðîì äèôôóçèè DGB = DGBI, ñì. Ðèñ.

1.1. Çàäà÷à ãîìîãåíèçàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì �íåÿâíîì�

ýòàïå íà îñíîâàíèè èìåþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûõ çàäàþòñÿ ýôôåêòèâíûå
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ñâîéñòâà ìàòðèöû D0 (îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èçîòðîïíîé ìàòðèöû, ò.å.

D0 = D0I). Íà âòîðîì �ÿâíîì� ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà

ìàòåðèàëà De�, ñîñòîÿùåãî èç ãîìîãåíèçèðîâàííîé íà ïåðâîì ýòàïå ìàòðèöû

è íåîäíîðîäíîñòåé (D1 >> D0). Òàêîå ïîýòàïíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ñ îäíîé

ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àíàëèç. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî ïîçâîëÿåò

ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ â áîëüøåé ìåðå íà âëèÿíèè íåïîñðåäñòâåííî ýôôåêòà

ñåãðåãàöèè íà ðåçóëüòàòû.
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Ðèñ. 1.1. Ìèêðîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü

Èç ïåðâîãî ýòàïà ðåøåíèÿ çàäà÷è ãîìîãåíèçàöèè ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè

îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòà îáúåìíîé äèôôóçèè ê êîýôôèöèåíòó çåðíîãðà-

íè÷íîé äèôôóçèè αm = DB/DGB è îòíîøåíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåí-

òà äèôôóçèè ïîëèêðèñòàëëà ê êîýôôèöèåíòó îáúåìíîé äèôôóçèè αe�m =

D0/DB.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âäîëü ìèêðîòðåùèí ñîâïàäà-

åò ñ êîýôôèöèåíòîì çåðíîãðàíè÷íîé äèôôóçèè (D1 = DGB). Òîãäà îòíîøå-

íèå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìàòðèöû ê êîýôôèöèåíòó äèôôóçèè íåîäíî-

ðîäíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α =
D0

D1
= αmα

e�
m . (1.1.1)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèêðîòðåùèíû, èìåþùèå ôîðìó ñôåðîèäîâ (ýëëèïñî-

èäîâ âðàùåíèÿ). Ñïëþñíóòûå ñôåðîèäû ìîãóò ìîäåëèðîâàòü ìåæçåðåííûå

23



òðåùèíû, âûòÿíóòûå ñôåðîèäû � âíóòðèçåðåííûå òðåùèíû è, â îïðåäåëåí-

íûõ ñëó÷àÿõ, òðåùèíû ïî ãðàíèöàì íåñêîëüêèõ çåðåí, ñôåðû � îòäåëüíûå

ïîðû è, â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè, òðåùèíû â ìåñòàõ òðîéíîãî ñòûêà çåðåí. Îò-

ìåòèì, ÷òî äëÿ áîëåå òî÷íîãî ó÷åòà âëèÿíèÿ ãåîìåòðèè ìèêðîòðåùèí â ïî-

ëèêðèñòàëëå ìîæíî ìîäåëèðîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäîâ è ñóïåðñôåð,

÷òî âûõîäèò çà ðàìêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ó÷èòûâàåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ íåîäíîðîäíîñòåé âäîëü çà-

äàííîãî íàïðàâëåíèÿ, ñì. Ðèñ. 1.1 (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû ñïëþñíóòûå ñôå-

ðîèäàëüíûå íåîäíîðîäíîñòè). Òàêîé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíûì íà ìàêðîóðîâíå. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî îðèåíòàöèÿì

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [148]:

ψλ (θ) =
1

2π

[(
λ2 + 1

)
e−λθ + λe−λπ/2

]
, (1.1.2)

ãäå íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ψλ îïðåäåëåíà íà âåðõíåé ïîëóñôåðå åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà (0 ≤ θ ≤ π/2). Ïàðàìåòð ðàçáðîñà λ èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò

íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ ïðîèçâîëüíîìó è ñòðîãî

ïàðàëëåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèôôóçèÿ âíóòðè íåîäíîðîäíîñòåé è âíóòðè ìàòðè-

öû, à òàêæå â ãîìîãåíèçèðîâàííîì ìàòåðèàëå óäîâëåòâîðÿåò êëàññè÷åñêîìó

ëèíåéíîìó çàêîíó Ôèêà, ñâÿçûâàþùåìó äèôôóçèîííûé ïîòîê ñ ãðàäèåíòîì

êîíöåíòðàöèè.

Äëÿ ó÷åòà õàðàêòåðíîãî äëÿ ïðîöåññà äèôôóçèè ýôôåêòà ñåãðåãàöèè ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ �íåèäåàëüíûé� êîíòàêò íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç Γ. Óñëîâèÿ íà

ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòðèöû (+) è íåîäíîðîäíîñòè (�) ââîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ [43,88]:

D0
∂c (x)

∂nΓ
(x)

∣∣∣∣
x→Γ+

= D1
∂c (x)

∂nΓ
(x)

∣∣∣∣
x→Γ−

, (1.1.3)

c (x)|x→Γ+ = s c (x)|x→Γ− , (1.1.4)
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ãäå c � êîíöåíòðàöèÿ, s � ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè, nΓ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïî-

âåðõíîñòè Γ (âåêòîð nΓ íàïðàâëåí îò íåîäíîðîäíîñòè ê ìàòðèöå). Óñëîâèå

(1.1.3) îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïîòîêà äèôôóíäè-

ðóþùåãî âåùåñòâà ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ôàç; óñëîâèå (1.1.4) îïðåäåëÿ-

åò ïîñòîÿííûé ñêà÷îê êîíöåíòðàöèè (÷àñòíûé ñëó÷àé íåèäåàëüíîãî êîíòàê-

òà).

Ïðè îòñóòñòâèè ýôôåêòà ñåãðåãàöèè ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè s = 1. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè ïîëíóþ àíàëîãèþ ìåæäó çàäà÷àìè äèôôóçèè è ïðî-

âîäèìîñòè è îïðåäåëÿòü ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè íà îñíî-

âàíèè èçâåñòíûõ èç ëèòåðàòóðû âûðàæåíèé äëÿ ýôôåêòèâíîé òåïëî- èëè

ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà äèôôóíäèðóþùåå âåùåñòâî ìîæåò ÷à-

ñòè÷íî îñåäàòü íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç èëè âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè, ïàðàìåòð

ñåãðåãàöèè ñîîòâåòñòâåííî áîëüøå èëè ìåíüøå åäèíèöû. Èçâåñòíî, ÷òî äèô-

ôóíäèðóþùåå âåùåñòâî îñåäàåò ïî ãðàíèöàì çåðåí, âíóòðè ìèêðîòðåùèí è

ïðî÷èõ íåñïëîøíîñòåé.Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ñåãðåãàöèè

îïðåäåëÿåòñÿ â òîì ÷èñëå è ìèêðîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëüþ êîìïîçèòà: òåì, êà-

êàÿ ôàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó, à êàêàÿ � íåîäíîðîäíîñòü. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè ðàññìîòðåíèè ìèêðîòðåùèí â êà÷åñòâå íåîäíîðîäíîñòåé s < 1.

1.2. Òåíçîðû âêëàäà íåîäíîðîäíîñòè ñ íåèäåàëüíûì êîí-

òàêòîì â äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëèì âêëàä èçîëèðîâàííîé íåîäíîðîäíîñòè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ èçî-

òðîïíûì òåíçîðîì äèôôóçèè D1, â ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ìàòðèöà êîòîðîãî

õàðàêòåðèçóåòñÿ èçîòðîïíûì òåíçîðîì äèôôóçèè D0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

ðåïðåçåíòàòèâíûé (ïðåäñòàâèòåëüíûé) îáúåì V , ñîäåðæàùèé èçîëèðîâàííóþ

íåîäíîðîäíîñòü îáúåìîì V1 << V (ñì. Ðèñ. 1.2).

Îïðåäåëèì ñðåäíèå ïî V = V0 ∪ V1 (V0 � îáúåì, çàíèìàåìûé ìàòðèöåé)
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n
D0

V

Ðèñ. 1.2. Çàäà÷à ãîìîãåíèçàöèè

çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè è ïîòîêà. Ñðåäíèé ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ÷åðåç çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå Σ ðåïðåçåí-

òàòèâíîãî îáúåìà V êàê

⟨∇c⟩V =
1

V

∫
V

∇cdV =
1

V

∫
Σ

nΣc0dΣ, (1.2.1)

∇ � íàáëà-îïåðàòîð, nΣ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Σ.

Äîïîëíÿÿ ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî âíåøíåé ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíî-

ãî îáúåìà äî èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöàì âñåõ îáëàñòåé êîìïîçèòà è ó÷èòûâàÿ,

÷òî îáúåì V0 îãðàíè÷åí ïîâåðõíîñòÿìè Σ (ñ íîðìàëüþ +nΣ) è Γ (ñ íîðìàëüþ

−nΓ), à îáúåì V1 � ïîâåðõíîñòüþ Γ (ñ íîðìàëüþ +nΓ), à òàêæå ïðèìåíÿÿ

òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, ïîëó÷èì

⟨∇c⟩V =
1

V

[∫
Σ

nΣc0dΣ∓
∫
Γ

nΓc0dΓ±
∫
Γ

nΓc1dΓ

]
=

=
1

V

[∫
V0

∇cdV0 +
∫
V1

∇cdV1 +
∫
Γ

nΓ (c0 − c1) dΓ

]
= (1.2.2)

=
V0
V

⟨∇c⟩V0
+
V1
V

⟨∇c⟩V1
+

∫
Γ

nΓ (c0 − c1) dΓ.
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Â ñëó÷àå èäåàëüíîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà ïîñëåäíåå

ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íîëü, è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ äèôôóçè-

îííûõ ñâîéñòâ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîé ïðî-

âîäèìîñòè.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (1.1.4) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòðèöà/íåîäíîðîñòü, âûðà-

æåíèå (1.2.2) ñâåäåòñÿ ê

⟨∇c⟩V =
V0
V

⟨∇c⟩V0
+
V1
V

⟨∇c⟩V1
+ (s− 1)

V1
V

⟨∇c⟩V1
= (1.2.3)

=
V0
V

⟨∇c⟩V0
+ s

V1
V

⟨∇c⟩V1
=

(
1− V1

V

)
⟨∇c⟩V0

+ s
V1
V

⟨∇c⟩V1
.

Äèôôóçèîííûé ïîòîê íåïðåðûâåí ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç âíóòðåííþþ ãðà-

íèöó Γ, ïîýòîìó

⟨J⟩V =
1

V

∫
V

JdV =
1

V

[∫
V0

JdV0 +

∫
V1

JdV1

]
= (1.2.4)

=
V0
V

⟨J⟩V0
+
V1
V

⟨J⟩V1
=

(
1− V1

V

)
⟨J⟩V0

+
V1
V

⟨J⟩V1
.

Íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Õèë-

ëà [84] çàäàþòñÿ îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (òàêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïîëÿ âíóòðè ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúå-

ìà áóäóò îäíîðîäíû). Åñëè íà ãðàíèöå çàäàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ, òî íåçàâèñè-

ìî îò ñîñòàâà è ìèêðîñòðóêòóðû ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà, ïðè îòñóòñòâèè

âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ ñðåäíåå ïî îáúåìó çíà÷åíèå ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî çíà÷åíèåì íà ãðàíèöå, à ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïî-

òîêà çàâèñèò îò ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Íàîáîðîò, â ñëó÷àå çàäàíèÿ íà

ãðàíèöå ïîòîêà, íåçàâèñèìî îò ñîñòàâà è ìèêðîñòðóêòóðû ðåïðåçåíòàòèâíîãî

îáúåìà, ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ ñðåäíèé ïî îáúåìó ïîòîê ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî çíà÷åíèåì íà ãðàíèöå, òîãäà êàê ñðåäíèé ãðàäèåíò

êîíöåíòðàöèè çàâèñèò îò ìèêðîñòðóêòóðû.
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Òîãäà, åñëè íà ãðàíèöå Σ çàäàíà êîíöåíòðàöèÿ (c (x) = G0 · x), òî

⟨∇c⟩V = G0. (1.2.5)

Ïîñêîëüêó è ìàòðèöà, è íåîäíîðîäíîñòü ïîä÷èíÿþòñÿ ëèíåéíîìó çàêîíó

Ôèêà, ñ ó÷åòîì (1.2.3) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îñðåäíåííîãî ïî

V ïîòîêà:

⟨J⟩V = −
(
1− V1

V

)
D0 · ⟨∇c⟩V0

− V1
V
D1 · ⟨∇c⟩V1

= (1.2.6)

= −D0 ·G0 − V1
V

(D1 − sD0) · ⟨∇c⟩V1
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òåíçîð êîíöåíòðàöèè Λc, âûðàæàþùèé ïîëå âíóò-

ðè íåîäíîðîäíîñòè ÷åðåç çàäàííîå íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà:

⟨∇c⟩V1
= Λc ·G0. (1.2.7)

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

⟨J⟩V = −
[
D0 +

V1
V

(D1 − sD0) ·Λc

]
·G0 = −

[
D0 +

V1
V
HD

]
·G0. (1.2.8)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ îïðåäåëÿåò âêëàä íåîäíîðîäíîñòè â äèôôó-

çèîííûå ñâîéñòâà ãåòåðîãåííîãî ìàòåðèàëà, à òåíçîð

HD = (D1 − sD0) ·Λc (1.2.9)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì âêëàäà â äèôôóçèþ.

Åñëè íà ãðàíèöå Σ çàäàíà íå êîíöåíòðàöèÿ, à ïîòîê Jn = J0 · n, òî

⟨J⟩V = J0, (1.2.10)
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à ñðåäíèé ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè ñ ó÷åòîì ëèíåéíîãî çàêîíà Ôèêà è ôîðìó-

ëû (1.2.4) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨∇c⟩V = −
(
1− V1

V

)
D0

−1 · ⟨J⟩V0
− s

V1
V
D1

−1 · ⟨J⟩V1
= (1.2.11)

= −D0
−1 · J0 − V1

V

(
sD1

−1 −D0
−1
)
· ⟨J⟩V1

.

Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå òåíçîð Λj êàê

⟨J⟩V1
= Λj · J0, (1.2.12)

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îñðåäíåííîãî ïî ðåïðåçåí-

òàòèâíîìó îáúåìó ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè:

⟨∇c⟩V = −
[
D0

−1 +
V1
V

(
sD1

−1 −D0
−1
)
·Λj

]
· J0 = (1.2.13)

= −
[
D0

−1 +
V1
V
HDR

]
· J0,

ãäå ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé ïðîâîäèìîñòè òåíçîð

HDR =
(
sD1

−1 −D0
−1
)
·Λj (1.2.14)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì âêëàäà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü.

Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó òåíçîðîì âêëàäà â äèôôóçèþ è òåíçî-

ðîì âêëàäà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü äèôôóçèè, óñòàíîâèâ ïðåäâàðèòåëüíî ñâÿçü

ìåæäó òåíçîðàìè Λc è Λj. Ñðåäíèé ïî îáúåìó íåîäíîðîäíîñòè ïîòîê, ñ îäíîé

ñòîðîíû, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.2.12), à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ñâÿçàí ñî ñðåäíèì ïî

îáúåìó íåîäíîðîäíîñòè ãðàäèåíòîì êîíöåíòðàöèè çàêîíîì Ôèêà:

⟨J⟩V1
= −D1 · ⟨∇c⟩V1

= D1 ·Λc ·D0
−1 · J0. (1.2.15)
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ⟨∇c⟩V1
ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ïîëå íà ãðàíèöå, êîòîðîå,

â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Ôèêà.

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (1.2.12) è (1.2.15) óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæ-

äó òåíçîðàìè Λc è Λj:

Λj = D1 ·Λc ·D0
−1. (1.2.16)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (1.2.14), (1.2.16), (1.2.9) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-

íèå ìåæäó òåíçîðàìè âêëàäà:

HDR =
(
sD1

−1 −D0
−1
)
·D1 ·Λc ·D0

−1 =

=
(
sI−D0

−1 ·D1

)
·Λc ·D0

−1 = (1.2.17)

= D0
−1 · (sD0 −D1) ·Λc ·D0

−1 = −D0
−1 ·HD ·D0

−1

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé íåîäíîðîäíîñòè, ïîìåùåííîé â èçîòðîïíóþ ìàòðèöó,

èç (1.2.16) ñëåäóåò

Λj =
D1

D0
Λc, (1.2.18)

à èç (1.2.17) � ñîîòíîøåíèå ìåæäó òåíçîðàìè âêëàäà

HDR = − 1

D2
0

HD. (1.2.19)

Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êîíöåíòðàöèè Λc ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâ-

íîì âèäå íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ýøåëáè òîëüêî äëÿ ýëëèïñîèäàëü-

íîé íåîäíîðîäíîñòè. Çàäà÷à Ýøåëáè äëÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòè áûëà ðåøåíà

H. Fricke [71]. Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýô-

ôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîñòè ñ èäåàëüíûì

êîíòàêòîì. A.G. Knyazeva et al. [96] îáîáùèëè ðåøåíèå Ôðèêå äëÿ ó÷åòà ñå-

ãðåãàöèè ïðè ðàññìîòðåíèè ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè. Ñëåäóÿ [71] è

ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (1.1.3), (1.1.4) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà (ðàñ-

ñìàòðèâàÿ íåèäåàëüíûé êîíòàêò), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
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äëÿ òåíçîðà êîíöåíòðàöèè ýëëèïñîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè:

Λc =
1

s

2

2 + L1a1a2a3

(
D1

sD0
− 1
)e1e1+ (1.2.20)

+
1

s

2

2 + L2a1a2a3

(
D1

sD0
− 1
)e2e2 + 1

s

2

2 + L3a1a2a3

(
D1

sD0
− 1
)e3e3,

ãäå L1, L2, L3 � ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû, a1, a2, a3 � ïîëóîñè ýëëèïñîèäà,

e1, e2, e3 � îðòû ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà.

Òåíçîð êîíöåíòðàöèè ìîæåò áûòü íàéäåí èíà÷å ÷åðåç òåíçîð Õèëëà P,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [87]

P =

(
∇
∫
V1

∇′G (x− x′) dx′
)S

, (1.2.21)

ãäå èíäåêñ S îçíà÷àåò ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà, G � ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ

êîíöåíòðàöèè. Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Õèëëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì

âèäå òàêæå òîëüêî â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè.

Èñïîëüçóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [91] â çàäà÷å Ýøåëáè ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ,

ìîäåëèðóþùèé ñêà÷îê êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç, ïîëó÷èì ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êîíöåíòðàöèè:

Λc = [sI+P · (D1 − sD0)]
−1 . (1.2.22)

Òîãäà òåíçîð âêëàäà â äèôôóçèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç òåíçîð Õèëëà

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

HD =

[(
D1

s
−D0

)−1

+P

]−1

. (1.2.23)

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó ïåðâûì òåíçîðîì Õèëëà P è âòîðûì òåíçîðîì
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Õèëëà Q [87]

Q = D0 · (I−P ·D0) ,

îòêóäà ñëåäóåò P = D−1
0 ·

[
I−Q ·D−1

0

]
, è ñâÿçü ìåæäó òåíçîðàìè Λc è Λj,

îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé (1.2.16), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òåí-

çîðà âêëàäà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü ÷åðåç âòîðîé òåíçîð Õèëëà:

HDR =

((
D1

s

)−1

−D−1
0

)
·Λj =

((
D1

s

)−1

−D−1
0

)
·D1 ·Λc ·D−1

0 =

=

((
D1

s

)−1

−D−1
0

)
·D1 · [sI+P · (D1 − sD0)]

−1 ·D−1
0 = (1.2.24)

=

((
D1

s

)−1

−D−1
0

)
·

[
I+Q ·

((
D1

s

)−1

−D−1
0

)]−1

=

=

((D1

s

)−1

−D−1
0

)−1

+Q

−1

.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíóþ íåîäíîðîäíîñòü ñ èäåàëü-

íûì êîíòàêòîì íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñ ìàòðèöåé. Îïðåäåëèì, êàêèì äîëæåí

áûòü òåíçîð âêëàäà ýêâèâàëåíòíîé íåîäíîðîäíîñòè D∗
1, ÷òîáû îíà äàâàëà òà-

êîé æå âêëàä â ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà, êàê è íåîäíîðîäíîñòü ñ íåèäåàëüíûì

êîíòàêòîì. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.2.23), èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

HD =

[(
D1

s
−D0

)−1

+P

]−1

=
[
(D∗

1 −D0)
−1 +P

]−1

, (1.2.25)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíàÿ íåîäíîðîäíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

D∗
1 =

D1

s
. (1.2.26)

Òàêèì îáðàçîì, óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè (óâåëè÷åíèå ñêà÷êà

êîíöåíòðàöèè) ýêâèâàëåíòíî óâåëè÷åíèþ ïðîíèöàåìîñòè íåîäíîðîäíîñòè äëÿ

32



äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà.

Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà îïðåäåëèì âêëàä ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè

â ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî a1 = a2 = a,

n = e3 � îðò îñè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (ñì. Ðèñ. 1.2), è ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå äëèí ïîëóîñåé ñôåðîèäà γ = a3/a. Ýëëèïòè÷åñêèå

èíòåãðàëû â (1.2.20) ïðèìóò âèä [87]:

L1 = L2 =
2f0
a2a3

, L3 =
2
(
1− a2L1

)
a2a3

=
2 (1− 2f0)

a2a3
, (1.2.27)

ãäå ôóíêöèÿ

f0 = f0 (γ) =
1− g

2 (1− γ−2)
, (1.2.28)

çäåñü

g = g (γ) =


1

γ
√

1−γ2
arctan

√
1−γ2

γ , γ ≤ 1

1

2γ
√

γ2−1
ln

(
γ+
√

γ2−1

γ−
√

γ2−1

)
, γ ≥ 1.

(1.2.29)

Òîãäà òåíçîð êîíöåíòðàöèè ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ïðèìåò âèä [96]:

Λc =
D0

sD0 + f0 (D1 − sD0)
θ̃ +

D0

D1 − 2f0 (D1 − sD0)
nn, (1.2.30)

ãäå θ̃ = I− nn.

Òåíçîð Õèëëà ñôåðîèäà îïðåäåëÿåòñÿ êàê [87]

P =
1

D0

(
f0θ̃ + (1− 2f0)nn

)
. (1.2.31)

Â ðåçóëüòàòå, âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êîíöåíòðàöèè ñôåðîèäàëüíîé íåîäíî-

ðîäíîñòè, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (1.2.22), ñîâïàäàåò ñ (1.2.30). Òàêèì îáðà-

çîì, òåíçîð êîíöåíòðàöèè áûë ïîëó÷åí íåçàâèñèìî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Òåíçîð âêëàäà ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ñ íåèäåàëüíûì êîíòàêòîì,

îïðåäåëÿåìûé êàê ôîðìóëîé (1.2.9) ÷åðåç òåíçîð êîíöåíòðàöèè, òàê è ôîð-
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ìóëîé (1.2.23) ÷åðåç òåíçîð Õèëëà, ïðèíèìàåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ âèä

HD = D0

[
B1θ̃ +B2nn

]
, (1.2.32)

ãäå

B1 =
D1 − sD0

sD0 + f0 (D1 − sD0)
, B2 =

D1 − sD0

D1 − 2f0 (D1 − sD0)
. (1.2.33)

Ïðè ðàññìîòðåíèè â êà÷åñòâå íåîäíîðîäíîñòåé ïîð óäîáíî ââåñòè îòíîøå-

íèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ìàòðèöû è íåîäíîðîäíîñòè êàê α = D0/D1 è

îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû B1, B2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B1 =
1− sα

sα + f0 (1− sα)
, B2 =

1− sα

1− 2f0 (1− sα)
. (1.2.34)

Òîãäà óìåíüøåíèå sα = sD0/D1 = D0/D
∗
1 ïðè ôèêñèðîâàííîì êîýôôèöè-

åíòå äèôôóçèè ìàòðèöû D0 èìååò ìåñòî ïðè óâåëè÷åíèè êîýôôèöèåíòà äèô-

ôóçèè ýêâèâàëåíòíîé íåîäíîðîäíîñòèD∗
1. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðèD∗

1 → ∞,

sα = 0. Ïðè ýòîì D∗
1 → ∞ êàê â ñëó÷àå D1 → ∞, òàê è â ñëó÷àå s→ 0.

1.3. Ýôôåêòèâíûå äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà

Â ñëó÷àå ìàòåðèàëà ñ ìíîæåñòâåííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ñóììû èõ òåí-

çîðîâ âêëàäà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìèêðîñòðóêòóðíûõ ïàðàìåò-

ðîâ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ãåòåðîãåííîé

ñðåäû. Îáîáùèì èñïîëüçóåìûå â ëèòåðàòóðå ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè â òåðìè-

íàõ òåíçîðîâ âêëàäà äëÿ ó÷åòà ýôôåêòà ñåãðåãàöèè ïðè äèôôóçèè.

Ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè áóäåì èñõîäèòü èç òî-

ãî, ÷òî ãîìîãåíèçèðîâàííûé ìàòåðèàë óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó çàêîíó Ôèêà

⟨J⟩V = −De� · ⟨∇c⟩V . (1.3.1)
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1.3.1. Îáîáùåííûå ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè

Èòàê, âêëàä îòäåëüíîé èçîëèðîâàííîé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òåíçîð âêëàäà â

äèôôóçèþ HD èëè ÷åðåç òåíçîð âêëàäà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü äèôôóçèè HDR.

Â ðàìêàõ ìåòîäà ãîìîãåíèçàöèè áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíîñòåé

(NIA � Non-Interaction Approximation) íåîäíîðîäíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

èçîëèðîâàííûå, âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè ïðåíåáðåãàåòñÿ. Äîïîëíèòåëü-

íûé ïîòîê ïðè çàäàííîé íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà êîíöåíòðàöèè

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê [87]

δJ = −
∑
i

Vi
V
HD

i ·G0, (1.3.2)

ãäå i � êîëè÷åñòâî íåîäíîðîäíîñòåé.

Àëüòåðíàòèâíî ìîæíî ðàññìîòðåòü äîïîëíèòåëüíûé ãðàäèåíò êîíöåíòðà-

öèè, èíèöèèðîâàííûé ìíîæåñòâåííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè, ïðè çàäàííîì íà

ãðàíèöå ïîòîêå [87,96]:

δ∇c = −
∑
i

Vi
V
HDR

i · J0. (1.3.3)

Ñ ó÷åòîì (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3), ýôôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè ìîæåò

áûòü îïðåäåëåí îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

Deff = D0 +
1

V

∑
i

ViH
D
i , (1.3.4)

Deff =

{
D−1

0 +
1

V

∑
i

ViH
DR
i

}−1

. (1.3.5)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ñ ó÷åòîì âçàèìîâëèÿíèÿ íåîä-

íîðîäíîñòåé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ñàìîñîãëàñîâàííûå ñõå-

ìû. Â ñëó÷àå, êîãäà àíèçîòðîïèÿ ìàòåðèàëà ñâÿçàíà íå ñ àíèçîòðîïèåé ìàò-
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ðèöû/íåîäíîðîäíîñòåé, à ñ îïðåäåëåííîé îðèåíòàöèåé íåîäíîðîäíîñòåé, èñ-

ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ, â êîòîðûõ èçîëèðîâàííûå íåîäíî-

ðîäíîñòè ïîìåùàþòñÿ â ýôôåêòèâíîå ïîëå, â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íîå îò ïðè-

ëîæåííîãî íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà [130]. Ðàññìîòðèì äàëåå ñõå-

ìû Ìîðè-Òàíàêà, Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-Ëåâèíà è îáîáùèì èõ äëÿ ó÷åòà ýô-

ôåêòà ñåãðåãàöèè. Ñëåäóÿ [86, 87], ïðåäñòàâèì ñõåìû â òåðìèíàõ òåíçîðîâ

âêëàäà.

Îáðàòèìñÿ ñïåðâà ê ñõåìå ãîìîãåíèçàöèè, ïðåäëîæåííîé T. Mori è K.

Tanaka [129] è óòî÷íåííîé Y. Benveniste [45]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé ñõå-

ìû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ íåîäíîðîäíîñòü ïîìåùàåòñÿ â îäíîðîäíîå

ïîëå, ðàâíîå ñðåäíåìó ïî ìàòðèöå.

Ïóñòü íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà V çàäàíà êîíöåíòðàöèÿ. Òî-

ãäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.2.3) ïîëó÷èì

⟨∇c⟩V = G0 = s
1

V

∑
i

Vi ⟨∇c⟩i + (1− ϕ) ⟨∇c⟩m , (1.3.6)

ãäå ϕ =
∑
i

Vi/V � îáúåìíàÿ äîëÿ íåîäíîðîäíîñòåé, ⟨·⟩i è ⟨·⟩m îáîçíà÷àþò

îñðåäíåíèå ïî îáúåìó i-îé íåîäíîðîäíîñòè è ïî îáúåìó ìàòðèöû ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ñîãëàñíî èäåå ìåòîäà Ìîðè-Òàíàêà, ñðåäíåå ïîëå âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

⟨∇c⟩i = (Λc)i · ⟨∇c⟩m = (Λc)i ·G
e�, (1.3.7)

ãäå Ge� = ⟨∇c⟩m ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîëåì.

Òîãäà âûðàæåíèå (1.3.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

G0 =

[
s
1

V

∑
i

Vi (Λc)i + (1− ϕ) I

]
·Ge�, (1.3.8)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ýôôåêòèâíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Ge� =

[
s
1

V

∑
i

Vi (Λc)i + (1− ϕ) I

]−1

·G0. (1.3.9)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.2.4) äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íîé èçîëèðîâàííîé íåîäíî-

ðîäíîñòè è ñ ó÷åòîì çàêîíà Ôèêà

⟨J⟩V =
1

V

∑
i

Vi ⟨J⟩i + (1− ϕ) ⟨J⟩m = (1.3.10)

= − 1

V

∑
i

ViDi · ⟨∇c⟩i − (1− ϕ)D0 · ⟨∇c⟩m .

Ñ ó÷åòîì (1.3.7) è (1.3.6) ïîëó÷èì

⟨J⟩V = − 1

V

∑
i

ViDi · ⟨∇c⟩i −D0 ·

[
G0 − s

1

V

∑
i

Vi ⟨∇c⟩i

]
. =

= −D0 ·G0 − 1

V

∑
i

Vi (Di − sD0) · ⟨∇c⟩i =

= −

[
D0 ·G0 +

1

V

∑
i

Vi (Di − sD0) · (Λc)i ·G
e�

]
= (1.3.11)

= −

[
D0 +

(
1

V

∑
i

Vi (Di − sD0) · (Λc)i

)
·

(
s
1

V

∑
i

Vi (Λc)i + (1− ϕ) I

)−1
 ·G0.

Ïîñêîëüêó G0 = ⟨∇c⟩V , â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ôèêà â ïîñëåäíåì ðà-

âåíñòâå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ôèãóðèðóåò ýôôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè

De�. Âûðàæàÿ òåíçîð êîíöåíòðàöèè (Λc)i ÷åðåç òåíçîð âêëàäà íåîäíîðîä-

íîñòè â äèôôóçèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.2.9), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

37



âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè:

De� = D0 +
1

V

∑
i

ViH
D
i ·(

s
1

V

∑
i

Vi (Di − sD0)
−1 ·HD

i + (1− ϕ) I

)−1

= (1.3.12)

= D0 +
1

V

∑
i

ViH
D
i ·

((
D1

s
−D0

)−1

· 1
V

∑
i

ViH
D
i + (1− ϕ) I

)−1

.

Ïåðåïèøåì ñõåìó ãîìîãåíèçàöèè Ìîðè-Òàíàêà â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëà-

äà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü. Ïóñòü íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà V òåïåðü

çàäàí ïîòîê J0. Òîãäà

⟨J⟩V = J0 =
1

V

∑
i

Vi ⟨J⟩i + (1− ϕ) ⟨J⟩m . (1.3.13)

Ñðåäíåå ïîëå âíóòðè íåîäíîðîäíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñðåäíåå ïî ìàò-

ðèöå, ðàâíîå ýôôåêòèâíîìó, êàê

⟨J⟩i = (Λj)i · ⟨J⟩m = (Λj)i · J
e�. (1.3.14)

Òîãäà âûðàæåíèå (1.3.13) ïðèìåò âèä:

J0 =

[
1

V

∑
i

Vi (Λj)i + (1− ϕ) I

]
· Je�, (1.3.15)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ýôôåêòèâíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Je� =

[
1

V

∑
i

Vi (Λj)i + (1− ϕ) I

]−1

· J0. (1.3.16)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.2.3) äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íîé èçîëèðîâàííîé íåîäíî-

ðîäíîñòè è ñ ó÷åòîì çàêîíà Ôèêà, ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè, îñðåäíåííûé ïî
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ðåïðåçåíòàòèâíîìó îáúåìó, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨∇c⟩V = s
1

V

∑
i

Vi ⟨∇c⟩i + (1− ϕ) ⟨∇c⟩m = (1.3.17)

= −s 1
V

∑
i

ViD
−1
i · ⟨J⟩i − (1− ϕ)D−1

0 · ⟨J⟩m .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (1.3.14), (1.3.13) ïîëó÷èì

⟨∇c⟩V = −s 1
V

∑
i

ViD
−1
i · ⟨J⟩i −D−1

0 ·

[
J0 − 1

V

∑
i

Vi ⟨J⟩i

]
=

= −D−1
0 · J0 − 1

V

∑
i

Vi
(
sD−1

i −D−1
0

)
· ⟨J⟩i =

= −

[
D−1

0 · J0 +
1

V

∑
i

Vi
(
sD−1

i −D−1
0

)
· (Λj)i · J

e�

]
= (1.3.18)

= −

[
D−1

0 +

(
1

V

∑
i

Vi
(
sD−1

i −D−1
0

)
· (Λj)i

)
·

(
1

V

∑
i

Vi (Λj)i + (1− ϕ) I

)−1
 · J0,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ôèãóðèðóåò îáðàòíûé ýô-

ôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè
(
De�

)−1
.

Âûðàæàÿ òåíçîð (Λj)i ÷åðåç òåíçîð âêëàäà íåîäíîðîäíîñòè â ñîïðîòèâëÿ-

åìîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.2.14), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
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äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè:

De� =

{
D−1

0 +
1

V

∑
i

ViH
DR
i ·

(
1

V

∑
i

Vi
(
sDi

−1 −D0
−1
)−1 ·HDR

i + (1− ϕ) I

)−1


−1

= (1.3.19)

=

{
D−1

0 +
1

V

∑
i

ViH
DR
i ·

((D1

s

)−1

−D0
−1

)−1

· 1
V

∑
i

ViH
DR
i + (1− ϕ) I

−1


−1

.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñõåìû Ìàêñâåëëà. Ñîãëàñíî îñíîâíîé ãèïîòåçå

ìåòîäà [115,149], ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæå-

íèÿ î òîì, ÷òî âîçìóùåíèå ïîëÿ â óäàëåííîé òî÷êå, ñîçäàâàåìîå ìíîæåñòâîì

èçîëèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé, ñîâïàäàåò ñ âîçìóùåíèåì ïîëÿ â ýòîé òî÷-

êå, ãåíåðèðóåìûì ôèêòèâíîé îáëàñòüþ Ω ñ ïîäëåæàùèìè îïðåäåëåíèþ ýô-

ôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèìåíÿÿ äàííóþ ãèïîòåçó ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ

ýôôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ, èìååì â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â

äèôôóçèþ
VΩ
V

HD
eff =

1

V

∑
i

ViH
D
i , (1.3.20)

ãäå HD
eff � òåíçîð âêëàäà ôèêòèâíîé îáëàñòè. Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà âêëàäà

ôèêòèâíîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå òîëüêî äëÿ ýëëèïñîè-

äàëüíîé ôîðìû îáëàñòè Ω. Â òàêîì ñëó÷àå òåíçîð âêëàäà ìîæåò áûòü îïðåäå-

ëåí ÷åðåç òåíçîð Õèëëà ôèêòèâíîé îáëàñòè PΩ ôîðìóëîé (1.2.23), â êîòîðîé

îáîçíà÷èì ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè, îïðåäåëÿþùèé ïîñòîÿííûé ñêà÷îê íà ãðà-

íèöå ðàçäåëà ìàòðèöà/ôèêòèâíàÿ îáëàñòü êàê sΩ. Òîãäà ðàâåíñòâî (1.3.20)
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ïðèìåò âèä

VΩ
V

[(
Deff

sΩ
−D0

)−1

+PΩ

]
=

1

V

∑
i

ViH
D
i ,

îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè

De� = sΩ

D0 +

[ 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

]−1

−PΩ

−1
 . (1.3.21)

Ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû Ìàêñâåëëà â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â ñîïðî-

òèâëÿåìîñòü, ñîãëàñíî îñíîâíîé ãèïîòåçå ìåòîäà èìååì [96]

VΩ
V

HDR
e� =

1

V

∑
i

ViH
DR
i , (1.3.22)

ãäå HDR
e� � òåíçîð âêëàäà ôèêòèâíîé îáëàñòè. Äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé ôèêòèâ-

íîé îáëàñòè òåíçîð âêëàäà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç òåíçîð Õèëëà QΩ ôîðìóëîé

(1.2.24). Òîãäà ðàâåíñòâî (1.3.22) ïðèìåò âèä

VΩ
V

((De�

sΩ

)−1

−D−1
0

)−1

+QΩ

−1

=
1

V

∑
i

ViH
DR
i ,

îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè

De� = sΩ

D−1
0 +

[ 1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

]−1

−QΩ

−1


−1

. (1.3.23)

Â îòñóòñòâèå PΩ, QΩ ýôôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè ñîâïàäàåò ñ îïðåäå-

ëÿåìûì â ðàìêàõ NIA. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èçîëèðîâàííû-

ìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ó÷èòûâàåòñÿ â ñõåìå Ìàêñâåëëà ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ

â ðàññìîòðåíèå ôèêòèâíîé îáëàñòè Ω. Ôîðìà îáëàñòè äîëæíà êîððåêòíî ó÷è-

òûâàòü ôîðìû èçîëèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé, èõ îðèåíòàöèþ è ñâîéñòâà.
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Âîïðîñ âûáîðà ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû ôèêòèâíîé îáëàñòè Ω äåòàëüíî îá-

ñóæäàåòñÿ â ñòàòüå [148]. Â ÷àñòíîñòè, îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðè èçîòðîïíîì ðàñ-

ïðåäåëåíèè îäèíàêîâûõ ïî ôîðìå íåîäíîðîäíîñòåé ôîðìà îáëàñòè äîëæíà

áûòü ñôåðè÷åñêîé, à ïðè ïàðàëëåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè � ñîâïàäàòü ñ ôîðìîé

èçîëèðîâàííîé íåîäíîðîäíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìà ôèêòèâíîé îáëàñòè

âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ãèïîòåçû, îñíîâàííîé íà òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå äëèí ïî-

ëóîñåé ýëëèïñîèäà ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ðàâíûì îòíîøåíèþ êîìïî-

íåíò îäíîãî èç òåíçîðîâ Õèëëà. Íà Ðèñ. 1.3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè γΩ (γ)

äëÿ ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè, ââåäåííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðåäñòàâëåííûì â [148] ðåêîìåíäàöèÿìè (e3 � îðò îñè ñèììåòðèè).

Áóäåì äàëåå ïîëàãàòü ïðè ðàññìîòðåíèè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòå-

ðèàëà, ÷òî ôèêòèâíàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ñôåðîèäîì ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí ïî-

ëóîñåé

γΩ =

1
V

∑
i

ViP11

1
V

∑
i

ViP33

. (1.3.24)

Ðèñ. 1.3. Çàâèñèìîñòè γΩ îò êîìïîíåíò òåíçîðîâ Õèëëà â ñëó÷àå åäèíè÷íîé
íåîäíîðîäíîñòè

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âûðàæåíèÿ (1.3.21), (1.3.23) äëÿ ýôôåêòèâ-

íîãî òåíçîðà äèôôóçèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àëüòåðíàòèâíî ïðè ðàññìîò-

ðåíèè ýêâèâàëåíòíîé ôèêòèâíîé îáëàñòè ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì
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äèôôóçèè DΩ
e� = De�/sΩ. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì âûðàæåíèÿì,

ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà sΩ, êî-

òîðûé îïðåäåëÿåò ñêà÷îê íà ôèêòèâíîé ãðàíèöå è ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò

áûòü èçìåðåí. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ sΩ = 0, ìàòåðèàë ïåðåñòàåò áûòü íàñû-

ùàåìûì, ÷òî âûçûâàåò ñîìíåíèÿ ïî ïîâîäó ðåçîííîñòè ðàññìîòðåíèÿ íåèäå-

àëüíîãî êîíòàêòà íà ôèêòèâíîé ãðàíèöå. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì

sΩ = 1.

Ñõåìó Ìàêñâåëëà ìîæíî îòíåñòè ê ìåòîäàì ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ. Â ðàáî-

òå [87] ñîîòâåòñòâóþùåå ñõåìå Ìàêñâåëëà ýôôåêòèâíîå ïîëå áûëî íàéäåíî â

êîíòåêñòå çàäà÷è óïðóãîñòè. Ñëåäóÿ [87], îïðåäåëèì ýôôåêòèâíîå ïîëå â êîí-

òåêñòå çàäà÷è äèôôóçèè. Åñëè íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà çàäàíà

êîíöåíòðàöèÿ, òî

⟨J⟩V = −Deff ·G0 = −

D0 +

( 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

)−1

−PΩ

−1
 ·G0 =

= −

D0 +

(I−PΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

)
·

(
1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

)−1
−1

 ·G0 =

= −

D0 +

(
1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

)
·

(
I−PΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

)−1
 ·G0,

ãäå â ðîëè ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ âûñòóïàåò

Ge� =

[
I−PΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

]−1

·G0. (1.3.25)

Àíàëîãè÷íî, çàäàâàÿ íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà ïîòîê, ïîëó-
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÷èì

⟨∇c⟩V = −
(
Deff

)−1 · J0 = −

D−1
0 +

( 1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

)−1

−QΩ

−1
 · J0 =

= −

D−1
0 +

(I−QΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

)
·

(
1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

)−1
−1

 · J0 =

= −

D−1
0 +

(
1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

)
·

(
I−QΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

)−1
 · J0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíîå ïîëå â ñõåìå Ìàêñâåëëà èìååò âèä

Jeff =

[
I−QΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
DR
i

]−1

· J0. (1.3.26)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåòîä ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ Êàíàóíà-Ëåâèíà [89, 107].

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäàÿ íåîäíîðîäíîñòü ïîìåùàåòñÿ â

ýôôåêòèâíîå ïîëå, çàâèñÿùåå îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðîâ

íåîäíîðîäíîñòåé. Â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îá-

ëàñòåé, çàíÿòûõ íåîäíîðîäíîñòÿìè (çíà÷åíèå ôóíêöèé â òî÷êå ðàâíî åäèíèöå

èëè íóëþ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíàäëåæèò òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîé îáëà-

ñòè èëè íåò). Êàæäàÿ íåîäíîðîäíîñòü îêðóæàåòñÿ îïðåäåëåííîé �çàïðåòíîé

çîíîé�, õàðàêòåðèçóþùåé ñèììåòðèþ òåêñòóðû, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ

ñîñåäíèìè. Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà �çàïðåòíàÿ çîíà� èìååò ôîðìó ýëëèï-

ñîèäà.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà çàäàíà

êîíöåíòðàöèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé ïðîâîäèìîñòè, ðàññìîòðåííîé â [87],

îïðåäåëèì ýôôåêòèâíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íà êàæäóþ íåîäíîðîäíîñòü, â
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òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà êàê

Geff =

[
I−PΛ · 1

V

∑
i

ViH
D
i

]−1

·G0, (1.3.27)

ãäå PΛ � òåíçîð Õèëëà ýëëèïñîèäàëüíîé �çàïðåòíîé çîíû�.

Âûâîä âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè ïîëíîñòüþ àíà-

ëîãè÷åí âûâîäó, ïðåäñòàâëåííîìó äëÿ ñõåìû Ìîðè-Òàíàêà. Ïðè ýòîì âìå-

ñòî ôîðìóëû (1.3.9) äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (1.3.27).

Èòàê, ñ ó÷åòîì (1.3.10) ïîëó÷àåì

⟨J⟩V = −

[
D0 ·G0 +

1

V

∑
i

Vi (Di − sD0) · (Λc)i ·G
e�

]
=

= −

[
D0 +

(
1

V

∑
i

Vi (Di − sD0) · (Λc)i

)
· (1.3.28)

(
I−PΛ · 1

V

∑
i

ViH
D
i

)−1
 ·G0,

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè:

De� = D0 +
1

V

∑
i

ViH
D
i ·

(
I−PΛ · 1

V

∑
i

ViH
D
i

)−1

= (1.3.29)

= D0 +

( 1

V

∑
i

ViH
D
i

)−1

−PΛ

−1

.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà ãðàíèöå ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà çàäàí

ïîòîê. Òîãäà ýôôåêòèâíîå ïîëå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

Jeff =

[
I−QΛ · 1

V

∑
i

ViH
DR
i

]−1

· J0, (1.3.30)

ãäå QΛ � òåíçîð Õèëëà ýëëèïñîèäàëüíîé �çàïðåòíîé çîíû�.
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Ïðåäñòàâèâ ñðåäíèé ïî ðåïðåçåíòàòèâíîìó îáúåìó ãðàäèåíò êîíöåíòðà-

öèè â âèäå

⟨∇c⟩V = −

[
D−1

0 · J0 +
1

V

∑
i

Vi
(
sD−1

i −D−1
0

)
· (Λj)i · J

e�

]
=

= −

[
D−1

0 +

(
1

V

∑
i

Vi
(
sD−1

i −D−1
0

)
· (Λj)i

)
· (1.3.31)

(
I−QΛ · 1

V

∑
i

ViH
DR
i

)−1
 · J0,

ïîëó÷èì

De� =

D−1
0 +

1

V

∑
i

ViH
DR
i ·

(
I−QΛ · 1

V

∑
i

ViH
DR
i

)−1
−1

= (1.3.32)

=

D−1
0 +

( 1

V

∑
i

ViH
DR
i

)−1

−QΛ

−1


−1

.

Â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþ-

ùèõ ôîðì �çàïðåòíîé� çîíû â ñõåìå Êàíàóíà-Ëåâèíà:

1) Ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé îòäåëüíîé íåîäíîðîäíîñòè;

2) Ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðîâ íåîäíîðîäíîñòåé);

3) Ôîðìà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé �ýôôåêòèâíîé íåîäíîðîäíîñòè�. Â ýòîì ñëó-

÷àå ôîðìà îáëàñòè ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëà-

åòñÿ â ñõåìå Ìàêñâåëëà äëÿ ôèêòèâíîé ãîìîãåíèçèðîâàííîé îáëàñòè, è

ñõåìû ñîâïàäóò.

Àíàëèçèðóÿ âûâåäåííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ Ìîðè-Òàíàêà, Ìàêñâåëëà è

Êàíàóíà-Ëåâèíà ôîðìóëû (1.3.12), (1.3.19), (1.3.21), (1.3.23), (1.3.29), (1.3.32)
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äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùå-

ãî íåîäíîðîäíîñòè ñ íåèäåàëüíûìè êîíòàêòàìè, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,

÷òî îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àëüòåðíàòèâíî ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòåðèàëà

ñ ýêâèâàëåíòíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ñ èäåàëüíûìè êîíòàêòàìè íà ãðàíèöàõ

ðàçäåëà ôàç, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ òåíçîðîì äèôôóçèè D∗
1 = D1/s.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñõåìû ãîìîãåíèçàöèè Ìîðè-Òàíêà, Ìàêñâåëëà è

Êàíàóíà-Ëåâèíà ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè, ò.å. ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â òåðìè-

íàõ òåíçîðîâ âêëàäà â äèôôóçèþ, ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â

òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü (èíûìè ñëîâàìè, ñîâïàäàþò

ôîðìóëû (1.3.12) è (1.3.19), (1.3.21) è (1.3.23), (1.3.29) è (1.3.32)).

Ïðåäñòàâèì îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî òåí-

çîðà äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñ îäèíàêîâûìè ïî ôîðìå íåîäíîðîäíîñòÿìè â ðàì-

êàõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà. Ñóììàðíûé âêëàä

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ÷åðåç îáúåìíóþ äîëþ íåîäíîðîäíîñòåé ϕ =
∑
i

Vi/V è

îñðåäíåííûé ïî îðèåíòàöèÿì íåîäíîðîäíîñòåé òåíçîð
〈
HD
〉
èëè

〈
HDR

〉
.

Âûðàæåíèÿ (1.3.4), (1.3.5), ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ NIA, ñâåäóòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî ê

Deff = D0 + ϕ
〈
HD
〉
, (1.3.33)

Deff =
{
D−1

0 +
〈
ϕHDR

〉}−1
. (1.3.34)

Âûðàæåíèÿ (1.3.12), (1.3.19), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîðè-Òàíàêà,

ïðèìóò âèä

Deff = D0 + ϕ
〈
HD
〉
·

[(
D1

s
−D0

)−1

· ϕ
〈
HD
〉
+ (1− ϕ) I

]−1

= (1.3.35)

=

D−1
0 + ϕ

〈
HDR

〉
·

((D1

s

)−1

−D−1
0

)−1

· ϕ
〈
HDR

〉
+ (1− ϕ) I

−1


−1

.
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Âûðàæåíèÿ (1.3.21), (1.3.23), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ìàêñâåëëà,

áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

Deff = D0 +
[(
ϕ
〈
HD
〉)−1 −PΩ

]−1

= (1.3.36)

=

{
D−1

0 +
[(
ϕ
〈
HDR

〉)−1 −QΩ

]−1
}−1

.

Âûðàæåíèÿ (1.3.29), (1.3.32), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Êàíàóíà-

Ëåâèíà, ïðèìóò âèä

Deff = D0 +
[(
ϕ
〈
HD
〉)−1 −PΛ

]−1

= (1.3.37)

=

{
D−1

0 +
[(
ϕ
〈
HDR

〉)−1 −QΛ

]−1
}−1

.

Ïåðå÷èñëèì ñèòóàöèè, êîãäà ñõåìû Ìîðè-Òàíêà, Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-

Ëåâèíà ñîâïàäàþò.

� Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Êàíàóíà-Ëåâèíà, ñîâïàäàþò

ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìàêñâåëëà, êîãäà ýëëèï-

ñîèäàëüíàÿ ôîðìà �çàïðåòíîé çîíû� â ñõåìå Êàíàóíà-Ëåâèíà ñîâïàäàåò

ñ ôîðìîé ôèêòèâíîé îáëàñòè â ñõåìå Ìàêñâåëëà.

� Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Êàíàóíà-Ëåâèíà, ñîâïàäàþò

ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîðè-Òàíàêà, â ñëó÷àå

ïàðàëëåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé, êîãäà ïðè ýòîì ôîðìà

�çàïðåòíîé çîíû� â ñõåìå Êàíàóíà-Ëåâèíà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé îòäåëüíîé

íåîäíîðîäíîñòè.

� Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìàêñâåëëà, ñîâïàäàþò ñ ðå-

çóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîðè-Òàíàêà â ñëó÷àå ïà-

ðàëëåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé (ïðè ýòîì ôîðìà ôèêòèâ-

íîé îáëàñòè â ñõåìå Ìàêñâåëëà âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé îòäåëüíîé
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íåîäíîðîäíîñòè).

Òàêèì îáðàçîì, ñõåìû ñîâïàäàþò ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è â êîíòåêñòå

çàäà÷è ïðîâîäèìîñòè [87].

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òîëüêî ñõåìà Ìîðè-Òàíàêà äàåò ôèçè÷åñêè

íåïðîòèâîðå÷èâûé ðåçóëüòàò ïðè ëþáîì çíà÷åíèè îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîä-

íîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ϕ = 1 ýôôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè ñîâïàäàåò ñ

òåíçîðîì äèôôóçèè ýêâèâàëåíòíîé íåîäíîðîäíîñòè (De� = D∗
1), ÷òî îçíà÷à-

åò, ÷òî ñâîéñòâà ãåòåðîãåííîãî ìàòåðèàëà îæèäàåìî ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè

íåîäíîðîäíîñòè. Êîãäà D∗
1 = D1/s, ýôôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè çàâè-

ñèò îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè. Ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-

Ëåâèíà äàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïðè ϕ = 1 òîëüêî â ñëó÷àå ïàðàë-

ëåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé, ïðè ýòîì â ñõåìå Êàíàóíà-Ëåâèíà

ôîðìà �çàïðåòíîé çîíû� äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ôîðìîé íåîäíîðîäíîñòè.

Êðîìå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåí-

òàöèÿì ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà èñïîëüçîâàíèå ñõåì ãî-

ìîãåíèçàöèè Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-Ëåâèíà. Âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîá-

êàõ â ïåðâûõ ðàâåíñòâàõ â óðàâíåíèÿõ (1.3.36) è (1.3.37) íå äîëæíû áûòü

ðàâíû íóëþ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçíèêíåò ñèíãóëÿðíîñòü). Âî èçáåæàíèå

�èñêóññòâåííîãî� ýôôåêòà èç-çà íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíîñòè, íå èìåþùåé ôèçè-

÷åñêîãî ñìûñëà, â [153] áûëà ïðåäëîæåíà ëèíåàðèçàöèÿ ñõåìû Ìàêñâåëëà

ïî âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó íåîäíîðîäíîñòÿìè â êîíòåêñòå çàäà÷è óïðóãîñòè.

Ñëåäóÿ [153], ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.3.21) â âèäå

Deff = D0 +
1

VΩ

∑
i

ViH
D
i ·

(
I−PΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i

)−1

. (1.3.38)

Âûðàæåíèå (1.3.38) ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Deff ≈ D0 +
1

VΩ

∑
i

ViH
D
i +

1

VΩ

∑
i

ViH
D
i ·PΩ · 1

VΩ

∑
i

ViH
D
i . (1.3.39)
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Ïðè ëèíåàðèçàöèè èñïîëüçîâàëîñü ïðåäñòàâëåíèå ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà

äèôôóçèè â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäàHD
i âî èçáåæàíèå ñèíãóëÿðíîñòè, âîç-

íèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ â òåðìèíàõ HDR
i .

Äëÿ ìàòåðèàëà ñ îäèíàêîâûìè ïî ôîðìå íåîäíîðîäíîñòÿìè ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè, ïîëó÷åííîå â

ðàìêàõ ëèíåàðèçîâàííîé ñõåìû Ìàêñâåëëà:

Deff ≈ D0 + ϕ
〈
HD
〉
+ ϕ2

〈
HD
〉
·PΩ ·

〈
HD
〉
. (1.3.40)

1.3.2. Ýôôåêòèâíûé òåíçîð äèôôóçèè òðàíñâåðñàëüíî-

èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

Ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ìàòåðèàë ñî ñôåðîèäàëüíûìè ïî-

ðàìè, èìåþùèìè ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå-

íèåì ñõåì â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â äèôôóçèþ. Îñðåäíåííûé ïî îðèåí-

òàöèÿì òåíçîð âêëàäà èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

〈
HD
〉
= D0 [aHθ + bHmm] (1.3.41)

ãäå θ = I−mm, m � îðò îñè ñèììåòðèè ìàòåðèàëà.

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà âêëàäà ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè

(1.2.32), åãî îñðåäíåíèå ïî îðèåíòàöèÿì ñâîäèòñÿ ê îñðåäíåíèþ äèàäû nn. Â

ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (1.1.2) ïîëó÷èì

aH = B1 (1− g1) +B2g1, bH = B1 (1− g2) +B2g2, (1.3.42)
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ãäå ôóíêöèè g1 = g1 (λ), g2 = g2 (λ) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

g1 = g1 (λ) =
18− e−

λπ
2 λ
(
3 + λ2

)
6 (9 + λ2)

,

g2 = g2 (λ) =

(
3 + e−

λπ
2 λ
) (

3 + λ2
)

3 (9 + λ2)
.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé

ïî îðèåíòàöèÿì (ïðè λ = 0)

aH = bH =
2B1

3
+
B2

3
= η (s, γ, α) , (1.3.43)

à ïðè ïàðàëëåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè (ïðè λ→ ∞)

aH = B1 (s, γ, α) , bH = B2 (s, γ, α) , (1.3.44)

ãäå B1 (s, γ, α), B2 (s, γ, α) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (1.2.33).

Ñõåìó Ìîðè-Òàíàêà, ïðåäñòàâëåííóþ ôîðìóëîé (1.3.35), ìîæíî ïåðåïè-
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ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Deff = D0I+ ϕD0 (aHθ + bHmm) ·[
(1− ϕ) I+ ϕ

sD0

D1 − sD0
· (aHθ + bHmm)

]−1

=

= D0I+ ϕD0 (aHθ + bHmm) ·[
D1 − sD0

ϕaHsD0 + (1− ϕ) (D1 − sD0)
θ +

D1 − sD0

ϕbHsD0 + (1− ϕ) (D1 − sD0)
mm

]
=

= D0

(
1 +

ϕaH (D1 − sD0)

ϕaHsD0 + (1− ϕ) (D1 − sD0)

)
θ+ (1.3.45)

+D0

(
1 +

ϕbH (D1 − sD0)

ϕbHsD0 + (1− ϕ) (D1 − sD0)

)
mm =

= D0

(
1 +

ϕaH (1− sα)

ϕaHsα + (1− ϕ) (1− sα)

)
θ+

+D0

(
1 +

ϕbH (1− sα)

ϕbHsα + (1− ϕ) (1− sα)

)
mm.

Ñõåìà Ìàêñâåëëà, ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìóëîé (1.3.36), ïðèìåò âèä

Deff = D0I+

[
1

ϕ

1

D0

(
1

aH
θ +

1

bH
mm

)
−PΩ

]−1

= (1.3.46)

= D0

(
1 +

ϕaH
1− ϕaHPΩ11

D0

)
θ +D0

(
1 +

ϕbH
1− ϕbHPΩ33

D0

)
mm.

Ñõåìó Êàíàóíà-Ëåâèíà, ïðåäñòàâëåííóþ ôîðìóëîé (1.3.37), ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü êàê

Deff = D0I+

[
1

ϕ

1

D0

(
1

aH
θ +

1

bH
mm

)
−PΛ

]−1

= (1.3.47)

= D0

(
1 +

ϕaH
1− ϕaHPΛ11

D0

)
θ +D0

(
1 +

ϕbH
1− ϕbHPΛ33

D0

)
mm.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíî-

ñòåé, âûçâàííîå íàëè÷èåì ñèíãóëÿðíîñòè â ñõåìàõ Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-

Ëåâèíà, îïðåäåëÿåòñÿ èç íåðàâåíñòâà íóëþ çíàìåíàòåëåé â (1.3.46), (1.3.47),
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îòêóäà ñëåäóåò ϕ <
1

aH(s,γ,α)D0P11(D0,γ̃)

ϕ < 1
bH(s,γ,α)D0P33(D0,γ̃)

,
(1.3.48)

ãäå γ̃ = γΩ â ñëó÷àå ñõåìû Ìàêñâåëëà è γ̃ = γΛ â ñëó÷àå ñõåìû Êàíàóíà-

Ëåâèíà.

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà Õèëëà ñôåðîèäà (1.2.31), ãäå çàìåíèì

θ̃ íà θ, n íà m, γ íà γ̃, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîϕ <
1

aH(s,γ,α)f0(γ̃)

ϕ < 1
bH(s,γ,α)(1−2f0(γ̃))

.
(1.3.49)

Ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèÿì (1.3.49), �ìàòåìàòè÷åñêîå� ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

îáúåìíîé äîëè ïàðàëëåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé áîëüøå èëè

ðàâíî åäèíèöû: ϕ <
αs+(1−αs)f0(γ)
(1−αs)f0(γ)

= 1 + αs
(1−αs)f0(γ)

ϕ < 1−2(1−αs)f0(γ)
(1−αs)(1−2f0(γ))

= 1 + αs
(1−αs)(1−2f0(γ))

.
(1.3.50)

Çíà÷åíèå îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíîñòåé ϕ = 1 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê �ôèçè÷åñêîå� ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïàðàëëåëüíî îðè-

åíòèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîñòè íå âîçíèêàåò. Îòìå-

òèì, ÷òî çäåñü ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôîðìà çàïðåòíîé çîíû â ñõåìå Êàíàóíà-

Ëåâèíà ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé îòäåëüíîé íåîäíîðîäíîñòè.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîäíîðîäíîñòè îðèåíòèðîâàíû íå ïàðàëëåëüíî, ïðå-

äåëüíîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè (1.3.49), ìîæåò áûòü ìåíüøå åäè-

íèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé ïî

îðèåíòàöèÿì

ϕ <
3

η (s, γ, α)
, (1.3.51)
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è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ϕ ≥ 1 âîçíèêàþò ïðè η ≤ 3 (η îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(1.3.43)), ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ ñôåðè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé. �Ôèçè÷åñêîå�

ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ϕ = 1 äîñòèãàåòñÿ ïðè αs = 0, ò.å. ïðè D0/D
∗
1 = 0, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ïðè D∗
1 → ∞.

Èñïîëüçîâàíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñõåìû Ìàêñâåëëà, â êîòîðîé íå âîçíè-

êàåò �íåôèçè÷íîé� ñèíãóëÿðíîñòè, ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ

ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè:

Deff ≈ D0

(
1 + ϕaH + ϕ2a2HD0PΩ11

)
θ+ (1.3.52)

+D0

(
1 + ϕbH + ϕ2b2HD0PΩ33

)
mm.

1.4. Ãðàíèöû ýôôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ

Ïðåäñòàâëåííûå â [87] ãðàíèöû äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ

äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ñ èäåàëüíûìè êîíòàêòàìè. Ïî-

ñêîëüêó íåîäíîðîäíîñòü ñ íåèäåàëüíûì êîíòàêòîì ìîæåò áûòü çàìåíåíà ýê-

âèâàëåíòíîé íåîäíîðîäíîñòüþ ñ èäåàëüíûì êîíòàêòîì, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ

êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D∗
1, ïðåäñòàâèì ãðàíèöû Âèíåðà, îñíîâàííûå íà

ïðèìåíåíèè �ïðàâèëà ñìåñåé� êàê

D0D
∗
1

D0ϕ+D∗
1 (1− ϕ)

≤ Deff ≤ D0 (1− ϕ) +D∗
1ϕ, (1.4.1)

çäåñü ó÷òåíî, ÷òî D∗
1 > D0.

Ãðàíèöû Õàøèíà-Øòðèêìàíà äëÿ èçîòðîïíîãî íà ìàêðîóðîâíå ìàòåðèà-

ëà ñ ó÷åòîì D∗
1 > D0 èìåþò âèä

D0 +
ϕ

1−ϕ
3D0

+ 1
D∗

1−D0

≤ Deff ≤ D∗
1 +

1− ϕ
ϕ

3D∗
1
+ 1

D0−D∗
1

. (1.4.2)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî D0/D1 = α è ÷òî ýêâèâàëåíòíàÿ íåîäíîðîäíîñòü õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D∗
1 = D1/s, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îáîá-

ùåíèÿ ãðàíèö Âèíåðà:

1

αsϕ+ (1− ϕ)
≤ Deff

D0
≤ (1− ϕ) +

1

αs
ϕ, (1.4.3)

è ãðàíèö Õàøèíà-Øòðèêìàíà:

1 +
3ϕ (1− αs)

(1− ϕ) (1− αs) + 3αs
≤ Deff

D0
≤ 1

αs
+

1

αs

3 (1− ϕ) (αs− 1)

ϕ (αs− 1) + 3
. (1.4.4)

Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ãåòåðîãåííîãî ìàòåðèàëà äîëæ-

íû óäîâëåòâîðÿòü ïîñòðîåííûì ãðàíèöàì: ãðàíèöàì Âèíåðà ïðè ïðîèçâîëü-

íîé ãåîìåòðèè ìèêðîñòðóêòóðû è áîëåå óçêèì ãðàíèöàì Õàøèíà-Øòðèêìàíà

â ñëó÷àå ãåîìåòðèè, ïðè êîòîðîé ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì íà ìàêðî-

óðîâíå. Íàðóøåíèå ãðàíèö óêàçûâàåò íà ñåðüåçíûé íåäîñòàòîê òîé èëè èíîé

ñõåìû ãîìîãåíèçàöèè è îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü åå ïðèìåíèìîñòè.

1.5. Âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðû íà ýôôåêòèâíûå êîýôôè-

öèåíòû äèôôóçèè

Ñîãëàñíî èìåþùèìñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûì, îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòà

îáúåìíîé äèôôóçèè ê êîýôôèöèåíòó çåðíîãðàíè÷íîé äèôôóçèè αm âàðüè-

ðóåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå îò 0.001 äî 0.2, à îòíîøåíèå ýôôåêòèâíîãî êî-

ýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïîëèêðèñòàëëà ê êîýôôèöèåíòó îáúåìíîé äèôôóçèè

αe�m óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà çåðíà [48,96]. Ñëåäóÿ [96], ïîëî-

æèì αm = 0.015 è αe�m = 2.2�4.4. Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ D1 = DGB è

ôîðìóëû (1.1.1) ïîëó÷èì, ÷òî îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè α ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå îò 0.03 äî 0.07. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì

α = 0.05.

55



Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå õàðàêòåðíîãî äëÿ ïðîöåññà äèôôóçèè ýôôåê-

òà ñåãðåãàöèè íà ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùèõ ôîðì ñôåðîèäàëüíûõ ïîð: ñïëþñ-

íóòûõ ñôåðîèäîâ ñ γ = 0.1, âûòÿíóòûõ ñôåðîèäîâ ñ γ = 10 è ñôåð (γ = 1).

Ðàññìîòðèì èçîòðîïíûé íà ìàêðîóðîâíå ìàòåðèàë è ïðîâåðèì, óäîâëå-

òâîðÿþò ëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ â ðàçäåëå 1.3

ñõåì Ìàêñâåëëà, Ìîðè-Òàíàêà (M-T) è Êàíàóíà-Ëåâèíà (K-L) ïîñòðîåííûì

â ðàçäåëå 1.4 îöåíêàì, îáîáùàþùèì ãðàíèöû Õàøèíà-Øòðèêìàíà (H-S).

Íà Ðèñ. 1.4 ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé ðåçóëü-

òàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñõåì, ñîâïàäàþò ñ íèæíåé

ãðàíèöåé (ïðè ýòîì ñõåìà Êàíàóíà-Ëåâèíà ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé Ìàêñâåëëà,

ò.ê. äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âûïîëíÿåòñÿ γΛ = γΩ = 1), êàê è â çàäà-

÷è ïðîâîäèìîñòè. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò çàäà÷ ïðîâîäèìîñòè, îáå ãðàíèöû

íåïîñòîÿííû è çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè. Óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ñå-

ãðåãàöèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ãðàíèö. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷óâñòâèòåëüíà ê

çíà÷åíèþ s äàæå ïðè ìàëûõ îáúåìíûõ äîëÿõ íåîäíîðîäíîñòåé, òîãäà êàê

íèæíÿÿ ãðàíèöà ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ϕ.

Ðèñ. 1.4. Ñîîòâåòñòâèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñî
ñôåðè÷åñêèìè ïîðàìè ãðàíèöàì Õàøèíà-Øòðèêìàíà

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 1.5 çàâèñèìîñòÿì, â ñëó÷àå ñïëþñíóòûõ
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è âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð òîëüêî ñõåìà Ìîðè-Òàíàêà äàåò ýôôåêòèâ-

íûå ñâîéñòâà, íàõîäÿùèåñÿ ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè, â òî âðåìÿ

êàê ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñõåì Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-Ëåâèíà,

íàðóøàþò âåðõíþþ ãðàíèöó èç-çà íàëè÷èÿ �íåôèçè÷íîé� ñèíãóëÿðíîñòè. Ëè-

íåàðèçîâàííàÿ ñõåìà Ìàêñâåëëà ëèøåíà òàêîãî íåäîñòàòêà, îäíàêî, îíà íàðó-

øàåò íèæíþþ ãðàíèöó ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíî-

ñòåé. Â òî æå âðåìÿ, ýòî çíà÷åíèå áîëüøå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì �îðèãèíàëü-

íàÿ� ñõåìà Ìàêñâåëëà íàðóøàåò âåðõíþþ ãðàíèöó, à ñàìà ëèíåàðèçîâàííàÿ

ñõåìà äàåò çíà÷åíèÿ, áîëåå áëèçêèå ê ñõåìå Ìîðè-Òàíàêà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâó-

åò î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè åå èñïîëüçîâàíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíîãî

êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñ âûñîêîé ïîðèñòîñòüþ (ïî ñðàâíåíèþ ñ

�îðèãèíàëüíîé� ñõåìîé Ìàêñâåëëà). Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè s = 0.5.

Ðèñ. 1.5. Ñîîòâåòñòâèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìàòåðèàëà
ñî ñïëþñíóòíûìè (ñëåâà) è âûòÿíóòûìè (ñïðàâà) ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè
ãðàíèöàì Õàøèíà-Øòðèêìàíà; s = 0.5

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.3.51), ìàòåìàòè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà îáúåìíóþ äî-

ëþ íåîäíîðîäíîñòåé â ñõåìàõ Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-Ëåâèíà îïðåäåëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà η, çàâèñèìîñòü êîòîðîãî îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè

äëÿ ñïëþñíóòûõ è âûòÿíóòûõ íåîäíîðîäíîñòåé ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 1.6. Ïî-

ñêîëüêó, ñîãëàñíî Ðèñ. 1.6, ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè çíà÷åíèå
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η óâåëè÷èâàåòñÿ, óâåëè÷åíèå ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìàò-

ðèöà/íåîäíîðîäíîñòü ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñõåìàìè âåðõíåé ãðàíèöû ïðè

ìåíüøåì çíà÷åíèè îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíîñòåé.

Ðèñ. 1.6. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà η îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè

Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñ ïðîèç-

âîëüíî îðèåíòèðîâàííûìè ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè

s, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ Ìîðè-Òàíàêà, Êàíàóíà-Ëåâèíà è

ñõåìû Ìàêñâåëëà, ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1.7. Âî èçáåæàíèå ïðîáëåìû ñèíãóëÿð-

íîñòè, ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ϕ = 0.1. Óâåëè÷åíèå ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè

(ò.å. óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè) óâåëè÷èâàåò ýôôåêòèâíûé êîýôôè-

öèåíò äèôôóçèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîãî ïîòîêà ïðè

íàëè÷èè ñåãðåãàöèè ìàòåðèàë íàñûùàåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè (çàìåòèì, ÷òî

ðàññìîòðåííûé ýôôåêò ñåãðåãàöèè íå ó÷èòûâàåò ýôôåêòà �çàïèðàíèÿ�, ïðè

êîòîðîì äèôôóíäèðóþùåå âåùåñòâî îñåäàåò â ëîâóøêàõ, â ðîëè êîòîðûõ ìî-

ãóò âûñòóïàòü ïîðû). Óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè óâåëè÷èâàåò òàêæå

è ðàçíèöó ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ñõåì. Âèä-

íî, ÷òî ñåãðåãàöèÿ îêàçûâàåò áîëüøåå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ

ïîìîùüþ ñõåì ãîìîãåíèçàöèè Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-Ëåâèíà.

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 1.4 è 1.7 ðåçóëüòàòàì, â îòëè÷èå îò ìà-
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Ðèñ. 1.7. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïàðàìåòðà
ñåãðåãàöèè äëÿ ìàòåðèàëà ñ ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûìè ñïëþñíóòûìè
(ñëåâà) è âûòÿíóòûìè (ñïðàâà) ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè

òåðèàëà ñî ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè, îñåäàíèå äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà

âíóòðè ñôåðè÷åñêèõ ïîð íå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ýôôåê-

òèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïðè ìàëûõ îáúåìíûõ äîëÿõ íåîäíîðîä-

íîñòåé. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñåãðåãàöèÿ âíóòðè ïîð óâåëè÷èâàåò �âëèÿíèå

ôîðìû� íåîäíîðîäíîñòåé.

Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïàðàìåòðà ñåãðå-

ãàöèè äëÿ ìàòåðèàëà ñ ïîðàìè, èìåþùèìè ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ

(λ = 3), ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.8. Ïîñêîëüêó ïðè γ = 0.1 ýôôåêòèâíûé êîýôôè-

öèåíò äèôôóçèè â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ìàòåðèàëà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò

êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìàòðèöû è, àíàëîãè÷íî, ïðè γ = 10 ýôôåêòèâíûé

êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè ìàòåðèàëà ìàëî îòëè÷àåòñÿ

îò D0, äàííûå çàâèñèìîñòè íå èçîáðàæåíû íà ãðàôèêàõ. Â îáîáùåííîé ñõåìå

Êàíàóíà-Ëåâèíà ó÷èòûâàëèñü òðè ôîðìû çàïðåòíîé çîíû, ïåðå÷èñëåííûå â

ðàçäåëå 1.3: (1) γΛ = γ, (2) γΛ = 1, (3) γΛ = γΩ.

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 1.8 ðåçóëüòàòàì, êàê è â ñëó÷àå èçî-

òðîïíîãî íà ìàêðîóðîâíå ìàòåðèàëà, óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè óâå-

ëè÷èâàåò ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè è ðàçíèöó ìåæäó ìåòîäà-
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Ðèñ. 1.8. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïàðàìåòðà
ñåãðåãàöèè äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñïëþñíóòûìè (De�

11 = De�
22 , ñëåâà) è âûòÿíóòûìè

(De�
33 , ñïðàâà) ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè, èìåþùèìè ïðåèìóùåñòâåííóþ îðè-

åíòàöèþ (λ = 3)

ìè. Âèäíî, ÷òî ñåãðåãàöèÿ îêàçûâàåò áîëüøåå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå â ðàìêàõ ñõåìû ãîìîãåíèçàöèè Ìàêñâåëëà. Ñõåìà Êàíàóíà-Ëåâèíà

áëèçêà ê ñõåìå Ìîðè-Òàíàêà â ñëó÷àå, êîãäà ôîðìà çàïðåòíîé çîíû ñîâïàäà-

åò ñ ôîðìîé îòäåëüíîé íåîäíîðîäíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ââåäåíèå ñôåðè÷åñêîé

ôîðìû çàïðåòíîé çîíû â ñõåìå Êàíàóíà-Ëåâèíà äëÿ ìàòåðèàëà ñ âûòÿíóòûìè

ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì ïðè ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çíà÷åíèå îáúåìíîé

äîëè íåîäíîðîäíîñòåé ϕ = 0.1 áëèçêî ê �ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðåäåëó�, ñâÿçàí-

íîìó ñ �íåôèçè÷íîé� ñèíãóëÿðíîñòüþ.

Ïîñêîëüêó îáúåìíàÿ äîëÿ íåîäíîðîäíîñòåé íå ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà-

÷åíèÿ îò 0 äî 1 ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ãîìîãåíèçàöèè Êàíàóíà-Ëåâèíà è

Ìàêñâåëëà èç-çà �ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðåäåëà�, çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî êî-

ýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò îáúåìíîé äîëè ñôåðîèäàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé

èññëåäîâàëèñü íà ïðèìåðå ñõåìû Ìîðè-Òàíàêà. Íà Ðèñ. 1.9 ïðåäñòàâëåíû çà-

âèñèìîñòè, ïîñòðîåííûå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðàçáðîñà; s = 0.5.

Èç Ðèñ. 1.9 (ñëåâà) âèäíî, ÷òî îðèåíòàöèÿ ñïëþñíóòûõ ñôåðîèäîâ íå îêà-

çûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ýôôåêòèâíûå äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà ìà-
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Ðèñ. 1.9. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïàðàìåòðà
ñåãðåãàöèè äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñïëþñíóòûìè (De�

11 = De�
22 , ñëåâà) è âûòÿíóòûìè

(De�
33 , ñïðàâà) ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè, èìåþùèìè ïðåèìóùåñòâåííóþ îðè-

åíòàöèþ (λ = 3)

òåðèàëà â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå ïðåèìóùåñòâåííîãî

íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå íàèáîëåå áûñòðîé äèôôóçèè â ìàòåðè-

àëå, òîãäà êàê ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå ìàññîïåðåíîñ â ýòîì

íàïðàâëåíèè, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì äëÿ äëÿ èçîòðîï-

íîãî ìàòåðèàëà. Â ñëó÷àå âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð (Ðèñ. 1.9, ñïðàâà)

ðàçáðîñ íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì èãðàåò áîëåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü.

Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàëè÷èå ñåãðåãàöèè óñèëèâàåò âëè-

ÿíèå îðèåíòàöèè íåîäíîðîäíîñòåé íà ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà, ÷òî âèäíî ïðè

ñðàâíåíèè �ðàçáðîñà� ãðàôèêîâ, ïîñòðîåííûõ ïðè s = 0.5 ñ �ðàçáðîñîì� ãðà-

ôèêîâ, ïîñòðîåííûõ ïðè s = 1.

Ïðîàíàëèçèðóåì îòäåëüíî âëèÿíèå ôîðìû íà ýôôåêòèâíûå äèôôóçèîí-

íûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè s = 0.5, ϕ = 0.1

è îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñõåìû Ìàêñâåëëà. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíî-

ãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò îòíîøåíèÿ äëèí ïîëóîñåé ñôåðîèäà ïîêà-

çàí íà Ðèñ. 1.10�1.11 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîä-

íîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì è ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(λ = 20). Ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé âëèÿíèå ñôåðè-
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÷åñêèõ ïîð îêàçûâàåò ìèíèìàëüíûé ýôôåêò. Ïðè íàëè÷èè ïðåèìóùåñòâåí-

íîãî íàïðàâëåíèÿ ôîðìà íåîäíîðîäíîñòåé îæèäàåìî óñèëèâàåò àíèçîòðîïèþ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

0 2 4 6 8 10

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

Deff/D0

γ

Ðèñ. 1.10. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ôîðìû
ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ïîð

0 1 2 3 4 5

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

Deff/D0

γ

Ðèñ. 1.11. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè îò ôîðìû
ïîð, èìåþùèõ ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ: De�

11 = De�
22 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)

è De�
33 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

1.6. Âåðèôèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Âåðèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ïðîâåðîê âûïîëíèìîñòè ïðå-

äåëüíûõ ïåðåõîäîâ â ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ, êà÷åñòâåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ
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ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì è êîëè÷åñòâåííîãî ñî-

îòâåòñòâèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ïîñêîëüêó âûâåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýôôåê-

òèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùåãî íåîäíîðîäíîñòè

ñ íåèäåàëüíûì êîíòàêòîì íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìàòåðèàëà ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ñ èäåàëüíûì êîíòàêòîì, íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè s = 1 ïîëó÷åííûå â ðàáîòå

ðåçóëüòàòû ñâîäèëèñü ê èçâåñòíûì èç ëèòåðàòóðû âûðàæåíèÿì, ïîëó÷åííûì

â êîíòåêñòå ïðîâîäèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

âñå ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðåçóëüòàòû ñõîäÿòñÿ ê ðåçóëüòàòà-

ìè, ïîëó÷åííûì íà îñíîâàíèè ïðÿìîé àíàëîãèè ìåæäó çàäà÷àìè äèôôóçèè

è òåïëî- è ýëåêòðîïðîâîäíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è ïðîâîäèìîñòè, â ñâîþ

î÷åðåäü, áûëè âåðèôèöèðîâàíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.

Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì, óâåëè÷åíèå ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè íà

ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç (óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà s) ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîýô-

ôèöèåíòà äèôôóçèè. Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà

äèôôóçèè êàê êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ñêîðîñòè äèôôóçèè, ðàâíîé

êîëè÷åñòâó âåùåñòâà, ïðîõîäÿùåãî â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ó÷àñòîê åäèíè÷-

íîé ïëîùàäè ïðè åäèíè÷íîì ãðàäèåíòå êîíöåíòðàöèè [121], îñåäàíèå äèô-

ôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà âíóòðè ïîð íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êî-

ëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà äèôôóçèè.

Ïåðåéäåì ê ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Äëÿ

ïðîâåäåíèÿ îäíîçíà÷íîãî ñðàâíåíèÿ íåîáõîäèìà, âîîáùå ãîâîðÿ, èíôîðìàöèÿ

î ìèêðîñòðóêòóðå ìàòåðèàëà, ïàðàìåòðå ñåãðåãàöèè, à òàêæå îá ýôôåêòèâ-

íîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè è êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ìàòðèöû. Ê ñîæà-

ëåíèþ, â ëèòåðàòóðå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ðàáîòû, â êîòîðûõ è îïèñàíà

ìèêðîñòðóêòóðà ìàòåðèàëà ñ ìèêðîòðåùèíàìè, è îïðåäåëåíû êîýôôèöèåí-

òû äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñ äåôåêòàìè è áåç íèõ, íå ãîâîðÿ óæå îá îöåíêàõ
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çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè. Îäíîé èç íåìíîãèõ ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [156],

â êîòîðîé àâòîðû ïðîàíàëèçèðîâàëè ïðîíèöàåìîñòü öèíê-íèêåëåâîãî ïîêðû-

òèÿ äëÿ âîäîðîäà â çàâèñèìîñòè îò åãî ìèêðîñòðóêòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Â ÷àñòíîñòè, àâòîðû îòìåòèëè, ÷òî äëÿ òàêèõ ïîêðûòèé òèïè÷íî íàëè÷èå

ìåæçåðåííûõ òðåùèí è ñêâîçíûõ ïîð. Ìèêðîñòðóêòóðà ïîêðûòèé ñ äåôåê-

òàìè è áåç äåôåêòîâ ïðîàíàëèçèðîâàíà íà îñíîâàíèè èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åí-

íûõ ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåãî ýëåêòðîííîãî ìèêðîñêîïà. Íàéäåíî îòíîøåíèå

De�/D0 = 14.3. Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ â [156] èçîáðàæåíèé ìîæíî ñêà-

çàòü, ÷òî îáúåìíàÿ äîëÿ íåîäíîðîäíîñòåé ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 20% (ϕ ≈ 0.2),

à ìèêðîòðåùèíû ìîæíî ìîäåëèðîâàòü âûòÿíóòûìè ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè

(γ ≈ 50), èìåþùèìè ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ (λ ≈ 3).

Âàðüèðóÿ íåèçâåñòíûé èç [156] ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè, ìîæíî îöåíèòü ýô-

ôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè è â íàïðàâëå-

íèè îñè ñèììåòðèè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî íà ìàêðîóðîâíå ìàòåðèàëà.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîðè-Òàíàêà, ïðåäñòàâëåíû â

Òàáëèöå 1.1. Ìåòîäû Êàíàóíà-Ëåâèíà è Ìàêñâåëëà íå èñïîëüçîâàëèñü, ïî-

ñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå îáúåìíàÿ äîëÿ íåîäíîðîäíîñòåé äîñòàòî÷íî âåëèêà,

è â ìåòîäàõ ìîæåò âîçíèêàòü �íåôèçè÷íàÿ� ñèíãóëÿðíîñòü ïðè ìàëûõ çíà÷å-

íèÿõ s.

Òàáëèöà 1.1. Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôó-
çèè öèíê-íèêåëåâîãî ïîêðûòèÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè

Ïàðàìåòð
ñåãðåãàöèè
s

Ïðèâåäåííûé ýôôåêòèâíûé
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè
De�/D0

1 2.1�3.8
0.5 2.8�6.5
0.1 7.5�24.1

Èç ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáëèöå 1.1 ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ïðè ó÷åòå ñåãðå-

ãàöèè îïðåäåëÿåìûé òåîðèåé äèàïàçîí çíà÷åíèé ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ äèôôóçèè áëèæå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðè s = 0.1 ýêñïåðè-
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ìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ïîïàäàåò â ïðåäñêàçûâàåìûé òåîðèåé äèàïàçîí.

1.7. Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà

Íàëè÷èå ïîð â ìàòåðèàëå âëèÿåò íå òîëüêî íà åãî äèôôóçèîííûå ñâîé-

ñòâà, íî è íà óïðóãèå, ÷òî âàæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè

äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåíèé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óïðóãèå ìî-

äóëè îïðåäåëåíû äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìàòåðèàëîâ ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóê-

òóðîé. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ìàòåðèàëà ñ íåñïëîøíî-

ñòÿìè, âîçíèêàþùèìè ïðè íàñûùåíèè âîäîðîäîì. Â ýòîì ñëó÷àå â ìàòåðèàëå

ìîãóò âîçíèêàòü ìåæçåðåííûå òðåùèíû, êîòîðûå áóäåì ìîäåëèðîâàòü îäèíà-

êîâûìè ïî ôîðìå ñïëþñíóòûìè ñôåðîèäàìè, è îòäåëüíûå ïóñòîòû, êîòîðûå

áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñôåðàìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñôåðîèäàëüíûõ íåîäíî-

ðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì:

1) Ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòàöèÿ;

2) Ïðåèìóùåñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ, çàäàâàåìàÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïî îðèåíòàöèÿì (1.1.2);

3) Ïðîèçâîëüíàÿ îðèåíòàöèÿ îñåé âðàùåíèÿ ýëëèïñîèäîâ â îäíîé ïëîñêîñòè.

Âñå òðè òèïà ìèêðîñòðóêòóðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â ðåàëüíûõ ìàòåðèà-

ëàõ. Êîíêðåòíàÿ îðèåíòàöèÿ ìèêðîòðåùèí çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ, â

÷àñòíîñòè, îò ôîðìû è îðèåíòàöèè çåðåí ìåòàëëà, òèïà îáðàáîòêè ìåòàëëè-

÷åñêèõ èçäåëèé, âèäà èõ íàãðóæåíèÿ. Ïåðå÷èñëåííûå òèïû ìèêðîñòðóêòóðû

ñîîòâåòñòâóþò òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîìó ìàòåðèàëó íà ìàêðîóðîâíå.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1.7 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [26].
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1.7.1. Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè ìàòåðèàëà ñ õàðàê-

òåðíîé äëÿ âîäîðîäíîé äåãðàäàöèè ìèêðîñòðóêòó-

ðîé

Ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ âêëàä íåîäíîðîäíîñòè â

ïîäàòëèâîñòü ìîæåò áûòü îïèñàí ÷åðåç òåíçîð 4-ãî ðàíãà H, õàðàêòåðèçóþ-

ùèé äîïîëíèòåëüíóþ äåôîðìàöèþ, âîçíèêàþùóþ â ðåïðåçåíòàòèâíîì îáúå-

ìå ââèäó ïðèñóòñòâèÿ èçîëèðîâàííîé íåîäíîðîäíîñòè ïðè çàäàíèè íà ãðàíèöå

ñèëû, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç îäíîðîäíîå ïîëå íàïðÿæåíèé T0 [86, 87]:

ε =

(
S0 +

V1
V
H

)
: T0, (1.7.1)

ãäå S0 � òåíçîð ïîäàòëèâîñòè ìàòðèöû.

Îòìåòèì, ÷òî àëüòåðíàòèâíî ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëü-

íûå íàïðÿæåíèÿ, èíèöèèðîâàííûå íåîäíîðîäíîñòüþ ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèÿõ â ïåðåìåùåíèÿõ [86, 87]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

òåíçîð âêëàäà â æåñòêîñòü. Ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ïîäõîäàìè ïðîÿâëÿåòñÿ

òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè NIA. Â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìû îãðà-

íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òåíçîðîâ âêëàäà â ïîäàòëèâîñòü.

Òåíçîð âêëàäà ýëëèïñîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â ïîäàòëèâîñòü ìîæåò

áûòü âûðàæåí ÷åðåç âòîðîé òåíçîð Õèëëà QE [87]:

H =
[
(S1 − S0)

−1 +QE
]−1

, (1.7.2)

ãäå S1 � òåíçîð ïîäàòëèâîñòè íåîäíîðîäíîñòè.

Âòîðîé òåíçîð Õèëëà ñâÿçàí ñ ïåðâûì òåíçîðîì Õèëëà PE ñîîòíîøåíèåì

QE = C0 −C0 : P
E : C0, (1.7.3)
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ãäå C0 � òåíçîð æåñòêîñòè ìàòðèöû, à òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà PE âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïåðåìåùåíèé GE êàê [87]

PE =

∇
∫
V1

GE (x− x′)∇dV ′

S

(1,2)(3,4)

. (1.7.4)

Çäåñü (·)S(1,2)(3,4) îçíà÷àåò ñèììåòðèþ ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ â ïåðâîé è

âòîðîé ïàðå âåêòîðîâ.

Òåíçîð Õèëëà â ÿâíîì âèäå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé

íåîäíîðîäíîñòè. Â ñëó÷àå ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â èçîòðîïíîé ìàò-

ðèöå òåíçîðû Õèëëà è îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç íèõ òåíçîðû âêëàäà ÿâëÿþòñÿ

òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè (îñü ñèììåòðèè ñîíàïðàâëåíà ñ îñüþ ñèììåò-

ðèè íåîäíîðîäíîñòè) è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

ýëåìåíòîâ òåíçîðíîãî áàçèñà T1�T6 [11]:

T1 = θ̃θ̃, T2 =
1

2

((
θ̃θ̃
)T
(1,4)

+
(
θ̃θ̃
)T
(2,4)

− θ̃θ̃

)
,

T3 = θ̃nn, T4 = nnθ̃, (1.7.5)

T5 =
1

4

(
nθ̃n+

(
nθ̃n

)T
(1,2)(3,4)

+
(
θ̃nn

)T
(1,4)

+
(
θ̃nn

)T
(2,3)

)
,T6 = nnnn.

Ïîðû è ìèêðîòðåùèíû õàðàêòåðèçóþòñÿ íóëåâûìè óïðóãèìè ìîäóëÿìè.

Òîãäà S1 → ∞, à âûðàæåíèå (1.7.2) ñâîäèòñÿ ê H =
(
QE
)−1

. Ââåäåííûé

ôîðìóëàìè (1.7.5) òåíçîðíûé áàçèñ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü òðàíñâåðñàëüíî-

èçîòðîïíûé òåíçîð Q =
6∑

i=1

qiTi è îáðàòíûé ê íåìó â îäíîì áàçèñå:

Q−1 =
q6

4 (q1aq6 − q3q4)
T1 +

1

q2
T2 −

q3
2 (q1q6 − q3q4)

T3− (1.7.6)

− q4
2 (q1q6 − q3q4)

T4 +
4

q5
T5 +

q1
(q1q6 − q3q4)

T6.

Êîìïîíåíòû âòîðîãî òåíçîðà Õèëëà äëÿ ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè
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îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [150]:

q1 = µ0 [4κ̃− 1− 2 (3κ̃− 1) f0 − 2κ̃f1] , q2 = 2µ0 [1− (2− κ̃) f0 − κ̃f1] ,

q3 = q4 = 2µ0 [(2κ̃− 1) f0 + 2κ̃f1] , q5 = 4µ0 [f0 + 4κ̃f1] , (1.7.7)

q6 = 8µ0κ̃ [f0 − f1] , κ̃ = (1− ν0)/2,

ãäå µ0, ν0 � ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî;

f0 = f0 (γ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.2.28), à f1 = f1 (γ) ââîäèòñÿ êàê

f1 = f1 (γ) =
1

4(1− γ−2)2
[(
2 + γ−2

)
g − 3γ−2

]
, (1.7.8)

ãäå g = g (γ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.2.29).

Äëÿ ñôåðè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè γ = 1, g = 1, f0 = 1/3, f1 = 1/15.

Òåíçîð âêëàäà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì è ìîæåò ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå:

Hp =
15 (1− ν0)

2µ0

[
1

10 (1 + ν0)

1

3
II+

1

7− 5ν0

(
E− 1

3
II

)]
, (1.7.9)

ãäå E =
(
(II)T(1,4) + (II)T(2,4)

)
/2 � åäèíè÷íûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà.

Èçîòðîïíûå òåíçîðû II è E ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â áàçèñå T1,...,T6

ñëåäóþùèì îáðàçîì [87]:

II = T1 +T3 +T4 +T6, E =
1

2
T1 +T2 + 2T5 +T6. (1.7.10)

Ýôôåêòèâíûé òåíçîð ïîäàòëèâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â ðàìêàõ NIA ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì [87]:

Se� = S0 +
1

V

∑
i

ViHi, (1.7.11)
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à â ðàìêàõ ñõåìû Ìàêñâåëëà � ôîðìóëîé [149]

Se� = S0 +


[
1

VΩ

∑
i

ViHi

]−1

−QE
Ω


−1

, (1.7.12)

ãäå QE
Ω � âòîðîé òåíçîð Õèëëà, îïðåäåëåííûé äëÿ ôèêòèâíîé ãîìîãåíèçèðî-

âàííîé îáëàñòè Ω.

Îïðåäåëèì ñóììàðíûé âêëàä èçîëèðîâàííûõ íåîäíîðîäíîñòåé â ïîäàòëè-

âîñòü. Îñðåäíåííîå çíà÷åíèå òåíçîðà âêëàäà ñôåðè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé

ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì âêëàäà îòäåëüíîé ñôåðè÷åñêîé ïîðû (1.7.9) â ñèëó ñèì-

ìåòðèè. Â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ â ìàòåðèàëå îäíîâðåìåííî è ñôåðîèäàëüíûõ

ìèêðîòðåùèí, è ñôåðè÷åñêèõ ïîð, ñóììàðíûé âêëàä íåîäíîðîäíîñòåé áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ êàê
1

VΩ

∑
i

ViHi = ϕmc ⟨Hmc⟩+ ϕpHp, (1.7.13)

ãäå èíäåêñûmc, p îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñîîòâåòñòâåííî ê ñôåðîèäàëüíûì

ìèêðîòðåùèíàì è ñôåðè÷åñêèì ïîðàì.

Äëÿ îñðåäíåíèÿ òåíçîðà âêëàäà ñôåðîèäàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé äîñòà-

òî÷íî îñðåäíèòü ýëåìåíòû òåíçîðíîãî áàçèñà, ò.å.

⟨Hmc⟩ =
6∑

i=1

hmc(i) ⟨Ti⟩. (1.7.14)

Ïðè ïðåèìóùåñòâåííîì ðàñïðåäåëåíèè ñôåðîèäîâ ïî îðèåíòàöèÿì äëÿ

îñðåäíåíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðíîãî áàçèñà èõ íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî

ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà:

⟨Ti⟩ =
1

2π

∫
Ω1/2

TidΩ1/2. (1.7.15)

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè îñåé ñèììåòðèè ñôåðîèäîâ â íåêîòî-
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ðîé ïëîñêîñòè, äëÿ îñðåäíåíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðíîãî áàçèñà èõ íåîáõîäèìî

ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè l1, ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè:

⟨Ti⟩ =
1

2π

∫
l1

Tidl1. (1.7.16)

Ôîðìà ôèêòèâíîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñôåðîèäàëüíîé ñ ñîîòíîøåíèåì äëèí

ïîëóîñåé, âûðàæåííûì êàê [148]

γΩ =


∑
i

ViQ
E(i)
3333

/∑
i

ViQ
E(i)
1111,

∑
i

ViQ
E(i)
3333

/∑
i

ViQ
E(i)
1111 ≤ 1,∑

i

ViP
E(i)
1111

/∑
i

ViP
E(i)
3333 ,

∑
i

ViQ
E(i)
3333

/∑
i

ViQ
E(i)
1111 > 1,

(1.7.17)

Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ôèêòèâíîé îáëàñòè íåîáõîäèìî íàéòè

1

VΩ

∑
i

ViQ
E
i = ϕEmc ⟨Qmc⟩+ ϕEp Qp. (1.7.18)

Îñðåäíåíèå òåíçîðîâ (Qmc)i ñâîäèòñÿ ê îñðåäíåíèþ ýëåìåíòîâ òåíçîðíîãî

áàçèñà.

Ýôôåêòèâíûå ìîäóëèÞíãà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îïðå-

äåëÿþòñÿ èç òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ee�
11 = Ee�

22 =
1

Se�1111
, Ee�

33 =
1

Se�3333
, (1.7.19)

çäåñü ó÷òåíî, ÷òî îñü ñèììåòðèè ìàòåðèàëà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì e3.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì ìàòå-

ðèàë áóäåò èçîòðîïíûì, è òåíçîð ïîäàòëèâîñòè óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê

Se� = Ke�II+ µe�
(
E− 1

3
II

)
, (1.7.20)

ãäå Ke�, µe� � ýôôåêòèâíûé ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ è ýôôåêòèâíûé ìî-
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äóëü ñäâèãà ñîîòâåòñòâåííî.

Èç (1.7.20) óäîáíî âûðàæàòü ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Ke� è µe�. Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé ýòè ìîäóëè îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Ke�

K0
=

1− 3K0αKϕA

1 + 3K0 (1− αK)ϕA
, (1.7.21)

µe�

µ0
=

1− 2µ0αGϕB

1 + 2µ0 (1− αG)ϕB
, (1.7.22)

ãäå K0 � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ ìàòðèöû;

αK =
2 (1− 2ν0)

(1− ν0)
, αG =

(7− 5ν0)

15 (1− ν0)
,

A =
20hmc1 + 10 (hmc3 + hmc4) + 5hmc6

15
,

B =
2hmc1 + 6hmc2 − 2 (hmc3 + hmc4) + 3hmc5 + 2hmc6

15
.

Ìîäóëü Þíãà áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç Ke� è µe� ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ee� =
9Ke�µe�

3Ke� + µe�
. (1.7.23)

1.7.2. Âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðû íà ýôôåêòèâíûå ìîäóëè

Þíãà

Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà îïðåäåëåíû äëÿ ñòàëè ñ ìîäóëåì ñäâèãà

µ0 = 80 ÃÏà è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν0 = 0.3 (ìîäóëü Þíãà ñòàëè E0 =

2µ0 (1 + ν0)).

Ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî â ñòàëè ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâîâàòü äâà òè-

ïà íåîäíîðîäíîñòåé: ìèêðîòðåùèíû, ìîäåëèðóåìûå ñïëþñíóòûìè ñôåðîè-

äàìè ñ γ = 0.1, è ñôåðè÷åñêèå ïoðû (γ = 1). Çíà÷åíèÿ ñóììàðíîé ïî-

ðèñòîñòè ïîëîæèì â ïðåäåëàõ îò 0 äî 10%. Ïðè ýòîì èññëåäóåì ìàòåðèàë

ñî ñëåäóþùèìè òèïàìè ìèêðîñòðóêòóðû: ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ñïëþñíóòûå
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ñôåðîèäàëüíûå ïîðû (ϕmc = ϕ, ϕp = 0); ñóììàðíûé îáúåì ñïëþñíóòûõ ñôå-

ðîèäàëüíûõ ïîð îòíîñèòñÿ ê ñóììàðíîìó îáúåìó ñôåðè÷åñêèõ ïîð êàê 2:1

(ϕmc = 2ϕ/3, ϕp = ϕ/3); ñóììàðíûé îáúåì ñïëþñíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð

ðàâåí ñóììàðíîìó îáúåìó ñôåðè÷åñêèõ ïîð (ϕmc = ϕp = ϕ/2); ïðèñóòñòâóþò

òîëüêî ñôåðè÷åñêèå ïîðû (ϕmc = 0, ϕp = ϕ).

Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà îò îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîä-

íîñòåé ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 1.12.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, óâåëè÷åíèå îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíîñòåé

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ óïðóãèõ ìîäóëåé. Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð ïî îðèåíòàöèÿì, îíè îêàçûâàþò áîëüøèé èëè

ìåíüøèé âêëàä ïî ñðàâíåíèþ ñî ñôåðè÷åñêèìè ïîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðî-

èçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé (Ðèñ. 1.12, à) ñôåðè÷åñêèå ïîðû

îêàçûâàþò ìåíüøåå âëèÿíèå íà çíà÷åíèå óïðóãîãî ìîäóëÿ, ÷åì ñôåðîèäàëü-

íûå ïîðû ïðè òîé æå êîíöåíòðàöèè. Ïðè ïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèè íåîä-

íîðîäíîñòåé ìîäóëü Þíãà â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ìàòåðèàëà óìåíü-

øàåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ìîäóëü Þíãà â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè (Ðèñ.

1.12, á è â). Íàîáîðîò, ïðè ðàñïðåäåëåíèè îñåé ñèììåòðèè íåîäíîðîäíîñòåé

â îäíîé ïëîñêîñòè ìîäóëü Þíãà â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåòðèè ìàòåðèàëà

óìåíüøàåòñÿ â ìåíüøåé ñòåïåíè (Ðèñ. 1.12, ã è ä).

Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà ìàòåðèàëà îò ïàðàìåòðà ðàç-

áðîñà λ áûëà èññëåäîâàíà íà ïðèìåðå ìàòåðèàëà ñî ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè

ñ γ = 0.1. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 1.13.

Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðàçáðîñà λ = 0 ìàòåðèàë âåäåò ñåáÿ èçîòðîïíî è

õàðàêòåðèçóåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìîäóëåì Þíãà Ee�/E0 = 0.95. Èç ïðåäñòàâ-

ëåííûõ íà Ðèñ. 1.13 çàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå îòêëîíåíèÿ îñåé

ñèììåòðèè ñôåðîèäîâ îò ïðåèìóùåñòâåííîãî íàïðàâëåíèÿ (óìåíüøåíèå ïà-

ðàìåòðà ðàçáðîñà) ïðèâîäèò ê áîëåå ðåçêîìó èçìåíåíèþ ýôôåêòèâíûõ óïðó-

ãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ìîäóëåé Þíãà â äâóõ
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Ðèñ. 1.12. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà îò îáúåìíîé äîëè íåîä-
íîðîäíîñòåé ìàòåðèàëà ïðè (1) (ϕmc = ϕ, ϕp = 0); (2) (ϕmc = 2ϕ/3, ϕp = ϕ/3);
(3) (ϕmc = ϕp = ϕ/2); (4) (ϕmc = 0, ϕp = ϕ). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âà-
ðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñôåðîèäîâ ïî îðèåíòàöèÿì: à) 1, á) è â) 2 (λ = 10), ã)
è ä) 3, ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå
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Ðèñ. 1.13. Çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé Þíãà Ee�
11/E0 = Ee�

22/E0 (êðàñ-

íàÿ ëèíèèÿ) è Ee�
33/E0 (ñèíÿÿ ëèíèÿ) îò ïàðàìåòðà ðàçáðîñà

íàïðàâëåíèÿõ ðàçëè÷åí, à èìåííî: ìîäóëü Þíãà â íàïðàâëåíèè îñè ñèììåò-

ðèè ìàòåðèàëà óìåíüøàåòñÿ ïðè âûðàâíèâàíèè íåîäíîðîäíîñòåé äðóã îòíî-

ñèòåëüíî äðóãà (λ → ∞), è íàîáîðîò, óâåëè÷åíèå ðàçáðîñà íåîäíîðîäíîñòåé

ïî îðèåíòàöèÿì (λ → 0) ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ìîäóëÿ Þíãà â ïëîñêîñòè

èçîòðîïèè.

1.7.3. Âåðèôèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ âåðèôèêàöèè îïðåäåëåííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãîìîãåíèçàöèè Ìàêñ-

âåëëà ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ñ ïðåäñòàâëåííûìè

â ðàáîòå [141] ÷èñëåííûìè äàííûìè. Â [141] èññëåäîâàëñÿ ìàòåðèàë ñ ïðî-

èçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûìè êðóãîâûìè òðåùèíàìè, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò

èçîòðîïíîìó ìàòåðèàëó íà ìàêðîóðîâíå. Òåíçîð ïîäàòëèâîñòè òàêîãî ìàòå-

ðèàëà óäîáíî ââîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (1.7.20).

Ïðè èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ óçêèõ êðóãîâûõ òðåùèí íà ýôôåêòèâíûå ñâîé-

ñòâà ìàòåðèàëà â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìèêðîñòðóêòóðû êîððåêòíåå âûáèðàòü

íå ïîðèñòîñòü ìàòåðèàëà, à ïëîòíîñòü òðåùèí ρ = Na3/V [87,141]. Ïðè ýòîì

ôîðìàëüíî ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ ïàðàìåòðà-
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ìè ìèêðîñòðóêòóðû: ϕ = 4πγρ/3.

Ïðè ïîñòðîåíèè òðåõìåðíîé ÷èñëåííîé ìîäåëè àâòîðû [141] çàäàâàëè è

ïëîòíîñòü òðåùèí, è ïîðèñòîñòü ìàòåðèàëà, íà îñíîâàíèè ÷åãî ìîæíî çàêëþ-

÷èòü, ÷òî â ìîäåëü ââîäèëèñü ñôåðîèäàëüíûå ïîðû ñ γ = 0.026. Â ðåçóëüòàòå

àâòîðàìè [141] áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà â çà-

âèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè òðåùèí. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ ñ

ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â ðàáîòå [141] ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.14. Âèäíî,

÷òî ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ

ñ ÷èñëåííûìè (ïîãðåøíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòàâèëà íå áîëåå

4%).

Ðèñ. 1.14. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà îò ïëîòíîñòè
òðåùèí ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè èç [141] (òî÷êè)

1.8. Ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíûìè

äèôôóçèîííûìè è óïðóãèìè ñâîéñòâàìè

Óñòàíîâëåíèå ïåðåêðåñòíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâà-

ìè ìàòåðèàëîâ ñ îïðåäåëåííîé ìèêðîñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè. Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò âçàèìî-
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ñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèÿìè ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ðàçëè÷íûõ ïî ïðèðîäå, íî

âûçâàííûõ îäíèìè è òåìè æå îñîáåííîñòÿìè ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Èñ-

ïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü îäíè ýôôåêòèâíûå

ñâîéñòâà ÷åðåç äðóãèå.

Äåòàëüíûé îáçîð äàííîé ïðîáëåìû ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [87]. Ñîãëàñ-

íî [87], îïóáëèêîâàííûå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå

íàïðàâëåíèÿ: êà÷åñòâåííûå èçûñêàíèÿ, óñòàíîâëåíèå ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñè-

ìîñòåé, îïðåäåëåíèå äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ è ïî-

ëó÷åíèå ñîîòíîøåíèé â ÿâíîì âèäå.

Âçàèìîñâÿçü ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ è ïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ â

ÿâíîì âèäå áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ [151,152]. Ïîëó÷åííûå àâòîðàìè âû-

ðàæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ

ìàòåðèàëîâ ñ èçîòðîïíîé ìàòðèöåé. Ïðè ýòîì â [151, 152] ïîêàçàíî, ÷òî òî÷-

íîñòü ñîîòíîøåíèé çàâèñèò îò ôîðìû íåîäíîðîäíîñòåé è ðàçíèöû â óïðóãèõ

ñâîéñòâàõ êîìïîíåíò êîìïîçèòà. Â ñòàòüå [117] ïîëó÷åíû ñâÿçóþùèå óðàâ-

íåíèÿ ìåæäó ïðî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà è òåïëîïðîâîäíî-

ñòüþ ìåòàëëè÷åñêîãî êîìïîçèòà ñ ÷åøóéêàìè ãðàôèòà. Â ñòàòüÿõ [118, 147]

ïîëó÷åíû ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíûì òåïëîâûì ðàñ-

øèðåíèåì è ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ïîëó-

÷åííûõ ñîîòíîøåíèé çàâèñèò îò ôîðìû íåîäíîðîäíîñòåé è ðàçíèöû â òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ôàç êîìïîçèòà. Â ñòàòüÿõ [36,37] ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ìåæäó

ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè (áåç ó÷åòà ýôôåêòà ñåãðåãàöèè) è

òåïëîïðîâîäíîñòüþ ìåòàëë-àëìàçíîãî êîìïîçèòà. Â ñòàòüå [116] â ÿâíîì âèäå

ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåïëîâûìè è ýëåêòðîïðîâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè

êîìïîçèòà.

Îñíîâûâàÿñü íà àíàëîãèè ìåæäó óðàâíåíèÿìè äèôôóçèè è òåïëîïðîâîä-

íîñòè, ñëåäóÿ èçëîæåííîé â [151, 152] ìåòîäèêå, ïîëó÷èì â ÿâíîì âèäå ïåðå-

êðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè è äèôôóçèîííûìè
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ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà è îöåíèì èõ ïðèìåíèìîñòü ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ ýôôåêòà

ñåãðåãàöèè.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 1.8 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [27].

1.8.1. Îáùèé âèä ïåðåêðåñòíûõ ñîîòíîøåíèé

Ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè è ïðîâîäÿ-

ùèìè ñâîéñòâàìè, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [151, 152], îñíîâàíû íà òîì, ÷òî èç-

ìåíåíèå ýòèõ ðàçëè÷íûõ ïî ïðèðîäå ñâîéñòâ êîíòðîëèðóåòñÿ îäíèìè è òåìè

æå ìèêðîñòðóêòóðíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèé èñïîëüçîâà-

ëîñü äâà îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèÿ: íåîäíîðîäíîñòè èìåþò ôîðìó ñôåðîèäîâ;

ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ â ðàìêàõ NIA.

Ïðè ýòîì â [151,152] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþò-

ñÿ (â òîì ÷èñëå) äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè, ôîðìà êîòîðûõ îò-

ëè÷íà îò ñôåðîèäàëüíîé, è ïðè áîëüøèõ êîíöåíòðàöèÿõ, ÷åì äîïóñêàåò NIA.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôîðìà è êîíöåíòðàöèÿ íåîäíîðîäíîñòåé âëèÿþò íà

óïðóãèå è ïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà â îäèíàêîâîé ñòåïåíè.

Â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìà-

òåðèàëà ñ îäèíàêîâûìè ïî ôîðìå íåîäíîðîäíîñòÿìè. Îáðàòèìñÿ ê ïðåäñòàâ-

ëåíèþ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè â ðàìêàõ NIA è âûðàçèì ýôôåêòèâ-

íûå ñâîéñòâà ÷åðåç

ω =
1

V

∑
i

Vi(nn)
(i), ϕ = trω =

1

V

∑
i

Vi (1.8.1)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

D0
De� − I = I−D0

(
De�

)−1
= B1ϕI+ (B2 −B1)ω. (1.8.2)

Óñòàíîâëåíèå ÿâíîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè è äèô-

ôóçèîííûìè ñâîéñòâàìè âîçìîæíî, åñëè îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíè è òå
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æå ìèêðîñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû, ò. å. ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð ϕ è òåíçîðíûé

ïàðàìåòð ω. Ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ñ

îäèíàêîâûìè ïî ôîðìå íåîäíîðîäíîñòÿìè, âûðàæåíèå (1.7.11), ïîëó÷åííîå â

ðàìêàõ NIA, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Se� = S0+ϕ (W1II+W2E)+W3 (Iω + ωI)+W4 (E · ω + ω · E)+W5Ω, (1.8.3)

ãäå Ω = 1
V

∑
i Vi(nnnn)

(i), à êîýôôèöèåíòû W1�W5 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîì-

ïîíåíòû òåíçîðà âêëàäà êàê

W1 = h1 − h2/2, W2 = h2, W3 = −2h1 + h2 + 2h3,

W4 = −2h2 + h5, W5 = h1 +
h2
2

− 2h3 − h5 + h6.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýôôåêòèâíûìè ñâîé-

ñòâàìè, â âûðàæåíèè äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè (1.8.3) íåîá-

õîäèìî èçáàâèòüñÿ îò ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî òåíçîð 4-ãî ðàíãà Ω. Ýòî âîç-

ìîæíî çà ñ÷åò ñëåäóþùåé êîððåêòèðîâêè êîýôôèöèåíòîâ W1 �W4 [151,152]:

Se� = S0 +
1

E0

[
ϕ (s1II+ s2E) +

s3
2
(Iω + ωI) +

s4
2
(E · ω + ω · E)

]
, (1.8.4)

ãäå s1�s4 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

s1 = E0

(
ĥ1 − ĥ2/2

)
, s2 = E0ĥ2,

s3 = E0

(
−2ĥ1 + ĥ2 + 2ĥ3

)
, s4 = E0

(
−2ĥ2 + ĥ5

)
,

à êîýôôèöèåíòû ĥ1�ĥ5 âûðàæàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç êîìïîíåíòû h1�h6
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ĥi = hi (1− δ signhi) i = 1, 2, 6,

ĥi = hi (1 + δ signhi) i = 3, 5,

δ =
h1 + h2/2− 2h3 − h5 + h6

|h1|+ |h2| /2 + 2 |h3|+ |h5|+ |h6|
.

Äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè è äèôôóçèîí-

íûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíî-

ñòåé ïî îðèåíòàöèÿì, âûðàçèì òåíçîð ω è ïàðàìåòð ϕ ÷åðåç òåíçîð Deff :

ω =
1

(B2 −B1)

(
1

D0
De� − I

)
− B1

(B2 −B1)
ϕI, (1.8.5)

ϕ =
trDe� − 3D0

D0 (2B1 +B2)

è ÷åðåç òåíçîð
(
Deff

)−1
:

ω =
1

(B2 −B1)

(
I−D0

(
De�

)−1
)
− B1

(B2 −B1)
ϕI, (1.8.6)

ϕ =
3−D0tr

(
De�

)−1

2B1 +B2
.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â ôîðìóëó (1.8.4) ïîëó÷èì

äâà ñîîòíîøåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèõ ÿâíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíîé

ïîäàòëèâîñòüþ è ýôôåêòèâíûìè äèôôóçèîííûìè ñâîéñòâàìè:

E0

(
Se� − S0

)
= (α1II+ α2E)

(
trDe�/D0 − 3

)
+

+α3

[(
De�/D0 − I

)
I+ I

(
De�/D0 − I

)]
+ (1.8.7)

+α4

[(
De�/D0 − I

)
· E+ E ·

(
De�/D0 − I

)]

79



ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (1.8.5) è

E0

(
Se� − S0

)
= (α1II+ α2E)

(
3−D0tr

(
De�

)−1
)
+

+α3

[(
I−D0

(
De�

)−1
)
I+ I

(
I−D0

(
De�

)−1
)]

+ (1.8.8)

+α4

[(
I−D0

(
De�

)−1
)
· E+ E ·

(
I−D0

(
De�

)−1
)]

ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (1.8.6); çäåñü

α1 =
s1 (B2 −B1)− s3B1

(B2 −B1) (2B1 +B2)
, α2 =

s2 (B2 −B1)− s4B1

(B2 −B1) (2B1 +B2)
,

α3 =
s3

2 (B2 −B1)
, α4 =

s4
2 (B2 −B1)

.

1.8.2. Ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíûìè

ìîäóëÿìè Þíãà è êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè ìîäóëÿìè

è ýôôåêòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè äèôôóçèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîì-

ïîíåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèé (1.8.7) è (1.8.8). Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî

ìàòåðèàëà

Ee�

E0
=

[
1 + (3α1 + 3α2 + 2α3 + 2α4)

(
De�

D0
− 1

)]−1

(1.8.9)

ïðè èñïîëüçîâàíèè òåíçîðíîãî âûðàæåíèÿ (1.8.7) è

Ee�

E0
=

[
1 + (3α1 + 3α2 + 2α3 + 2α4)

(
1− D0

De�

)]−1

(1.8.10)

ïðè èñïîëüçîâàíèè òåíçîðíîãî âûðàæåíèÿ (1.8.8).

Èçîòðîïíîìó ãåòåðîãåííîìó ìàòåðèàëó ñîîòâåòñòâóåò äâà ñëó÷àÿ: íåîäíî-

ðîäíîñòè èìåþò ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó; íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíû ïî îðè-

åíòàöèÿì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ñîîòíîøåíèÿ (1.8.9) è (1.8.10) ÿâëÿþòñÿ
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òî÷íûìè â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó δ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåí-

íîå âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè (1.8.4) ñîâïàäàåò ñ

òî÷íûì. Âî âòîðîì ñëó÷àå δ ̸= 0 è âûðàæåíèÿ (1.8.9), (1.8.10) ÿâëÿþòñÿ ïðè-

áëèæåííûìè.

Ïðîâåðèì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ôîðìóëû (1.8.9), (1.8.10) ñîâïàäàþò ñ ðå-

çóëüòàòîì, ïîëó÷àåìûì íàïðÿìóþ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìàòåðèàëà

ñ ïîðàìè. Ïîäñòàíîâêà êîìïîíåíò òåíçîðîâ âêëàäà äàñò

Ee�

E0
=

[
1 +

(1− ν0) (9 + 5ν0)

2 (7− 5ν0)

1 + 2sα

1− sα

(
De�

D0
− 1

)]−1

, (1.8.11)

Ee�

E0
=

[
1 +

(1− ν0) (9 + 5ν0)

2 (7− 5ν0)

1 + 2sα

1− sα

(
1− D0

De�

)]−1

. (1.8.12)

×òîáû ïîëó÷èòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè íàïðÿ-

ìóþ, âûðàçèì îáúåìíóþ äîëþ íåîäíîðîäíîñòåé íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ýô-

ôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, îïðåäåëÿåìûé â ðàìêàõ NIA, è ïîäñòà-

âèì â òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè, îïðåäåëÿ-

åìîãî òàêæå â ðàìêàõ NIA.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2.32) è ñ ó÷åòîì f0 = 1/3 òåíçîðû âêëàäà ñôåðè÷åñêîé

ïîðû â äèôôóçèþ è â ñîïðîòèâëÿåìîñòü îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

HD
p =

3 (1− αs)

2sα + 1
D0I, HDR

p = − 3 (1− αs)

(2sα + 1)D0
I. (1.8.13)

Òîãäà èç (1.3.4) ñëåäóåò, ÷òî îáúåìíàÿ äîëÿ íåîäíîðîäíîñòåé âûðàæàåòñÿ

êàê

ϕ =
1 + 2αs

3 (1− αs)

Deff −D0

D0
, (1.8.14)

èç (1.3.5) ñëåäóåò àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

ϕ =
1 + 2αs

3 (1− αs)

Deff −D0

Deff
. (1.8.15)
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Ïîäñòàíîâêà (1.8.14) â âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè (1.7.11), îïðå-

äåëåííîãî â ðàìêàõ NIA, ñ ó÷åòîì òåíçîðà âêëàäà ñôåðè÷åñêîé ïîðû â ïîäàò-

ëèâîñòü (1.7.9) è ôîðìóëû (1.7.19) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ìîäóëÿ

Þíãà ïðèâåäåò ê âûðæåíèþ, äîìíîæèâ êîòîðîå íà E0 è âîçâåäÿ â ìèíóñ

ïåðâóþ ñòåïåíü, äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå (1.8.11).

Ïîäñòàíîâêà (1.8.15) â òî æå âûðàæåíèå äëÿ ïîäàòëèâîñòè (1.7.11) ñ ó÷å-

òîì (1.7.9) è (1.7.19) ïîçâèîëèò ïîëó÷èòü (1.8.12).

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíà ïðîâåðêà âçàèìîñâÿçûâàþùèõ ñîîòíîøåíèé

äëÿ ñëó÷àÿ ìèêðîñòðóêòóðû, ïðè êîòîðîé îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Îöåíèì

òåïåðü òî÷íîñòü ïðèáëèæåííûõ ñîîòíîøåíèé (1.8.9) è (1.8.10) äëÿ ñëó÷àÿ

ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì. Äëÿ ýòîãî

ñðàâíèì ýòè ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ ñ òî÷íûìè, ïîëó÷àåìûìè íàïðÿìóþ.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé îïðåäåëèì îáúåìíóþ äîëþ íåîäíî-

ðîäíîñòåé ÷åðåç ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè èçîòðîïíîãî ìàòåðè-

àëà è çàòåì ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿÞíãà (ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà áóäåì îïðåäåëÿòü â ðàì-

êàõ NIA). Àäåêâàòíîñòü òàêîãî ïîäõîäà îáóñëîâëåíà èçîòðîïèåé ýôôåêòèâ-

íûõ òåíçîðîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé åäèíñòâåííûì îáùèì ìèêðîñòðóêòóðíûì

ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ÿâëÿåòñÿ ñêà-

ëÿðíûé ïàðàìåòð ϕ.

Ñðåäíèé òåíçîð âêëàäà â ïîäàòëèâîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ⟨H⟩ =∑6
i=1 hi ⟨Ti⟩ =

∑6
i=1 ⟨hi⟩Ti. Òîãäà ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà íàõîäèòñÿ êàê

1

Eeff
=

1

E0
+ ϕ

(
⟨h1⟩+

⟨h2⟩
2

)
= (1.8.16)

=
1

E0
+ ϕ

1

15
(8h1 + 4h2 + 2h3 + 2h4 + 2h5 + 3h6) .
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Ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè ñôåðîèäàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé

ϕ =
De� −D0

ηD0
. (1.8.17)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.8.17) â (1.8.16) è âîçâîäÿ â ìèíóñ ïåðâóþ ñòå-

ïåíü, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè:

Ee�

E0
=

[
1 +

E0(8h1 + 4h2 + 2h3 + 2h4 + 2h5 + 3h6)

15η

(
De�

D0
− 1

)]−1

. (1.8.18)

Àëüòåðíàòèâíî, â ðàìêàõ NIA â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â ñîïðîòèâëÿ-

åìîñòü ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíî-

ñòåé:

ϕ =
De� −D0

ηDe�
, (1.8.19)

îòêóäà ñëåäóåò

Ee�

E0
=

[
1 +

E0(8h1 + 4h2 + 2h3 + 2h4 + 2h5 + 3h6)

15η

(
1− D0

De�

)]−1

. (1.8.20)

Ïîñêîëüêó NIA â ðàçíûõ òåðìèíàõ äàåò ðàçíûå ðåçóëüòàòû, âîçíèêàåò

âîïðîñ, êàêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü (ïîäàòëèâîñòü-

äèôôóçèÿ èëè ïîäàòëèâîñòü-ñîïðîòèâëÿåìîñòü). Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåîä-

íîçíà÷åí è çàâèñèò ïðåæäå âñåãî îò òîãî, êàêèå ðåçóëüòàòû ëó÷øå îïèñûâàþò

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Êàê ïðàâèëî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ëó÷øå

îïèñûâàþòñÿ íå ñ ïîìîùüþ NIA, à ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ó÷èòûâàþùèõ âçàè-

ìîäåéñòâèå ìåæäó íåîäíîðîäíîñòÿìè. Ïîìèìî ýòîãî, ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé

ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìåòîäîâ â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â äèôôóçèþ ñîâïàäàåò

ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â òåðìèíàõ òåíçîðîâ âêëàäà â ñîïðîòèâëÿåìîñòü

è, òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò îäíîçíà÷åí, â îòëè÷èå îò NIA. Â êà÷åñòâå òàêîãî

ìåòîäà ðàññìîòðèì ñõåìó Ìàêñâåëëà è çàòåì ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-

òû.
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Ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè íåîäíîðîäíîñòåé ýôôåêòèâíûé êîýôôè-

öèåíò äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñõåìû Ìàêñâåëëà ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.3.46)

ñ ó÷åòîì (1.3.43):

De� = D0
3 + 2ϕη

3− ϕη
, (1.8.21)

îòêóäà ìîæíî âûðàçèòü îáúåìíóþ äîëþ íåîäíîðîäíîñòåé êàê

ϕ =
3

η

Deff −D0

Deff + 2D0
. (1.8.22)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (1.8.22) â ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíî-

ãî ìîäóëÿ Þíãà ïî ñõåìå Ìàêñâåëëà äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïîëó÷èì

òî÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýôôåêòèâíûì ìîäóëåì Þíãà è ýôôåêòèâíûì

êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè.

1.8.3. Âëèÿíèå ñåãðåãàöèè íà ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííûõ ïåðåêðåñòíûõ ñîîòíîøåíèé ñ òî÷íûìè, ïîëó-

÷åííûìè â ðàìêàõ ñõåìû Ìàêñâåëëà, ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 1.15; E0 = 208

ÃÏà. Ïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî αs = 0, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâî ïðè D∗
1 → ∞. Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ïîäàòëèâîñòü-äèôôóçèÿ áëèæå

ê çàâèñèìîñòè, óñòàíîâëåííîé â ðàìêàõ ñõåìû Ìàêñâåëëà, ïðåäïî÷òèòåëü-

íåå, ïî âñåé âèäèìîñòè, èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ ïîäàòëèâîñòü-äèôôóçèÿ,

ðàññìîòðåíèåì êîòîðûõ è îãðàíè÷èìñÿ äàëåå.

Â îòëè÷èå îò ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòè è òåïëî- èëè ýëåêòðîïðîâîä-

íîñòè ìàòåðèàëà, äëÿ êîòîðûõ îáùèìè ìèêðîñòðóêòóðíûìè ïàðàìåòðàìè

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ðàññìîòðåííûå âûøå ϕ è ω, êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè ìàòåðèàëà çàâèñèò òàêæå îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè, òîãäà êàê ïî-

äàòëèâîñòü � íåò. Â ñâÿçè ñ ýòè âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðèíöèïèàëüíîé ïðèìåíè-

ìîñòè ñîîòíîøåíèé ìåæäó óïðóãèìè è äèôôóçèîííûìè ñâîéñòâàìè. Ïîìèìî

ýòîãî, äëÿ ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå 4S1 → ∞, à òàê-
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Ðèñ. 1.15. Ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííûõ ñîîòíîøåíèé ïîäàòëèâîñòü-äèôôóçèÿ
(ïóíêòèðíûå ëèíèè) è ïîäàòëèâîñòü-ñîïðîòèâëÿåìîñòü (òî÷å÷íûå ëèíèè) ñ
òî÷íûìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ ñõåìû Ìàêñâåëëà (ñïëîøíûå ëèíèè)

æå óñòðåìëåíèå ê áåñêîíå÷íîñòè ïðîâîäèìîñòè ïîð, â òî âðåìÿ êàê êîýôôè-

öèåíò äèôôóçèè ïîðû îãðàíè÷åí. Â ðåçóëüòàòå, ñîîòíîøåíèÿ ïîäàòëèâîñòü-

äèôôóçèÿ çàâèñÿò îò âåëè÷èíû αs = sD0/D1 = D0/D
∗
1.

Èç Ðèñ. 1.16, ïîñòðîåííîãî ïðè α = 0.05 âèäíî, ÷òî ïàðàìåòð ñåãðåãà-

öèè íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

ìîäóëåì Þíãà è êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè ìàòåðèàëà ñî ñôåðè÷åñêèìè ïî-

ðàìè (êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè). Òåì íå ìåíåå, ñîãëàñíî

çàâèñèìîñòÿì, èçîáðàæåííûì íà Ðèñ. 1.17, â ñëó÷àå ñïëþñíóòûõ èëè âûòÿ-

íóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð ñîîòíîøåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñåãðåãàöèè,

÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà èõ ïðèìåíèìîñòü. Ïðè ýòîì ïðèáëèæåííûå

ñîîòíîøåíèÿ áëèçêè ê òî÷íûì, ÷òî ãîâîðèò îá èõ êîððåêòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåííûå ïî àíàëîãèè ñ ïðîâîäèìîñòüþ ñîîòíîøå-

íèÿ ïîäàòëèâîñòü-äèôôóçèÿ íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îäíèõ ñâîéñòâ ÷åðåç äðóãèå ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î çíà÷åíèè ïàðàìåò-

ðà ñåãðåãàöèè.
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Ðèñ. 1.16. Ñîîòíîøåíèÿ ïîäàòëèâîñòü-äèôôóçèÿ äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñôåðè÷å-
ñêèìè ïîðàìè

Ðèñ. 1.17. Ñîîòíîøåíèÿ ïîäàòëèâîñòü-äèôôóçèÿ äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñïëþñíó-
òûìè (ñëåâà) è âûòÿíóòûìè (ñïðàâà) ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè: òî÷íûå ñîîò-
íîøåíèÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ (ïóíêòèðíûå ëè-
íèè)

1.9. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

� Ðåøåíà çàäà÷à îá îñðåäíåíèè ïîëåé â êîíòåêñòå çàäà÷è äèôôóçèè äëÿ ìà-

òåðèàëà, ñîäåðæàùåãî íåîäíîðîäíîñòè ñ íåèäåàëüíûì êîíòàêòîì � ñêà÷-

êîì êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.

� Ïîëó÷åíû òåíçîðû âêëàäà ñôåðîèäàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè ñ íåèäåàëü-
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íûì êîíòàêòîì â äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà.

� Ïîñòðîåíû ãðàíèöû ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êîìïîçèòà

ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè.

� Ìåòîäû ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ îáîáùåíû äëÿ ó÷åòà ñåãðåãàöèè ïðè îïðåäå-

ëåíèè ýôôåêòèâíûõ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòà.

� Îïðåäåëåíû ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, àíèçîòðîïèÿ êîòîðîãî îáóñëîâëåíà ôîð-

ìîé è îðèåíòàöèåé ïîð, ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè.

� Ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç

êîìïîçèòà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè è

óìåíüøåíèþ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ Ìàêñâåëëà è Êàíàóíà-Ëåâèíà.

� Óñòàíîâëåíû ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíûìè óïðóãè-

ìè è äèôôóçèîííûìè ñâîéñòâàìè ãåòåðîãåííîãî ìàòåðèàëà. Ïîêàçàíî,

÷òî â ñëó÷àå íåñôåðè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé äàííûå ñîîòíîøåíèÿ çàâè-

ñÿò îò ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðèìåíèìîñòü.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà â ðàìêàõ ìèê-

ðîïîëÿðíîé òåîðèè

Íàëè÷èå äåôåêòîâ â ìàòåðèàëå îêàçûâàåò íåïîñðåäñòâåííîå âëèÿíèå íà

åãî ïîâåäåíèå íà ìåçîóðîâíå, ÿâëÿþùåìñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó ìèêðo- è

ìàêðîìàcøòàáíûì. Êàê ïðàâèëî, èìåííî âáëèçè ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëîâ èìå-

åòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî äåôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ è

äàëüíåéøåé îáðàáîòêè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ìàòåðèàëå íàáëþäàþòñÿ ïîâåðõ-

íîñòíûå ýôôåêòû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Â ÷àñòíîñòè, â ëèòåðàòóðå àêòèâíî

îáñóæäàåòñÿ ÿâëåíèå ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè [5, 13, 135].

Â êîíòåêñòå ïðîáëåìû ìàññîïåðåíîñà, íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ ñ áîëü-

øèì êîëè÷åñòâîì äåôåêòîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ìàòåðèàëå. Çíà÷èòåëüíîå ëî-

êàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè íàáëþäàåòñÿ ïðè íà-

ñûùåíèè ñòàëüíûõ èçäåëèé âîäîðîäîì [60,113,137,160].

Âëèÿíèå âîäîðîäà íà ñâîéñòâà êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ èññëåäóþò

ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííîãî íàñûùåíèÿ ýòèõ ìàòåðèàëîâ. Êàê ïðàâèëî, ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî íàñûùåíèÿ îáðàçöà âîäîðîäîì äîñòàòî÷íî

íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ÷àñîâ, à ïîòîìó ïðè ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ

íàñûùåíèÿ ôàêòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âîäîðîäà ïî òîëùèíå îáðàçöà íå ïðî-

âåðÿåòñÿ [160]. Îäíàêî, ñîãëàñíî ïðÿìûì èçìåðåíèÿì, íàñûùåíèå â òå÷åíèå

ñòàíäàðòíîãî âðåìåíè ïðèâîäèò ê íàâîäîðîæèâàíèþ òîëüêî òîíêîãî ïîâåðõ-
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íîñòíîãî ñëîÿ ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà çåðíà [47,49,80,113,137,160]. Ñî-

ãëàñíî ôàêòîãðàôè÷åñêîìó àíàëèçó ïîâåðõíîñòåé ðàçðóøåíèÿ íàñûùåííûõ

îáðàçöîâ ïîñëå óñòàëîñòíûõ èñïûòàíèé, ðàçìåðû îáëàñòè, õàðàêòåðèçóþùåé-

ñÿ õðóïêèì âèäîì èçëîìà (èìåííî òàêîé èçëîì íàáëþäàåòñÿ â íàñûùåííûõ

âîäîðîäîì îáëàñòÿõ), ñîïîñòàâèìû ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì çåðíà [61,72].

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðè íàñûùåíèè ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ âî-

äîðîäîì, êàê ïðàâèëî, èãíîðèðóåòñÿ, ìîäåëèðîâàíèþ äàííîãî ýôôåêòà íà ñå-

ãîäíÿøíèé äåíü ïîñâÿùåíî ëèøü íåçíà÷èòåëüíî êîëè÷åñòâî ðàáîò [79,80,137,

157]. Ïðåäñòàâëåííûå â ýòèõ ðàáîòàõ ìîäåëè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå

ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðè÷èíû íà-

áëþäàåìîãî ýêñïåðèìåíòàëüíî ÿâëåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïðè÷èíû

ðàññìàòðèâàåòñÿ íàëè÷èå �èñõîäíîãî� ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, ìèêðîñòðóêòóðà

êîòîðîãî îòëè÷íà îò ìèêðîñòðóêòóðû îñíîâíîãî îáúåìà ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì

�èñõîäíûé� ïîâåðõíîñòíûé ñëîé ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàêàí-

ñèé [80] èëè íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé äèôôóçíî-ïîäâèæíûé âîäîðîä,

êîòîðûé çàòåì ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó äèôôóçíî-ïîäâèæíûì è ñâÿçàí-

íûì ñîñòîÿíèåì, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ ðàçëè÷íûìè ýíåðãèÿìè ñâÿçè [137].

Íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ó÷èòûâàþò

ñïåöèôèêó òðàíñïîðòà âîäîðîäà, îáúÿñíÿþò ñóùåñòâåííîå ëîêàëüíîå óâåëè-

÷åíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè âáëèçè ïîâåðõíîñòè è íàáëþäàåìîå ýêñïåðèìåí-

òàëüíî �çàïèðàíèå� âîäîðîäà â ýòîé îáëàñòè. Òåì íå ìåíåå, îíè íå îáúÿñíÿþò

ïîÿâëåíèå �èñõîäíîãî� ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ. Âòîðàÿ ãðóïïà ìîäåëåé â êà÷å-

ñòâå ïðè÷èíû ÿâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-

íèå íàñûùàåìîãî ìàòåðèàëà [79,157]. Ïðè ýòîì ìîäåëè ó÷èòûâàþò ëèáî ñîá-

ñòâåííûå äåôîðìàöèè, âûçâàííûå íàêîïëåíèåì âîäîðîäà, ëèáî ñîâîêóïíîå

âëèÿíèå ñîáñòâåííûõ äåôîðìàöèé è âíåøíåé íàãðóçêè. Ýòè ìîäåëè ïîçâî-

ëÿþò îïèñàòü ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè, îäíàêî, îíè èãíîðèðóþò

âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ýôôåêò ëî-
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êàëèçàöèè âîäîðîäà íå ñòîëü âûðàæåí. Ïîìèìî ýòîãî, ñóùåñòâåííîå ëîêàëü-

íîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè íàáëþäàåòñÿ è â íåíàãðóæåííûõ îáðàçöàõ, à

ïîòîìó äàííûå ìîäåëè íå ïîçâîëÿþò ó÷åñòü âñþ ïðèðîäó ÿâëåíèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ñóùåñòâåí-

íîãî ëîêàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå,

îáúåäèíÿþùàÿ îñíîâíûå èäåè èçëîæåííûõ âûøå ïîäõîäîâ è ó÷èòûâàþùàÿ

èõ âçàèìîñâÿçü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò âûçâàí íàëè-

÷èåì äàæå â íåíàñûùåííîì òâåðäîì òåëå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, ïîâåäåíèå

êîòîðîãî îòëè÷íî îò ïîâåäåíèÿ îñíîâíîãî îáúåìà ìàòåðèàëà. Ïðè ýòîì ó÷è-

òûâàåòñÿ, ÷òî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ

ñâÿçàíî ñ åãî ñòðóêòóðíûìè îñîáåííîñòÿìè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò â ïîëíîé

ìåðå ó÷åñòü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå íà ìåçîóðîâíå.

Ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ íåíàñûùåííî-

ãî âîäîðîäîì ñòàíäàðòíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà. Òàêèì îáðàçîì, â ãëàâå

îïèñûâàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå �èñõîäíîãî� ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, íàëè÷èå êîòî-

ðîãî ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ïîâåðõíîñòíûì ýôôåêòàì � â òîì ÷èñëå,

ê ïîâåðõíîñòíîìó ýôôåêòó ïðè íàâîäîðîæèâàíèè.

Ïîâåäåíèå öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ìîäåëèðóåòñÿ â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿð-

íîé òåîðèè, îáëàñòüþ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ â òîì ÷èñ-

ëå îïèñàíèå çåðíèñòûõ ìàòåðèàëîâ [23,65, 124]. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìèêðî-

ïîëÿðíîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíû â ñîâðåìåííûõ îáçîðàõ [35, 63, 114]. Âûáîð

ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè îáóñëîâëåí îãðàíè÷åííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè âîç-

ìîæíîñòÿìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà íà ðàçíûõ ìàñøòàá-

íûõ óðîâíÿõ [23]. Òàê, äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòåé ñòðóêòóðû â ÿâíîì âèäå

íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó, ó÷èòûâàþùóþ

áîëüøèå êîíòðàñòû ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, íåîäíîðîäíîñòü íàïðÿæåííî-äåôîð-

ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ìåçî- è ìèêðîìàñøòàáå è ò.ä. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïî-

ñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî ðàññìîòðåòü õàðàêòåðíóþ íåîäíîðîäíîñòü
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(çåðíî) êàê òåëî-òî÷êó. Íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ñèëîâîé íàãðóçêè â ìàñ-

øòàáå çåðíà â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ íà ìàêðîóðîâíå è ñèëû,

è ìîìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, íàäåëåíèå ÷àñòèöû ñðåäû íå òîëüêî òðàíñëÿöè-

îííûìè, íî è âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîçâîëÿåò îïèñàòü íåÿâ-

íî íåîäíîðîäíîñòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà íà

ìåíüøåì ìàñøòàáå. Ïðèìåíåíèå ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ïðèâîäèò ê âîçðàñòà-

íèþ âêëàäà ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ íàïðÿæå-

íèé è äåôîðìàöèé íà ìåíüøåì ìàñøòàáíîì óðîâíå. Èìåííî òàêîé îáëàñòüþ

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé ñëîé. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè

îáóñëîâëåí, ñ îäíîé ñòîðîíû, âîçìîæíîñòüþ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóêòóð-

íûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìàòåðèàëà (çåðåí), ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïðèìåíèìîñòüþ

ê îïèñàíèþ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6, 16,38,72,75].

2.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãî-

ñòè

2.1.1. Îáùàÿ ìèêðîïîëÿðíàÿ òåîðèÿ

Äâèæåíèå ÷àñòèö ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ïåðåìåùå-

íèé u è íåçàâèñèìûì âåêòîðîì ìèêðîïîâîðîòà θ. Äåôîðìàöèÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêè ëèíåéíîãî êîíòèíóóìà îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-

ñæàòèÿ ϵ è òåíçîðîì äåôîðìàöèè èçãèáà-êðó÷åíèÿ κ, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ââåäåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϵ = ∇u+ I× θ, (2.1.1)

κ = ∇θ, (2.1.2)
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ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ∇ � íàáëà-îïåðàòîð, îïåðàòîð �×�

îáîçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà A = akbk è âåêòîðà c îïðåäåëÿåòñÿ

êàê A× c = ak (bk × c), çäåñü è äàëåå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó èäåò ñóì-

ìèðîâàíèå îò 1 äî 3 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà).

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè ôèçè÷åñêè ëèíåéíîãî êîíòèíóó-

ìà W ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé ìåð äåôîðìàöèè:

W =
1

2
ϵ · ·4C · ·ϵ+ ϵ · ·4B · ·κ+

1

2
κ · ·4D · ·κ, (2.1.3)

ãäå 4C, 4B, è 4D � òåíçîðû óïðóãèõ ìîäóëåé.

Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà òåíçîð 4B = 0, à òåíçîðû 4C è 4D ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåð-

òîãî ðàíãà 4I1 = II, 4I2 = ekIek è
4I3 = ekemekem:

4C = λ4I1 + 2µ4E+ κ
4I3 −4 I2

2
, (2.1.4)

4D = β4
1I1 + (β2 + β3)

4E+ (β3 − β2)
4I3 −4 I2

2
,

ãäå 4E =
(
4I2 +

4 I3
)
/2; λ è µ � ïàðàìåòðû Ëàìå (µ ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì

ñäâèãà), κ è βi (i = 1, 2, 3) � íåêëàññè÷åñêèå óïðóãèå ìîäóëè.

×åòûðå íåêëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç èí-

æåíåðíûå (òåõíè÷åñêèå) êîíñòàíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N =

√
κ

2µ+ κ
, N ∈ [0, 1]; ψ =

β2 + β3
β1 + β2 + β3

, ψ ∈ [0, 1.5]; (2.1.5)

lt =

√
β2 + β3
2µ

; lb =

√
β3
4µ
,

ãäå N � ïàðàìåòð àñèììåòðèè, ψ � ïîëÿðíûé êîýôôèöèåíò, lt è lb � õàðàêòåð-

íûå äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ è äåôîðìàöèè èçãèáà ñîîòâåòñòâåííî.
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Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð N õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü àñèììåòðèè ñäâèãîâûõ

íàïðÿæåíèé. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåN = 1 ñâîéñòâåííî ìèêðîïîëÿðíîé ñðå-

äå ñî ñòåñíåííûì âðàùåíèåì. Õàðàêòåðíûå äëèíû äëÿ äåôîðìàöèé êðó÷å-

íèÿ lt è èçãèáà lb îïðåäåëÿþò îáëàñòü äåéñòâèÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, ò.å.

õàðàêòåðèçóþò �ðàçìåðíûé ýôôåêò�. Ïîëÿðíûé êîýôôèöèåíò ψ îïðåäåëÿåò

ñîîòíîøåíèå ìåæäó óïðóãèìè ìîäóëÿìè β1, β2 è β3. Ïðè îáðàùåíèè â íîëü

íåêëàccè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé κ è βi ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíîé cðåäû òîæ-

äåñòâåííà ìîäåëè êëàññè÷åñêîé ñðåäû.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé äëÿ òåíçîðîâ óïðóãèõ ìîäóëåé (2.1.4) â óðàâíå-

íèå (2.1.3) ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè óïðó-

ãîé äåôîðìàöèè:

W =
λ

2
tr2(ϵ) +

2µ+ κ

4
tr(ϵ · ϵ⊤) + 2µ− κ

4
tr(ϵ · ϵ)+ (2.1.6)

+
β1
2
tr2(κ) +

β3
2
tr(κ · κ⊤) +

β2
2
tr(κ · κ),

ãäå trA îçíà÷àåò ïåðâûé èíâàðèàíò (ñëåä) òåíçîðàA, âåðõíèé èíäåêñ ⊤ îçíà-

÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå òåíçîðà, îïåðàòîð �·� îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå (â ÷àñòíîñòè, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ âòîðîãî

ðàíãà A = akbk è B = cmdm îïðåäåëÿåòñÿ êàê A ·B = ak (bk · cm)dm).

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (2.1.6) äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíà, ÷òî íàêëàäû-

âàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðóãèå ìîäóëè:

3λ+ 2µ ≥ 0, µ ≥ 0, κ ≥ 0,

3β1 + β2 + β3 ≥ 0, β2 + β3 ≥ 0, β3 − β2 ≥ 0.

Ïåðåäà÷à ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìèêðîïîëÿðíîé ñðå-

äû ïðîèñõîäèò êàê ïîñðåäñòâîì âåêòîðà ñèë, òàê è ïîñðåäñòâîì âåêòîðà ìî-

ìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðû ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé T è ìîìåíòíûõ íà-

ïðÿæåíèé M ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíî-
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çíà÷íîé ôóíêöèè W ïî òåíçîðíûì àðãóìåíòàì ϵ è κ ñîîòâåòñòâåííî:

T =
∂W

∂ϵ
= λtr(ϵ)I+ 2µϵS + κϵA, (2.1.7)

M =
∂W

∂κ
= β1tr(κ)I+ (β2 + β3)κ

S + (β3 − β2)κ
A, (2.1.8)

ãäå âåðõíèå èíäåêñû S and A îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ñèììåòðè÷íóþ è

àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà.

Ïîäñòàâèâ â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.1.7)�(2.1.8) âûðàæåíèÿ äëÿ

òåíçîðîâ äåôîðìàöèé (2.1.1)�(2.1.2), à òàêæå ïðåäñòàâèâ óïðóãèå ìîäóëè ÷å-

ðåç òåõíè÷åñêèå êîíñòàíòû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (2.1.5), ïîëó÷èì ñëå-

äóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé:

T = λ (∇ · u) I+ µ

1−N 2
∇u+ µ

1− 2N 2

1−N 2
u∇+ 2µ

N 2

1−N 2
I× θ, (2.1.9)

M = 2µl2t
1− ψ

ψ
(∇ · θ) I+ 4µl2b∇θ + 2µ

(
l2t − 2l2b

)
θ∇. (2.1.10)

Ïîâåäåíèå ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì êîëè÷åñòâà äâè-

æåíèÿ è áàëàíñîì êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, êîòîðûå â îòñóòñòâèå ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñèë è ìîìåíòîâ èìåþò ñëåäóþùèé èíòåãðàëüíûé âèä:

d

dt

∫
V

ρvdV =

∫
S

n ·TdS, (2.1.11)

d

dt

∫
V

(r× ρv + ρJω) dV =

∫
S

(r× (n ·T) + n ·M) dS, (2.1.12)

ãäå V � êîíòðîëüíûé îáúåì, îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ S, d/dt � ïîëíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, ρ � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü, v � òðàíñëÿöèîííàÿ ñêî-

ðîñòü ÷àñòèöû ñðåäû, r � ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû ñðåäû, J � ìàññîâàÿ ïëîò-

íîñòü ìîìåíòà èíåðöèè, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñðåäû.

Ïðè ðåøåíèè äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëîêàëüíîé ôîð-
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ìå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

ρü = ∇ ·T, (2.1.13)

ρJ θ̈ = ∇ ·M+T×, (2.1.14)

ãäå Φ̈ îáîçíà÷àåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, íèæíèé èíäåêñ �×� îáî-

çíà÷àåò âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà (A× = (akbk)× = ak × bk). Áàëàíñ

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà â ëîêàëüíîé ôîðìå (2.1.14) ïîëó÷åí ñ ó÷åòîì áàëàí-

ñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (2.1.13).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàòèêè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ëîêàëüíîé ôîðìå

ïðèíèìàþò âèä

∇ ·T = 0, (2.1.15)

∇ ·M+T× = 0. (2.1.16)

Ðåøåíèå çàäà÷è îáùåé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè áóäåò îïðåäå-

ëÿòüñÿ â äàëüíåéøåì è àíàëèòè÷åñêè, è ÷èñëåííî. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà

äàííîì ýòàïå èçëîæåíèÿ ïîäðîáíî íà îñîáåííîñòÿõ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, îò-

ìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëåí-

íûé ìåòîä, ïîìèìî íåïîñðåäñòâåííî àïïðîêñèìàöèè ñ òîé èëè èíîé òî÷íî-

ñòüþ èñõîäíûõ óðàâíåíèé, îáåñïå÷èâàë ñòðîãîå âûïîëíåíèå ôèçè÷åñêèõ çà-

êîíîâ ñîõðàíåíèÿ (áûë êîíñåðâàòèâíûì [143]). Êîíñåðâàòèâíîñòü èíòåãðàëü-

íûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è òàêèìè

õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò)

îáåñïå÷èâàåòñÿ èñõîäíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òîãäà êàê ôîðìà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âëèÿåò íà ñâîéñòâà êîíñåðâàòèâíîñòè. Â ÷àñò-

íîñòè, ðàñêðûòèå ñêîáîê â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ìîæåò ïðèâåñòè

ê íåêîíñåðâàòèâíîìó âèäó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à ïîòîìó äîëæíî

áûòü ñâåäåíî ê ìèíèìóìó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ â äàëüíåéøåì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z) îïðåäåëèì äåéñòâèå
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íàáëà-îïåðàòîðà íà ïðîèçâîëüíóþ òåíçîðíóþ ôóíêöèþ Φ, îñóùåñòâèâ ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä â ñîîòíîøåíèè
∫
V ∇∗ΦdV =

∫
S n∗ΦdS äëÿ ýëåìåíòàðíîãî

îáúåìà (îïåðàòîð �∗� â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò îçíà÷àòü ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå

è òåíçîðíîå óìíîæåíèå):

∇ ∗Φ =
1

r
er ∗

∂

∂r
(rΦ) +

1

r

∂

∂φ
(eφ ∗Φ) + ez ∗

∂Φ

∂z
. (2.1.17)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ôîðìóëà (2.1.17) ñâîäèòñÿ ê îáùåèç-

âåñòíîìó âèäó

∇ ∗Φ = er ∗
∂Φ

∂r
+

1

r
eφ ∗

∂Φ

∂φ
+ ez ∗

∂Φ

∂z
.

2.1.2. Òåîðèÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà � ìèê-

ðîïîëÿðíóþ ñðåäó ñî ñòåñíåííûì âðàùåíèåì, â êîòîðîé ìîìåíòíûå âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû ââîäÿòñÿ íàðÿäó ñ ñèëîâûìè, íî âðàùà-

òåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Òåíçîð äåôîðìàöèè ϵ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.1.1), êîòîðîå äëÿ äàëü-

íåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîé è

àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòåé:

ϵ = ε+ I× (θ − ω) , (2.1.18)

ãäå ε = ϵS = (∇u+ u∇) /2 ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì òåíçîðîì äåôîðìàöèè,

ââîäèìûì â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ω = ∇× u/2 � âåêòîð ìàêðîïîâî-

ðîòà, õàðàêòåðèçóþùèé âðàùåíèå, ñâÿçàííîå ñ ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì

ñîñåäíèõ ÷àñòèö ñðåäû.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà äåôîðìàöèè (2.1.18), ìîæíî ïåðåïèñàòü

îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ òåíçîðà ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé (2.1.7) ñëåäó-
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þùèì îáðàçîì:

T = λtr(ϵ)I+ 2µε+ κI× (θ − ω) . (2.1.19)

Â ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäå ñî ñòåñíåííûì âðàùåíèåì âåêòîð ìèêðîïîâîðîòà

ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ìàêðîïîâîðîòà:

θ = ω =
1

2
∇× u. (2.1.20)

Â ðåçóëüòàòå, èç ôîðìóëû (2.1.18) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð äåôîðìàöèè ϵ ÿâëÿ-

åòñÿ ñèììåòðè÷íûì è ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì äåôîðìàöèè, ââîäèìûì â ðàìêàõ

êëàññè÷åñêîé òåîðèè:

ϵ = ε =
1

2
(∇u+ u∇) . (2.1.21)

Â ðàìêàõ òåîðèè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ àñèììåòðè÷íûì, à íåêëàññè÷åñêèé ìîäóëü óïðóãîñòè κ → ∞. Â ðå-

çóëüòàòå, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.1.19), àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà íà-

ïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0 · ∞ è íå ìîæåò áûòü

íàéäåíà èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, òåíçîð ñèëîâûõ íà-

ïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé

÷àñòåé. Ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü íàõîäèòñÿ èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, òî-

ãäà êàê àíòèñèììåòðè÷íàÿ - èç áàëàíñà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà:

T = TS +TA,

TS = λtr(ϵ)I+ 2µϵ = λ (∇ · u) I+ µ (∇u+ u∇) , (2.1.22)

TA = −1

2
I×T× =

1

2
I× (∇ ·M) .

Òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé íàõîäèòñÿ èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøå-
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íèÿ (2.1.8) è, ñ ó÷åòîì (2.1.20), ïðèíèìàåò âèä:

M =
1

2
[β2 (∇× u)∇+ β3∇ (∇× u)] = (2.1.23)

= µ
[(
l2t − 2l2b

)
(∇× u)∇+ 2l2b∇ (∇× u)

]
.

Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà â ðåçóëüòàòå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíèì óðàâíåíèåì

ðàâíîâåñèÿ (áàëàíñîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî àíòèñèììåò-

ðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé âûðàæàåòñÿ èç áàëàíñà êèíåòè-

÷åñêîãî ìîìåíòà):

∇ ·TS +
1

2
∇× (∇ ·M) = 0. (2.1.24)

Ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ â äàëü-

íåéøåì òîëüêî àíàëèòè÷åñêè, à ïîòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè â ïîëó÷åíèè êîí-

ñåðâàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ïîèñêà àíàëèòè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ óäîáíåå âñåãî ðàáîòàòü â äàëüíåéøåì íàïðÿìóþ ñ óðàâíåíèåì ðàâíî-

âåñèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ, êîòîðîå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.1.22), (2.1.23) ïðè-

íèìàåò âèä

(λ+ µ)∇ (∇ · u) + µ∆u+ µl2b∇ ·∆(u∇−∇u) = 0. (2.1.25)

2.2. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äëèííîãî öèëèíäðà

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ äëèííîãî öè-

ëèíäðà ðàäèóñà r0 è äëèíû L.

Ââåäåíèå íåçàâèñèìûõ òðàíñëÿöèîííûõ è âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáî-

äû, à òàêæå ó÷åò ìîìåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû íà-

ðÿäó ñ ñèëîâûìè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ôîðìóëèðîâêè äîïîëíèòåëüíûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü êèíåìàòè÷åñêèìè,

ñòàòè÷åñêèìè èëè ñìåøàííûìè. Êèíåìàòè÷åcêîe ãðàíè÷íîe ócëîâèe ïðåäïî-

ëàãàåò çàäàíèå ìèêðîïîâîðîòîâ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè, à ñòàòè÷åñêîå ãðà-
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íè÷íîå óñëîâèå � çàäàíèå ìîìåíòà.

Âûáîð êîíêðåòíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íå âñåãäà î÷å-

âèäåí, ïîñêîëüêó èçìåðèòü íàïðÿìóþ ìîìåíò íà ïîâåðõíîñòè íåâîçìîæíî, à

äëÿ çàäàíèÿ ìèêðîïîâîðîòîâ íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëåíèå íå òîëüêî î ðàçâî-

ðîòàõ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåìåíòîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, íî è îòíîñèòåëüíî

âíóòðåííèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè âûáîðå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ áóäåì èñõîäèòü èç

òîãî, ÷òî ÷àñòèöà ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû â êîíòåêñòå ðåøàåìîé çàäà÷è ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé çåðíî (èëè åãî ôðàãìåíò). Èçâåñòíî, ÷òî íà âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòè ìåòàëëè÷åñêèõ èçäåëèé íàáëþäàþòñÿ ðàçâîðîòû è �âûïó÷èâàíèå� çå-

ðåí [164]. Ãðàíèöû çåðåí, îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòü ìàòåðèàëà, ñâîáîäíû îò

âíåøíåé íàãðóçêè, òîãäà êàê ïîäâèæíîñòü �âíóòðåííèõ� ãðàíèö ýòèõ çåðåí

îãðàíè÷åíà ñîñåäíèìè çåðíàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèëüíî íåðàâíîìåðíîé ñèëî-

âîé íàãðóçêå â ìàñøòàáå çåðíà, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìîìåíò

íà ìàêðîóðîâíå, ÿâëÿþùèéñÿ ïðè÷èíîé ðàçâîðîòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè

íàëè÷èè äàííûõ î ðàçâîðîòàõ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ çåðåí, îñíîâàííûõ íà

ìèêðîñòðóêòóðîì àíàëèçå, áûëî áû öåëåñîîáðàçíåå çàäàâàòü íà ïîâåðõíîñòè

èìåííî ìèêðîïîâîðîòû. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû îáà

òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Äîïîëíèòåëüíîå êèíåìàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäàåòñÿ íà áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà êàê

θ|r=r0
= θ0,

ñòàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n ·M|r=r0
= M0,

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íå çàâèñèò

îò êîîðäèíàò z è φ, ò.å. θ0 = const èëè M0 = const. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî íà
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áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íàáëþäàåòñÿ, â îñíîâíîì, �âûïó÷èâàíèå� çåðåí, è ïðè

çàäàíèè êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ îãðàíè÷èìñÿ çàäàíèåì ïîâî-

ðîòà âîêðóã îðòà eφ:

θ|r=r0
= θ0 = θ0eφ; (2.2.1)

à ïðè çàäàíèè ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ îãðàíè÷èìñÿ çàäàíèåì èçãè-

áàþùåãî ìîìåíòà âîêðóã eφ:

er ·M|r=r0
= M0 =M0eφ. (2.2.2)

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñ÷èòàåòñÿ ñâîáîäíîé îò ñèëîâîé íàãðóçêè,

ò.å.

er ·T|r=r0
= 0. (2.2.3)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà, íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå

â äëèííîì öèëèíäðå ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ äåéñòâóþùèõ

íà òîðöàõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë è ìîìåíòîâ [18]. Íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò òîð-

öîâ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ãëàâíîé ñèëîé è ãëàâíûì

ìîìåíòîì. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ âûïîëíÿþòñÿ èíòå-

ãðàëüíî. Öèëèíäð íå íàãðóæåí â îñåâîì íàïðàâëåíèè, ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ∫ ∫
S

ez ·TdS

∣∣∣∣
z=0,z=L

= 0, (2.2.4)

∫ ∫
S

ez ·MdS

∣∣∣∣
z=0,z=L

= 0. (2.2.5)

2.2.1. Ìèêðîïîëÿðíàÿ ñðåäà

Ó÷èòûâàÿ àêñèàëüíóþ ñèììåòðèþ è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ñå÷åíèÿ öèëèí-

äðà âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ îáùåé ìèê-
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ðîïîëÿðíîé òåîðèè â ñëåäóþùåì âèäå:

u = ur (r) er + uz (r) ez, (2.2.6)

θ = θr (r) er + θφ (r) eφ. (2.2.7)

Ïðåäïîëîæèì îãðàíè÷åííîñòü ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

ur|r=0 ≪ ∞ (2.2.8)

è çàôèêñèðóåì ïîëîæåíèå îñè öèëèíäðà

uz|r=0 = 0, (2.2.9)

θr|r=0 = θφ|r=0 = 0. (2.2.10)

Èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (2.1.9) ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåí-

òû òåíçîðà ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé T áóäóò èìåòü âèä

Trr = (λ+ 2µ)u′r + λ
ur
r
, Tφφ = λu′r + (λ+ 2µ)

ur
r
,

Tzz = λ
(
u′r +

ur
r

)
, (2.2.11)

Tzφ = −Tφz = 2µ
N 2

1−N 2
θr,

Tzr =
µ

1−N 2

((
1− 2N 2

)
u′z − 2N 2θφ

)
, Trz =

µ

1−N 2

(
u′z + 2N 2θφ

)
,

à èç îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (2.1.10) ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû

òåíçîðà ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé M áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ìèêðîïîâîðîòû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Mrr =
2µl2t
ψ

[
θ′r + (1− ψ)

θr
r

]
, Mφφ =

2µl2t
ψ

[
(1− ψ) θ′r +

θr
r

]
, (2.2.12)

Mrφ = 2µ

[(
2l2b − l2t

) θφ
r

+ 2l2bθ
′
φ

]
, Mφr = 2µ

[(
l2t − 2l2b

)
θ′φ − 2l2b

θφ
r

]
.
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ãäå ′ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ðàäèóñó ∂/∂r.

Äëÿ çàïèñè áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé â êîìïîíåíòíîì âèäå íàéäåì ïðî-

åêöèè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.1.15) íà îðòû ez, er è ïðîåêöèè âåêòîðíîãî

óðàâíåíèÿ (2.1.16) íà îðòû er, eφ, ñîîòâåòñòâåííî:

(rTrz)
′ = 0,

(rTrr)
′ − Tφφ = 0, (2.2.13)

(rMrr)
′ −Mφφ + rTφz − rTzφ = 0,

(rMrφ)
′ +Mφr + rTzr − rTrz = 0.

Ïîäñòàâèâ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.2.11)�(2.2.12) â óðàâíåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ (2.2.13), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé:

(ruz
′)
′
+ 2N 2 (rθφ)

′ = 0,

(ru′r)
′ − ur

r
= 0,

l2t
ψ

[
(rθ′r)

′ − θr
r

]
− r

2N 2

1−N 2
θr = 0, (2.2.14)

2l2b

[(
rθ′φ
)′ − θφ

r

]
− r

2N 2

1−N 2
θφ − r

N 2

1−N 2
uz

′ = 0.

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.2.14)2 îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

è (2.2.14)3 îòíîñèòåëüíî ìèêðîïîâîðîòà âîêðóã er íåçàâèñèìû, à óðàâíåíèÿ

(2.2.14)1, (2.2.14)4 îáðàçóþò ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ: àêñè-

àëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ è ìèêðîïîâîðîòà âîêðóã eφ. Ïðè ýòîì ó÷åò ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (2.2.3), (2.2.8) ïðèâîäèò òðèâèàëüíîìó (òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ)

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2.2.14)2, ò.å. ur = 0. Àíàëîãè÷íî, èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

(2.2.10) è (2.2.1) èëè (2.2.2) ñëåäóåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2.14)3,

ò.å. θr = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2.14)
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ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé

(ruz
′)
′
+ 2N 2 (rθφ)

′ = 0, (2.2.15)

2l2b

[(
rθ′φ
)′ − θφ

r

]
− r

2N 2

1−N 2
θφ − r

N 2

1−N 2
uz

′ = 0.

Ïî ñóòè, äàííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò àïïðîêñèìè-

ðîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2.15) ìîæåò áûòü óïðîùåíà çà

ñ÷åò ðàñêðûòèÿ ñêîáîê. Ïîäåëèâ óðàâíåíèÿ íà r, ïîëó÷èì

uz
′′ +

uz
′

r
+ 2N 2

(
θφ

′ +
θφ
r

)
= 0, (2.2.16)

2l2b

(
θφ

′′ +
θφ

′

r
− θφ
r2

)
− N 2

1−N 2
uz

′ − 2N 2

1−N 2
θφ = 0.

Äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîèñêå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

2.2.2. Ìèêðîïîëÿðíàÿ ñðåäà ñî ñòåñíåííûì âðàùåíèåì

Ó÷èòûâàÿ àêñèàëüíóþ ñèììåòðèþ è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ñå÷åíèÿ öèëèí-

äðà âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè

ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â ñëåäóþùåì âèäå:

u = ur (r) er + uz (r) ez. (2.2.17)

Ïðåäïîëîæèì îãðàíè÷åííîñòü ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è çàôèêñèðóåì

ïîëîæåíèå îñè öèëèíäðà:

ur|r=0 ≪ ∞, uz|r=0 = 0. (2.2.18)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé,

íàéäåì ïðîåêöèè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.1.25) íà îðòû ez, er, ñîîòâåòñòâåí-
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íî:

l2b

(
uz

IV +
uz

′′′

r
− uz

′′

r2
+
uz

′

r

)
− uz

′′ = 0, (2.2.19)

ur
′′ +

ur
′

r
− ur
r2

= 0.

Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2.3), (2.2.18), ur = 0. Â ðåçóëüòàòå îñòà-

åòñÿ îäíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî àêñèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé:

l2b

(
uz

IV +
uz

′′′

r
− uz

′′

r2
+
uz

′

r

)
− uz

′′ = 0. (2.2.20)

2.3. Àíàëèòè÷åñêîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó ðåøåíèåì çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè è

â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè çàâèñèò îò çíà÷åíèé õàðàêòåðíûõ äëèí äëÿ

äåôîðìàöèé êðó÷åíèÿ è èçãèáà. ×åì áîëüøå äàííûå çíà÷åíèÿ, òåì ñóùå-

ñòâåííåå âêëàä ìîìeíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû. Çíà÷å-

íèÿ õàðàêòåðíûõ äëèí ñîïîñòàâèìû ñ ðàçìåðàìè ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíî-

ñòè ìàòåðèàëà è, êàê ïðàâèëî, ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè îáðàçöà. Â

ñâÿçè ñ ýòèì, ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè, ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîïðàâêó ê êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ïîçâîëÿþùóþ

óäîâëåòâîðèòü äîïîëíèòåëüíûì (íåêëàññè÷åñêèì) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ïî-

ñêîëüêó â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå çàäà÷è ìèêðîïîëÿðíîå ðåøå-

íèå èãðàåò ðîëü âáëèçè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ò.å. ïðè çíà÷åíèÿõ

r, áëèçêèõ ê r0, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ

ìèêðîïîëÿðíîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (2.2.16) â ñëó÷àå îáùåé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû è äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì (2.2.20) â ñëó÷àå ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû ñî ñòåñíåííûì âðàùå-

íèåì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîèñêå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ áóäåò ïðåäïîëà-
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ãàòüñÿ áûñòðîå çàòóõàíèå èñêîìîé ôóíêöèè Φ (êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé èëè

ìèêðîïîâîðîòà) ïðè óäàëåíèè îò áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:

Φ′′ ≫ Φ′ ≫ Φ. (2.3.1)

Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ñèñòåìà óðàâíåíèé

(2.2.16) ñâåäåòñÿ ê

uz
′′ + 2N 2θφ

′ = 0, (2.3.2)

2l2bθφ
′′ − N 2

1−N 2
uz

′ − 2N 2

1−N 2
θφ = 0.

Âûðàçèâ èç óðàâíåíèÿ (2.3.2)1 ìèêðîïîâîðîò âîêðóã eφ ÷åðåç ãðàäèåíò

ïåðåìåùåíèé êàê

θφ = − 1

2N 2
u′z +B1,

ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå (2.3.2)2 è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíåå, ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî àêñèàëüíûõ ïåðåìå-

ùåíèé:

l2bu
′′
z −N 2uz = − 2N 4

(1−N 2)
(B1r +B2) , (2.3.3)

ãäå B1, B2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè (2.3.3) ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ñòîèò ìàëûé

ïàðàìåòð, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèå òèïà ïîãðàíè÷íîãî

ñëîÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîâñåìåñòíî ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ â ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ òåîðèÿõ ìèêðîïîëÿðíûõ ñòåðæíåé,

ïëàñòèí è îáîëî÷åê [62,144]. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå òàêîå ðåøåíèå âîçíè-

êàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

ìîìåíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ èãðàþò ðîëü âáëèçè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèí-

äðà.

Èòàê, ðåøåíèÿ äëÿ àêñèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è ìèêðîïîâîðîòîâ âîêðóã
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eφ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

uz = A1e
−Nr

lb + A2e
Nr
lb +

2N 2

(1−N 2)
(B1r +B2) , (2.3.4)

θφ =
1

2Nlb

(
A1e

−Nr
lb − A2e

Nr
lb

)
− N 2

1−N 2
B1, (2.3.5)

ãäå A1, A2 � êîíñòàíòû.

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ A1, A2, B1, B2 íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé. Ïîñêîëüêó áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñâîáîäíà îò ñèëîâûõ íàãðó-

çîê (ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.2.3)), B1 = 0. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ìèêðî-

ïîâîðîòà â öåíòðå öèëèíäðà (2.2.10) ñëåäóåò, ÷òî A1 = A2 = A. Èç óñëî-

âèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïåðåìåùåíèé â öåíòðå öèëèíäðà (2.2.9) ñëåäóåò, ÷òî

B2 = −A
(
1−N 2

)
/N2. Êîíñòàíòà A íàõîäèòñÿ èç äîïîëíèòåëüíîãî ãðàíè÷-

íîãî óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè (2.2.1) èëè (2.2.2). Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷å-

ñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2.1) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

uz = 2Nlbθ0
e
−Nr

lb + e
Nr
lb − 2

e
−Nr0

lb − e
Nr0
lb

, (2.3.6)

θφ = θ0
e
−Nr

lb − e
Nr
lb

e
−Nr0

lb − e
Nr0
lb

,

à â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2.2)

uz =
M0

2µ

2− e
−Nr

lb − e
Nr
lb

e
−Nr0

lb + e
Nr0
lb

, (2.3.7)

θφ =
M0

4µNlb

e
Nr
lb − e

−Nr
lb

e
−Nr0

lb + e
Nr0
lb

.

Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà lb, ìîæíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõ-
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íîñòè ìèêðîïîâîðîòà:

uz ≈ −2Nlbθ0e
−N

lb
(r0−r)

, θφ ≈ θ0e
−N

lb
(r0−r)

(2.3.8)

è

uz ≈ −M0

2µ
e
−N

lb
(r0−r)

, θφ ≈ M0

4µNlb
e
−N

lb
(r0−r)

(2.3.9)

ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, îáà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâåëè ê ýêñïîíåíöèàëüíî

çàòóõàþùåìó ïðè óäàëåíèè îò áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðåøåíèþ. Ðàçíèöà ìåæäó

ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè êèíåìàòè÷åñêîãî è ñòàòè÷åñêî-

ãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ñêîðåå êîëè÷åñòâåííàÿ, ÷åì êà÷åñòâåííàÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.3.8) â âûðàæåíèÿ íà òåíçîðîâ äå-

ôîðìàöèè (2.1.1), (2.1.2) è â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.2.11), (2.2.12),

ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóþùèå ïîëÿ äåôîð-

ìàöèé è íàïðÿæåíèé:

ϵ ≈ −θ0e−
N
lb
(r0−r) [(

2N 2 − 1
)
erez + ezer

]
,

κ ≈ θ0Ne
−N

lb
(r0−r)

[
1

lb
ereφ −

1

rN
eφer

]
, (2.3.10)

T ≈ −4θ0µNe
−N

lb
(r0−r)

ezer,

M ≈ 4θ0µNlbe
−N

lb
(r0−r)

[
l2t − 2l2b
2l2b

eφer + ereφ

]
.
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Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.3.9), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïîëÿ:

ϵ ≈ − M0

4µlbN
e
−N

lb
(r0−r) [(

2N 2 − 1
)
erez + ezer

]
,

κ ≈ M0

4µlb
e
−N

lb
(r0−r)

[
1

lb
ereφ −

1

rN
eφer

]
, (2.3.11)

T ≈ −M0

lb
Ne

−N
lb
(r0−r)

ezer,

M ≈M0e
−N

lb
(r0−r)

[
l2t − 2l2b
2l2b

eφer + ereφ

]
.

Òàêèì îáðàçîì, â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå íàáëþäàþòñÿ òîëüêî ñäâèãîâûå äå-

ôîðìàöèè è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2.4),

(2.2.5) íà òîðöàõ öèëèíäðà âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òîåðèè ñî ñòåñíåí-

íûì âðàùåíèåì. Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé (2.3.1), óðàâíå-

íèå (2.2.20) ñâåäåòñÿ ê

l2buz
IV − uz

′′ = 0. (2.3.12)

Óðàâíåíèå (2.3.12) èìååò ðåøåíèå òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ïîñêîëüêó ïðè

ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ñòîèò ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðîèíòåãðèðîâàâ äâàæäû äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.3.12), ïîëó÷èì

l2buz
′′ − uz = B̃1r + B̃2, (2.3.13)

ãäå B̃1, B̃2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Óðàâíåíèå (2.3.13) èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

uz = Ã1e
− r

lb + Ã2e
r
lb − B̃1r − B̃2, (2.3.14)

ãäå Ã1, Ã2 � êîíñòàíòû.

Êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ðàìêàõ îáùåé ìèêðîïîëÿðíîé çàäà÷è, èç

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2.3) ñëåäóåò, ÷òî B̃1 = 0, èç óñëîâèÿ (2.2.10) ïîëó÷à-

108



åì Ã1 = Ã2 = Ã, à èç óñëîâèÿ (2.2.9) îïðåäåëÿåì B̃2 = 2Ã. Êîíñòàíòà Ã

íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ (2.2.1) èëè (2.2.2). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ðåøåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ

uz = 2lbθ0
e
− r

lb + e
r
lb − 2

e
− r0

lb − e
r0
lb

(2.3.15)

è

uz =
M0

2µ

2− e
− r

lb − e
r
lb

e
− r0

lb + e
r0
lb

(2.3.16)

ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Ïîëîæèâ â ðåøåíèÿõ (2.3.6) è (2.3.7) N = 1, ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è

â ðàìêàõ îáùåé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó â

ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ñî ñòåñíåííûì âðàùåíèåì. Òàêèì îáðàçîì,

îáùåå ðåøåíèå ïðåäóñìàòðèâàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà lb ìîæíî

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè ìîìåíò-

íûõ íàïðÿæåíèé ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ìèêðîïîâîðîòà:

uz ≈ −2lbθ0e
− r0−r

lb (2.3.17)

è

uz ≈ −M0

2µ
e
− r0−r

lb (2.3.18)

ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.3.17) â âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà äå-

ôîðìàöèè (2.1.21) è â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.1.22), (2.1.23), ïîëó÷èì
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ñëåäóþùèå ïîëÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé:

ϵ ≈ −θ0e−
r0−r
lb [erez + ezer] ,

T ≈ −4µθ0e
− r0−r

lb ezer, (2.3.19)

M ≈ 4µlbθ0e
− r0−r

lb

[
l2t − 2l2b
2l2b

eφer + ereφ

]
.

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (2.3.18), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïîëÿ:

ϵ ≈ −M0

4µlb
e
− r0−r

lb [erez + ezer] ,

T ≈ −M0

lb
e
− r0−r

lb ezer, (2.3.20)

M ≈M0e
− r0−r

lb

[
l2t − 2l2b
2l2b

eφer + ereφ

]
.

2.4. Îïðåäåëåíèå íåêëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé

Îáëàñòü óáûâàíèÿ ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïàðàìåòðà àñèììåòðèè ê N õàðàêòåðíîé

äëèíå äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà lb. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìàòåðè-

àëîâ â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ äàííûå î íåêëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ, ââîäèìûõ

â ðàññìîòðåíèå â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè [30,31,40,76,100,101,110,136,

145,172], íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, äëÿ ìåòàëëîâ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàëåé), òà-

êèå êîëè÷åñòâåííûå äàííûå îòñóòñòâóþò. Íåïîñðåäñòâåííîå èçìåðåíèå ýòèõ

ïàðàìåòðîâ ñîïðÿæåíî ñî ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ýêñïåðèìåíòîâ, ó÷èòûâà-

þùèõ ðàçìåðíûé ýôôåêò â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòüþ ÿâ-

ëÿåòñÿ çåðíî ìàëîãî ðàçìåðà.

Ïîäîéäåì ê ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé ñ

äðóãîé ñòîðîíû è íàéäåì îòíîøåíèå N/lb íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷å-

ñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ìèêðîñòðóêòóðå ìàòåðèàëà.

Èç ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåøåíèÿ ìîæíî îöåíèòü ðàçìåðû îá-
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ëàñòè, â êîòîðîé âîçíèêàþò íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè. Äåôîðìàöèè, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà, êîòîðûå, âîîáùå ãî-

âîðÿ, ìîæíî íàáëþäàòü ïðè ìèêðîñòðóêòóðíîì àíàëèçå. Ñðàâíèâ îáëàñòü

óáûâàíèÿ äåôîðìàöèé ñ øèðèíîé îáëàñòè, ìèêðîñòðóêòóðà êîòîðîé îòëè÷íà

îò ìèêðîñòðóêòóðû îñíîâíîãî îáúåìà ìàòåðèàëà, ìîæíî îöåíèòü çíà÷åíèå

íåêëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé. Ðàçóìååòñÿ, ïðè òàêîì ïîäõîäå ðå÷ü èäåò

ñêîðåå íå î ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå. Òåì íå ìåíåå,

èñïîëüçîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ëèíåéíîé

òåîðèè, ïîçâîëèò îöåíèòü ïðèáëèæåííî äèàïàçîí çíà÷åíèé íåêëàññè÷åñêèõ

ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (2.3.10), (2.3.11) äëÿ

äåôîðìàöèé. Äåôîðìàöèè öèëèíäðà ìàêñèìàëüíû íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è

óìåíüøàþòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû. Õàðàêòåð óáûâàíèÿ îïðåäåëÿåò-

ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì −N (r0 − r) /lb. Òàêîé õàðàê-

òåð óáûâàíèÿ ïðèñóù ïðàêòè÷åñêè âñåì êîìïîíåíòàì òåíçîðà äåôîðìàöèè

è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåìåùåíèÿì/ìèêðîïîâðîòàì, à òàêæå íàïðÿæåíèÿì. Èñ-

êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò êîìïîíåíòà òåíçîðà äåôîðìàöèè èçãèáà-êðó÷åíèÿ κφr,

èçìåíåíèå êîòîðîé ïðè óäàëåíèè îò áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå

ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ exp (−N (r0 − r) /lb) /r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè óäà-

ëåíèè îò áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèå r∗ äåôîðìàöèè óáûâàþò â k

ðàç:

Φ|r=r∗
=

1

k
Φ|r=r0

,

ãäå â ðîëè Φ ìîæåò âûñòóïàòü ëþáàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðîâ äåôîðìàöèè.

Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ íåêëàñ-

ñè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé:

Lb =
lb
N

=
r0 − r∗
ln k

. (2.4.1)
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ Φ = κφr ïîëó÷àåòñÿ ñõîæàÿ ôîðìóëà

Lb =
lb
N

=
r0 − r∗

ln (kr0/r∗)
,

êîòîðóþ ìîæíî çàìåíèòü ôîðìóëîé (2.4.1) â ñâÿçè ñ ìàëîé òîëùèíîé ïîâåðõ-

íîñòíîãî ñëîÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âðàùåíèå çåðåí â ìåòàëëàõ îãðàíè÷åíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå ìåòàëëîâ â ðàìêàõ òåîðèè

ñî ñòåñíåííûì âðàùåíèåì, ëèáî áëèçêîé ê íåé (N ≈ 1). Â òàêîì ñëó÷àå

lb ≈ Lb.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê Lb (è, ñ ó÷åòîì N ≈ 1 � îöåíîê

lb) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó (2.4.1) çíà÷åíèå r∗, êàêèì-ëèáî îáðà-

çîì îïðåäåëåííîå èç ýêñïåðèìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [47, 137] áûëî

ïîëó÷åíî, ÷òî òîëùèíà ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî ïðàêòè÷åñêè âåñü

âîäîðîä, ïðîíèêàþùèé â ìàòåðèàë ïðè èñêóññòâåííîì íàñûùåíèè, ñîñòàâëÿ-

åò íå áîëåå 60 ìêì ïðè ðàäèóñå öèëèíäðà r0 = 4 ìì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòîò

ñëîé õàðàêòåðèçóåòñÿ èçìåíåíèåì ìèêðîñòðóêòóðû, ïðèìåì r∗ = 3.94 ìì. Ïà-

ðàìåòð k â äàííîì ñëó÷àå íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà è ìîæåò âûáèðàòüñÿ

èñêëþ÷èòåëüíî èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé î òîì, êàêàÿ âåëè÷èíà äåôîðìàöèé

ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé íà ãðàíèöå. Ïî-

ëîæèâ k = 100, ïîëó÷èì Lb = 13 ìêì; ïîëîæèâ k = 200, ïîóë÷èì Lb = 11

ìêì. Äëÿ ýòèõ æå îáðàçöîâ â äåãàçèðîâàííîì ñîñòîÿíèè áûë ïðîâåäåí ôðàê-

òîãðàôè÷åñêèé àíàëèç ïîâåðõíîñòè ñå÷åíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñëîé ïîðÿäêà

4 ìêì õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äåôåêòîâ. Ïðèíèìàÿ

r∗ = 3.996 ìì è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äåôîðìàöèè â ñëîå ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿ-

þòñÿ (k = 2), ïîëó÷èì Lb = 6 ìêì.

Ïîäâîäÿ èòîã, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ lb/N â äèàïàçîí îò 6 äî 13 ìêì. Ýòî

çíà÷åíèå õîðîøî ñîîòíîñèòñÿ ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì çåðíà (îòìåòèì, ÷òî

â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè íàáëþäàåòñÿ èçìåëü÷åíèå çåðåí).
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2.5. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â ðàìêàõ

ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé â ðàçäåëàõ 2.1�2.2 çàäà÷è áóäåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) [143]. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíè-

åì ñëó÷àÿ ñ çàäàííûì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííûì ìîìåíòîì

(ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.2.2)). Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîíÿòèå êîíòèíóóìà

çàìåíÿåòñÿ ïîíÿòèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü íåïðå-

ðûâíîãî èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà çàìåíÿåòñÿ äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê, à

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � ðàçíîñòíûìè.

Ââåäåì îäíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó ri = i∆ri, ãäå ri � êîîðäèíàòû i-îãî

óçëà, i = 0...I−1, ñì. Ðèñ. 2.1. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè ∆ri = r0/ (I − 1).

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, òàê è ñåòêà ñ

ïåðåìåííûì øàãîì ∆ri, êîòîðàÿ ñãóùàåòñÿ ê âíåøíåé ãðàíèöå ïî ïðàâèëó

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. ß÷åéêó (ýëåìåíò ñåòêè), ðàçìåùåííóþ ìåæäó i-

ûì è (i+ 1)-ûì óçëîì áóäåì îáîçíà÷àòü êàê (i+ 1/2), åå êîîðäèíàòó áóäåì

îïðåäåëÿòü êàê ri+1/2 = (ri+1 + ri) /2. Ê êàæäîìó âíóòðåííåìó óçëó (i =

1, ..., I − 2) îòíåñåì êîíòðîëüíûé îáúåì Vi = ri∆φ∆rci, ãäå ∆rci = ri+1/2 −

ri−1/2. Ê (I − 1)-îìó óçëó îòíåñåì êîíòðîëüíûé îáúåì VI−1 = rI−1∆φ∆rcI−1
,

ãäå ∆rcI−1
= rI−1 − rI−1−1/2, ê 0-îìó óçëó îòíåñåì êîíòðîëüíûé îáúåì V0 =

∆φr21/2/2.

Èñõîäÿ èç âèäà áàëàíñîâûõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, êîìïîíåíòû

ïåðåìåùåíèé uz è ìèêðîïîâðîòà θφ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì çàäàòü â

óçëàõ ñåòêè (òàêèå ïåðåìåííûå áóäåì íàçâàòü óçëîâûìè), à êîìïîíåíòû òåí-

çîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé � â èíòåðâàëàõ ìåæäó óçëàìè, ò.å.

â ÿ÷åéêàõ ñåòêè (òàêèå ïåðåìåííûå áóäåì íàçûâàòü ÿ÷åå÷íûìè).

Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè ââîäèòñÿ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óçëîâûõ ïåðå-
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Ðèñ. 2.1. Ðàçíîñòíàÿ ñåòêà

ìåííûõ Φ:

Φ (r) =
Φi+1 − Φi

∆ri
r +

Φiri+1 − Φi+1ri
∆ri

, ri ≤ r ≤ ri+1, i = 0...I − 2. (2.5.1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî îáåñïå÷èòü ñîõðàíåíèå îñíîâíûõ ôèçè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí ñèñòåìû, áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíñåðâàòèâíóþ ðàçíîñòíóþ àï-

ïðîêñèìàöèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïðè

ïåðåõîäå îò èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1.11)�(2.1.12) ê äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì â íàïðÿæåíèÿõ (2.2.13) è çàòåì â ïåðåìåùåíèÿõ è ìèêðîïîâîðî-

òàõ (2.2.15) ìû îáåñïå÷èëè ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Ïðè ïåðåõîäå

ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå çàïèñè áàëàíñà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ìû, ñ

îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èëè ñîõðàíåíèå íåçàâèñèìûõ ìîìåíòîâ, ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, íå ñòàëè îáåñïå÷èâàòü ñîõðàíåíèå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ðàäè

ñóùåñòâåííîãî óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è: äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ

â ñèñòåìå (2.2.13) ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì áàëàíñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Èíûìè

ñëîâàìè, ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âèäîèçìåíåííîìó

èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

∫
S

n ·MdS +

∫
V

T×dV = 0,
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à íå èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (2.1.12). Â ÷àñòíîñòè, òàêîå óïðîùåíèå ïðèâåëî ê

ïîÿâëåíèþ íåòèïè÷íîãî äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ñëàãàåìîãî ru′z, äëÿ êî-

òîðîãî ïðåäëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

ru′z = (ruz)
′ − uz.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûøåèçëîæåííûå îãîâîðêè èìåþò çíà÷åíèå ïðè ðàçðàáîòêå

÷èñëåííîãî ìåòîäà, òîãäà êàê ïðè ïîèñêå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âñå çàêîíû

ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî è ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ìàêñèìàëü-

íî óïðîùåíà, ÷òî è áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå 2.3.

Ïåðåéäåì ê ýòàïó ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé. Áàëàíñîâûå ñî-

îòíîøåíèÿ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà íå òîëüêî âíóòðè îáúåìà, íî è

íà ãðàíèöàõ â ñëó÷àå çàäàíèÿ íà íèõ ñòàòè÷åñêèõ (ñèëîâûõ) ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé. Ïðè çàäàíèè â ãðàíè÷íûõ óçëàõ êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé, ïåðåìåùåíèÿ

è ìèêðîïîâîðîòû â íèõ ôèêñèðóþòñÿ, à áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó-

÷àå íå èñïîëüçóþòñÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ â öåíòðå öèëèíäðà, à ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � íà

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà (îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåêëàññè÷åñêîãî

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2.2)). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè áàëàíñîâ â ãðàíè÷íîì óçëå

(I − 1) íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê èñõîäíûì (èíòåãðàëüíûì) óðàâíåíèÿì.

Àïïðîêñèìàöèÿ áàëàíñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (2.1.11) â óçëå (I − 1) ñ

ó÷åòîì ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.2.3) áóäåò èìåòü âèä:

∫
SI−1

n ·TdSI−1 ≈
(
− er ·Tr|Sad

)
∆φ+ (2.5.2)(

eφ ·T|Sdc
− eφ ·T|Sab

)
∆rcI−1

= 0.

Ñ ó÷åòîì áàëàíñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (2.1.11) è ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íî-

ãî óñëîâèÿ (2.2.2), áàëàíñ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (2.1.12) áóäåò àïïðîêñèìè-
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ðîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫
SI−1

(n ·M+ r× (n ·T)) dS ≈
(
M0eφrI−1 − er ·Mr|Sad

)
∆φ+ (2.5.3)

+
(
eφ ·M|Sdc

− eφ ·M|Sab

)
∆rcI−1

+ T×|I−1 VI−1 = 0.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (2.5.2), (2.5.3) ïðåäñòàâëåíû â íàïðÿæåíèÿõ, äëÿ îä-

íîîáðàçèÿ àïïðîêñèìèðóåì ñíà÷àëà è âî âíóòðåííèõ óçëàõ íå îêîí÷àòåëüíûå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.2.15) â ïåðåìåùåíèÿõ, à óðàâíåíèÿ (2.2.13)

â íàïðÿæåíèÿõ (â äàëüíåéøåì óáåäèìñÿ, ÷òî îêîí÷àòåëüíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

äåéñòâèòåëüíî àïïðîêñèìèðóåò ñèñòåìó (2.2.15)). Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàç-

íîñòíûå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå) ðåøåíèå:

Trzr|i+ 1
2
− Trzr|i− 1

2

∆rci
= 0, i = 1, ..., I − 2,

Mrφr|i+ 1
2
− Mrφr|i− 1

2

∆rci
+ (Mφr + Tzrr − Trzr)|i = 0, i = 1, ..., I − 2,

− Trzr|I−1− 1
2

∆rcI−1

= 0, (2.5.4)

M0rI−1 − Mrφr|I−1− 1
2

∆rcI−1

+ (Mφr + Tzrr − Trzr)|I−1 = 0,

uz|0 = 0, θφ|0 = 0.

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ÿâ-

ëÿþòñÿ ÿ÷åå÷íûìè âåëè÷èíàìè, íàõîäÿòñÿ èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

(2.2.11) (2.2.12), â êîòîðûå âõîäÿò óçëîâûå ïåðåìåííûå Φ (uz è θφ) è èõ ïðî-

èçâîäíûå Φ′ (u′z è θ′φ). Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé

(2.5.4) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé êàê â ÿ÷åé-

êàõ, òàê è â óçëàõ. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå îïðåäåëåíû êîìïîíåíòû (â

ÿ÷åéêå èëè â óçëå), èñïîëüçóåòñÿ ðàçíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñî-

îòíîøåíèé. Ïðè îïðåäåëåíèè êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé â ÿ÷åéêàõ óçëîâûå ïå-
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ðåìåííûå è èõ ïðîèçâîäíûå, ôèãóðèðóþùèå â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ,

àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φi+ 1
2
=

Φi+1 + Φi

2
, Φ′

i+ 1
2
=

Φi+1 − Φi

∆ri
; (2.5.5)

Φi− 1
2
=

Φi + Φi−1

2
, Φ′

i− 1
2
=

Φi − Φi−1

∆ri−1
.

Ïðè îïðåäåëåíèè êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé â óçëàõ óçëîâûå ïåðåìåííûå è

èõ ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ êàê

Φi = Φi, Φ′
i =

1

∆rci

(
Φi+1 + Φi

2
− Φi + Φi−1

2

)
. (2.5.6)

Ñëàãàåìûå òèïà (rΦ)′
∣∣
i
, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ â áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèÿõ,

áóäóò àïïðîêñèìèðîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(rΦ)′
∣∣
i
=

1

∆rci

(
ri+ 1

2

Φi+1 + Φi

2
− ri− 1

2

Φi + Φi−1

2

)
. (2.5.7)

Íàïðèìåð, âåëè÷èíà rTrz ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.5.5)�(2.5.7) àïïðîêñèìèðó-

åòñÿ â ÿ÷åéêå (i+ 1/2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rTrz|i+ 1
2
= ri+ 1

2

µ

1−N 2

(
uzi+1

− uzi
∆ri

+ 2N 2θφi+1
+ θφi

2

)
,

òîãäà êàê åå àïïðîêñèìàöèÿ â óçëå i èìååò âèä:

rTrz|i =
µ

1−N 2

[
1

∆rci

(
ri+ 1

2

uzi+1
+ uzi
2

− ri− 1
2

uzi + uzi−1

2

)
− uzi + 2N 2riθφi

]
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ

îïðåäåëåíèÿ àêñèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé uzi è êîìïîíåíòû ìèêðîïîâîðîòà θφi
,
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ñîîòâåòñòâåííî:

µ

1−N 2

1

∆rci

[
ri+ 1

2

∆ri

(
uzi+1

− uzi
)
−

ri− 1
2

∆ri−1

(
uzi − uzi−1

)]
+

+
2N 2µ

1−N 2

1

∆rci

[
ri+ 1

2

2

(
θφi+1

+ θφi

)
−
ri− 1

2

2

(
θφi

+ θφi−1

)]
= 0, i = 1, ...I − 2,

− µ

1−N 2

1

∆rcI−1

rI−1− 1
2

∆rI−1

(
uzI−1

− uzI−2

)
− (2.5.8)

− 2N 2µ

1−N 2

1

∆rcI−1

rI−1− 1
2

2

(
θφI−1

+ θφI−2

)
= 0,

uz0 = 0;

4µl2b
1

∆rci

[
ri+ 1

2

∆ri

(
θφi+1

− θφi

)
−

ri− 1
2

∆ri−1

(
θφi

− θφi−1

)]
−
(
4µl2b

1

ri
+

4µN 2

1−N 2
ri

)
θφi

−

− 2µN 2

1−N 2

1

∆rci

(
ri+ 1

2

uzi+1
+ uzi
2

− ri− 1
2

uzi + uzi−1

2

)
+

+
2µN 2

1−N 2
uzi = 0, i = 1...I − 2, (2.5.9)

1

∆rcI−1

[
rI−1M0 − 4µl2b

rI−1− 1
2

∆rI−2

(
θφI−1

− θφI−2

)]
+

+
2µ
(
l2t − 2l2b

)
∆rcI−1

θφI−1
−
(
4µl2b

1

rI−1
+

4µN 2

1−N 2
rI−1

)
θφI−1

−

− 2µN 2

1−N 2

1

∆rcI−1

rI−1uzI−1
+

2µN 2

1−N 2
uzI−1

= 0,

θφ0
= 0.

Âèäíî, ÷òî ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âî âíóòðåííèõ óçëàõ i = (1, ...I − 2)

àïïðîêñèìèðóþò ïðåäñòàâëåííóþ â ðàçäåëå 2.2 ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ïåðåìåùåíèÿõ (2.2.15) è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãëè áû áûòü ïîëó÷åíû

�íàïðÿìóþ� (áåç ïðåäâàðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè áàëàíñîâûõ è îïðåäåëÿþ-

ùèõ ñîîòíîøåíèé).

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.5.8)�(2.5.9) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìàòðè÷íîé ïðî-

ãîíêè [143].
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2.6. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñò-

íîãî ñëîÿ

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿëîñü äëÿ ñòàíäàðòíîãî

öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ðàäèóñîì r0 = 4 ìì è äëèíîé L = 40 ìì, èñ-

ïîëüçóåìîãî â òåñòàõ ïî èñêóññòâåííîìó íàñûùåíèþ âîäîðîäîì. Â [47, 137]

ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðè íàâîäîðîæèâàíèè áûë îáíàðóæåí äëÿ îáðàçöîâ,

âûïîëíåííûõ èç àòìîñôåðîñòîéêîé ñòàëè 14ÕÃÍÄÖ, òî÷íûå çíà÷åíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé êîòîðîé íå ïðèâåäåíû â ñïðàâî÷íèêàõ. Äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ìàòåðèàëüíûõ

ïàðàìåòðîâ ïîõîæèõ ñòàëåé: ìîäóëü ñäâèãà µ = 80 ÃÏà è êîýôôèöèåíò Ïóàñ-

ñîíà ν = 0.3. Îñòàëüíûå ìîäóëè óïðóãîñòè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà îïðåäå-

ëÿëèñü ÷åðåç µ è ν. Íåêëàññè÷åñêèå ìîäóëè áûëè îöåíåíû â ðàçäåëå 2.4:

Lb = lb/N ∈ [6, 13] ìêì.

Ïîñêîëüêó õàðàêòåð óáûâàíèÿ èäåíòè÷åí äëÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ êîìïî-

íåíò äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé, à òàêæå ïåðåìåùåíèé è ìèêðîïîâîðîòîâ,

îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì çàâèñèìîñòè àêñèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé.

Ââèäó èäåíòè÷íîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè çàäàíèè ñòàòè÷åñêîãî è

êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, îãðà-

íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà (2.2.2). Ââèäó îòñóòñòâèÿ

êàêèõ-ëèáî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î çíà÷åíèè ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà

íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáðàçöîâ, ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ýòîãî çíà÷åíèÿ â

äèàïàçîíå îò -50 äî -150 êÏà·ì, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèé â ýòîì ñëó-

÷àå íå ïðåâûøàåò ðàçìåð ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè, à ðàçâîðîòû ÷àñòèö

ñðåäû ñîñòàâëÿþò íå áîëåå íåñêîëüêèõ ãðàäóñîâ. Âëèÿíèå çíà÷åíèÿ ðàñïðå-

äåëåííîãî ìîìåíòà íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà Ðèñ. 2.2,

íà êîòîðîì ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ àêñèàëüíûõ

ïåðåìåùåíèé îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû ïðè N = 1, lb = 6 ìêì. Âèäíî, ÷òî
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çíà÷åíèå M0 âëèÿåò íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ïåðåìåùåíèé, íî íå îêàçûâàåò

ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðàçìåðû îáëàñòè çàòóõàíèÿ ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 2.2. Çàâèñèìîñòü àêñèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

Íà Ðèñ. 2.3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ àêñèàëü-

íûõ ïåðåìåùåíèé îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ õàðàê-

òåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà (ïðè N = 1, ò.å. lb = Lb), M0 = −100

êÏà·ì. Âèäíî, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå íàëè÷èåì íà

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà, âîçíèêàþò â ïîâåðõíîñòíîì

ñëîå òîëùèíîé ïîðÿäêà 20�60 ìêì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì

äàííûì î òîëùèíå íàñûùåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ (ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî,

ðàçóìååòñÿ, ìàëîñòü ïåðåìåùåíèé íå äîëæíà îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèòü ê âè-

äèìûì èçìåíåíèÿì ìèêðîñòðóêòóðû). Óâåëè÷åíèå õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ

äåôîðìàöèè èçãèáà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ òîëùèíû ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâàíèè ðàçðàáîòàííîãî

â ðàçäåëå 2.5 ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Ñëîæíîñòü ñèñòåìû íå äîïóñêàåò ñòðîãîãî

äîêàçàòåëüñòâà åå ñõîäèìîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñõîäèìîñòü äîñòèãàëàñü ïóòåì

ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íà ñåðèè èçìåëü÷àåìûõ ñåòîê. Íà Ðèñ. 2.4 ïðèâåäåíî

ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
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Ðèñ. 2.3. Çàâèñèìîñòü àêñèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà

è ÷èñëåííîãî ïðè çíà÷åíèÿõ M0 = −100êÏà·ì, N = 0.99, lb = 6 ìêì è

lb = 13 ìêì. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ ñåòîê

(I = 10000 è I = 5000), ïîñòðîåííûõ íà âñåì ðàäèóñå, è ïðè ðàññìîòðåíèè

òîëüêî ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ (çàäà÷à ðåøàëàñü íà ïðîìåæóòêå 3.9 ≤ r ≤ 4.0,

I = 1000). Ïîãðåøíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ ÷èñëåííûì,

ïîëó÷åííûì ñ ó÷åòîì âñåõ ïðîèçâîäíûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ,

ñîñòàâèëà íå áîëåå 2%. Ïðè ýòîì âèäíî, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü íå íà âñåì

÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå, à îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðèïîâåðõíîñòíîé îá-

ëàñòè.

2.7. Ëîêàëèçîâàííàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ

Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-

âàííîå ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ñóùåñòâåí-

íî îòëè÷íî îò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îñíîâíîãî îáúåìà

ìàòåðèàëà, âáëèçè ïîâåðõíîñòè ìîæåò âîçíèêíóòü ëîêàëèçîâàííàÿ ïëàñòè÷å-

ñêàÿ äåôîðìàöèÿ, â òî âðåìÿ êàê íà ìàêðîóðîâíå ìàòåðèàë áóäåò âåñòè ñåáÿ
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Ðèñ. 2.4. Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

óïðóãî. Îöåíèì âîçìîæíîñòü èíèöèàöèè ëîêàëèçîâàííîé ïëàñòè÷åñêîé äå-

ôîðìàöèè. Ïðè ýòîì ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíî óïðóãîå ðàñòÿæåíèå öèëèí-

äðè÷åñêîãî îáðàçöà ïðè çàäàííîì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîì

ìîìåíòå. Äëÿ òàêîãî íàãðóæåíèÿ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ðàñòÿæåíèå íå ïðèâîäèò ê ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, íàëè÷èå íà ïîâåðõíî-

ñòè ìîìåíòà áóäåò åå èíèöèèðîâàòü.

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.7 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [16].

2.7.1. Êðèòåðèè ïëàñòè÷íîñòè äëÿ ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä

Óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè èçoòðîïíoão ìàòåðèàëà íå äîëæíî çàâèñåòü oò âû-

áîðà íàïðàâëåíèÿ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ôóíêöèåé ãëàâíûõ èíâàðèàí-

òîâ òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Âñåñòîðîííåå ñæàòèå, êàê ïðàâèëî, íå èíèöèèðóåò

ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, è óñëîâèå ïëàñòè÷íîñòè çàâèñèò îò èíâàðèàíòîâ

äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé [24,28]. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñïëîøíûõ ñðåä

÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ êðèòåðèè Òðåcêà è Ìèçåcà. Êðèòåðèé Ìèçåcà îáîá-

ùàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìèêðîïîëÿðíûõ cðåä ââåäåíèåì ëèáî åäèíîãî êðèòåðèÿ

ïëàñòè÷íîñòè, çàâèñÿùåãî oäíîâðåìåíío îò ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæå-
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íèé, ëèáî äâóõ íåçàâèñèìûõ êðèòåðèåâ äëÿ ñèëoâûõ è ìoìåíòíûõ íàïðÿæå-

íèé ñooòâåòñòâåíío [23,70].

Åäèíûé êðèòåðèé ïëàñòè÷íîñòè èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä [23,70]:

Y (T,M) ≡ J̃2 (T,M)− Yp = 0, (2.7.1)

J̃2 (T,M) =
√
a1S : S+ a2S · ·S+ b1M : M+ b2M · ·M, (2.7.2)

ãäå S = T− 1/3 (trT) I � äåâèàòîð òåíçîðà ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé, a1, a2, b1, b2

� ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû, Yp � ïðåäåë òåêó÷åñòè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ íåçàâèñèìûõ êðèòåðèåâ ïëàñòè÷íîñòè äëÿ ñèëî-

âûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëû òåêó÷åñòè

Y T
p è Y M

p . Ôóíêöèè òåêó÷åñòè è èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì [23,70]:

Yσ (T) ≡ J̃2 (T)− Y T
p = 0, YM (M) ≡ J̃2 (M)− Y M

p = 0, (2.7.3)

J̃2 (T) =
√
a1S : S+ a2S · ·S, J̃2 (M) =

√
b1M : M+ b2M · ·M. (2.7.4)

Ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû a1, a2, b1, b2 ìîãóò çàäàâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè [23,55,70]. Ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå îò ìèêðîïîëÿðíîãî êîíòèíóóìà

ê áåçìoìåíòíîé cðåäå, ò.å. ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé M = 0, T = TT , êðèòå-

ðèè ïëàñòè÷íîñòè äîëæíû coâïàäàòü c êëàññè÷åñêèì. Ïåðåõîä ê ïðåäåëüíîìó

ñëó÷àþ íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà êîìáèíàöèþ ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ:

a1 + a2 = 1/2. Ðàññìîòðèì äàëåå íåêîòîðûå íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûå

íàáîðû ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Àâòîðû [54, 55, 131, 142, 165] ââoäÿò eäèíûé êðèòåðèé òåêó÷åcòè (2.7.1), â

êoòoðoì ïîëàãàþò b2 = 0. Ïðè ýòîì oñòàâøèeñÿ ïàðàìåòðû ðàçíûìè àâòoðà-

ìè çàäàþòñÿ ïî-ðàçíîìó. Íàáîð ïàðàìåòðîâ a1 = a2 = 1/4, b1 = 1/
(
2l2c
)
, ãäå lc

� îïðåäåëÿþùèé ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ïà-

ðàìåòð ìàòåðèàëà ðàçìåðíîñòè äëèíû, íàçûâàåòñÿ �ñòàíäàðòíûì� [54,70,158].
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Òàáëèöà 2.1. Íàáîðû ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà â âûðàæåíèè äëÿ èíòåíñèâíîñòè
íàïðÿæåíèé

� íàáîðà Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
1 a1 = a2 =

1
4 , b1 =

1
2l2b
, b2 = 0

2 a1 =
3
4 , a2 = −1

4 , b1 =
1
8l2b
, b2 = 0

3 a1 =
1
2 , a2 = 0, b1 =

1
2l2b
, b2 = 0

4 a1 = a2 =
1
4 , b1 = b2 =

1
2l2b

5 a1 = a2 =
1
4 , b1 = b2 =

1
4l2b
.

Â ðàáîòàõ [131,165] ïðè ïîñòðîåíèè ñòàòè÷eñêîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ çíà÷e-

íèÿ ïàðàìåòðîâ a1 = 3/4, a2 = −1/4, b1 = 1/
(
8l2c
)
. Àâòîðû [46, 111] ââîäÿò

èíòåíñèâíîñòü íåñêîëüêî îòëè÷íûì îò (2.7.2) ñïîñîáîì:

J̃2 (T,M) =

√
1

2
S : S+

1

2
(β2 − 1)TA : TA + b1M : M. (2.7.5)

Àâòîð [111], ïîìèìî ýòîãî, ðàññìàòðèâàåò òàêæå äâà íåçàâèñèìûõ êðèòåðèÿ

ïëàñòè÷íoñòè è ââoäèò cëåäóþùèå íåñêoëüêî îòëè÷íûå îò (2.7.4) âûðàæeíèÿ

äëÿ èíòåícèâíîcòåé:

J̃2 (T) =

√
1

2
S : S+

1

2
(β2 − 1)TA : TA, J̃2 (M) =

√
b1M : M, (2.7.6)

ãäå b1 = (αc/lc)
2, αc, βc ≥ 0 � áeçðàçìeðíûe ìàòeðèàëüíûe ïàðàìeòðû.

Îïðåäåëèì èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ïî îáùèì ôîðìóëàì (2.7.2) è (2.7.4)

ïðè íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â Òàáëèöå 2.1. Â êà÷åñòâå ìàñøòàáíîãî

ïàðàìåòðà lc ðàññìîòðèì õàðàêòeðíóþ äëèíó äëÿ äeôoðìàöèè èçãèáà lb [142].

Ó÷òåì, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè îáðàçöà ââîäèòñÿ èíòåíñèâíîñòü J2 =
√
3J̃2.
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2.7.2. Îöåíêà îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîð-

ìàöèè

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ñ çàäàííûì íà áî-

êîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííûì ìîìåíòîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü, èñïîëüçóÿ

ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, êàê ñóììó ðåøåíèÿ çà-

äà÷è î ðàñòÿæåíèè öèëèíäðà ïðè ñâîáîäíîé îò ìîìåíòíîé íàãðóçêè áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè è çàäà÷è ïðè çàäàííîì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîì

ìîìåíòå ïðè ñâîáîäíûõ òîðöàõ. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ñðåäû ñî ñòåñíåííûì

âðàùåíèåì. Òîãäà, ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ (2.3.20) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

äëÿ òåíçîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé:

T =
F

S
ezez −

M0

lb
e
− r0−r

lb ezer, (2.7.7)

M ≈M0e
− r0−r

lb

[
l2t − 2l2b
2l2b

eφer + ereφ

]
,

ãäå F � ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê òîðöàì öèëèíäðà, S = πr20 �

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà.

Âûïèøåì âñå äâîéíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ôèãóðèðóþùèå â âûðà-

æåíèÿõ (2.7.2), (2.7.4) äëÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé:

S · ·S =
2

3

F 2

S2
,

S : S ≈ 2

3

F 2

S2
+
M 2

0

l2b
e
−2

(r0−r)
lb ,

M · ·M ≈ l2t − 2l2b
l2b

M 2
0 e

−2
(r0−r)

lb ,

M : M ≈
(
l2t − 2l2b

)2
+ 4l4b

4l4b
M 2

0 e
−2

(r0−r)
lb .

Âèäíî, ÷òî M · ·M è M : M çàâèñÿò îò çíà÷åíèé äâóõ õàðàêòåðíûõ

äëèí. Óâåëè÷åíèå õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ lt óâåëè-
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÷èâàåò çíà÷åíèÿ ñâåðòîê; M : M ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè

0 ≤ lt <
√
2lb, è M : M = 0 ïðè lt =

√
2lb. Ïðè ýòîì õàðàêòåðíàÿ äëèíà

äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ lt (0 ≤ lt ≤ 2lb) áóäåò âëèÿòü òîëüêî íà àáñîëþò-

íîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, íî íå íà ðàçìåð îáëàñòè åå óáûâà-

íèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò

òîëüêî ïàðàìåòð lb.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíòåíñèâíîñòü íà-

ïðÿæåíèé ïðè ðàñòÿæåíèè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: J cl
2 =√

F 2/S2.

Ïðèìåì, ÷òî ðàñòÿãèâàþùåå óñèëèå F = 10 êÍ. Òîãäà èíòåíñèâíîñòü íà-

ïðÿæåíèé îêàæåòñÿ ðàâíîé J cl
2 = 199 ÌÏà, ÷òî íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ ïðå-

äåëà òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè, êîòîðûé ïðèìåì ðàâíûì 350 ÌÏà. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè îíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî óïðóãèì. Çàäàäèì ðàñïðåäåëåííûé ìîìåíò íà áî-

êîâîé ïîâåðõíîñòè M0 = −100 êÏà·ì.

Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, îáîáùåííûå íà ñëó-

÷àé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû ôîðìóëîé (2.7.2). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàáîðû ïà-

ðàìåòðîâ �1��3 èç Òàáëèöû 2.1, â êîòîðûõ b2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà

M · ·M íå èãðàåò ðîëè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ

(�1 èç Òàáëèöû 2.1) âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

J21 =

√
F 2

S2
+

3

8

M 2
0

l6b

(
(l2t − 2l2b)

2
+ 6l4b

)
e
−2

(r0−r)
lb . (2.7.8)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ �2 èç Òàáëèöû 2.1 èíòåíñèâíîñòü

íàïðÿæåíèé îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

J22 =

√
F 2

S2
+

3

32

M 2
0

l6b

(
(l2t − 2l2b)

2
+ 28l4b

)
e
−2

(r0−r)
lb . (2.7.9)
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ �3 èç Òàáëèöû 2.1 èíòåíñèâíîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

J23 =

√
F 2

S2
+

3M 2
0

8l6b

(
(l2t − 2l2b)

2
+ 8l4b

)
e
−2

(r0−r)
lb . (2.7.10)

Ïðè ñðàâíåíèè âûðàæåíèé (2.7.8)�(2.7.10) âèäíî, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäó-

þùèå ðàâåíñòâà: J21 |lt=0 = J21 |lt=2lb, J22 |lt=0 = J22 |lt=2lb, J23 |lt=0 = J23 |lt=2lb. .

Ðàññìîòðèì òåïåðü íàáîðû ïàðàìåòðîâ �4 è �5 èç Òàáëèöû 2.1. Îòìåòèì,

÷òî ïðè lt =
√
2lb ñâåðòêàM··M = 0 è íå èãðàåò ðîëè, è èñïîëüçîâàíèå íàáîðà

�4 òîæäåñòâåííî èñïîëüçîâàíèþ íàáîðà �1. Ïðè lt = 2lb òîæäåñòâåííûì

ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íàáîðîâ �5 è �1. Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå

íàáîðà �4 ïðèâîäèò ê

J24 =

√
F 2

S2
+

3M 2
0

16l6b
(l4t + 4l4b) e

−2
(r0−r)

lb , (2.7.11)

à èñïîëüçîâàíèå íàáîðà �5 äàåò

J25 =

√
F 2

S2
+

3M 2
0

8l6b
(l4t + 2l4b) e

−2
(r0−r)

lb . (2.7.12)

Ïðè ñðàâíåíèè âûðàæåíèé (2.7.11) è (2.7.12) âèäíî, ÷òî ïðè lt = 0 çíà÷å-

íèÿ èíòåíñèâíîñòåé ñîâïàäàþò.

Íà Ðèñ. 2.5 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿ-

æåíèé, ïîñ÷èòàííûõ ïî ôîðìóëàì (2.7.8)�(2.7.12), îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû

ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ

lt = 2lb (â ýòîì ñëó÷àå íàáîðû ïàðàìåòðîâ �1 è �5 ýêâèâàëåíòíû) è ïðè äâóõ

çíà÷åíèÿõ õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà lb = 6 ìêì è lb = 13

ìêì. Çàìåòèì, ÷òî êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ðàçíûõ íàáî-

ðîâ ïàðàìåòðîâ â âûðàæåíèè äëÿ èíòåíñèâíîñòè, íå îòëè÷àþòñÿ äðóã äðóãà.

Ó÷åò ñâåðòêèM··M òàêæå íå îêàçûâàåò êà÷åñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò.
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Îñíîâíîå ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â êîëè÷åñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè

â îáëàñòè êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé. Ðàçëè÷èå ìàêñèìàëüíî íåïîñðåäñòâåí-

íî íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Ïðè ýòîì âèäíî, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå

çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæå-

íèè. Âàæíî, ÷òî øèðèíà çîíû îáëàñòè, èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â êîòîðîé

ïðåâûøàåò ïðåäåë òåêó÷åñòè, íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî íàáîðà ïà-

ðàìåòðîâ, íî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ lb: ïðè lb = 13 ìêì (Ðèñ. 2.5, ñëåâà) øèðèíà

îáëàñòè îêîëî 40 ìêì, â òî âðåìÿ êàê ïðè lb = 6 ìêì (Ðèñ. 2.5, ñïðàâà) øè-

ðèíà îáëàñòè îêîëî 20 ìêì. Ò.å. óìåíüøåíèå õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîð-

ìàöèè èçãèáà óìåíüøàåò øèðèíó îáëàñòè. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè

óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óìåíüøåíèè õàðàêòåðíîé äëèíû.

Ðèñ. 2.5. Ñðàâíåíèå èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ ðàçíûõ
íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ (�1�5 èç Òàáëèöû 2.1) ïðè lb = 13 ìêì (ñëåâà) è lb = 6
ìêì (ñïðàâà)

Ïðèâåäåì òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, îáîáùåííûå

íà ñëó÷àé ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû ôîðìóëàìè (2.7.4). Èñïîëüçîâàíèå íàáîðîâ

ïàðàìåòðîâ �1��5 èç Òàáëèöû 2.1 äàñò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå âûðàæå-

128



íèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé:

J21 (T) =

√
F 2

S2
+

3

4

M 2
0

l2b
e
−2

(r0−r)
lb , (2.7.13)

J21 (M) =

√
3M 2

0

8l6b

(
(l2t − 2l2b)

2
+ 4l4b

)
e
−2

(r0−r)
lb ,

J22 (T) =

√
F 2

S2
+

9

4

M 2
0

l2b
e
−2

(r0−r)
lb , (2.7.14)

J22 (M) =

√
3M 2

0

32l6b

(
(l2t − 2l2b)

2
+ 4l4b

)
e
−2

(r0−r)
lb ,

J23 (T) =

√
F 2

S2
+

3

2

M 2
0

l2b
e
−2

(r0−r)
lb , (2.7.15)

J23 (M) =

√
3M 2

0

8l6b

(
(l2t − 2l2b)

2
+ 4l4b

)
e
−2

(r0−r)
lb ,

J24 (T) =

√
F 2

S2
+

3

4

M 2
0

l2b
e
−2

(r0−r)
lb , J25 (M) =

√
3M0l

2
t

4l3b
e
− (r0−r)

lb , (2.7.16)

J25 (T) =

√
F 2

S2
+

3

4

M 2
0

l2b
e
−2

(r0−r)
lb , J24 (M) =

√
3M0l

2
t

2
√
2l3b

e
− (r0−r)

lb . (2.7.17)

Ïðè ñðàâíåíèè âûðàæåíèé (2.7.13)�(2.7.17) îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-

íèè îïðåäåëåííûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîãóò ñîâïàäàòü èíòåíñèâíîñòè ñèëî-

âûõ ((2.7.13), (2.7.16) è (2.7.17)) èëè èíòåíñèâíîñòè ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé

((2.7.13) è (2.7.15)). Ñðàâíåíèå äàííûõ èíòåíñèâíîñòåé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

èíòåíñèâíîñòÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè åäèíîãî óñëîâèÿ ïëàñòè÷-
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íîñòè, ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 2.6 (lb = 13 ìêì). Âèäíî, ÷òî êðèòåðèè äàþò ðàç-

íûå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè, íî

ïðè ýòîì øèðèíà îáëàñòè, èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â êîòîðîé ïðåâûøàåò

ïðåäåë òåêó÷åñòè, îäèíàêîâà ïî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Ðèñ. 2.6. Ñðàâíåíèå èíòåíñèâíîñòåé íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûõ äëÿ îäíîãî è
äëÿ äâóõ êðèòåðèåâ ïëàñòè÷íîñòè: (a) � íàáîð ïàðàìåòðîâ �1 è �5, (b) �
íàáîð ïàðàìåòðîâ �2, (c) � íàáîð ïàðàìåòðîâ �3, (d) � íàáîð ïàðàìåòðîâ
�4; lb = 13 ìêì

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè øèðèíû îáëàñòè, èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé

â êîòîðîé ïðåâûøàåò ïðåäåë òåêó÷åñòè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ëþáûå êðè-

òåðèè ïëàñòè÷íîñòè, îáîáùåííûå íà ìèêðîïîëÿðíûå ñðåäû � êàê åäèíûé, òàê

è íåçàâèñèìûå, à òàêæå ëþáîé íàáîð ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ó÷åò ìîìåíòíûõ

âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè-
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÷åíèþ èíòåíñèâíîñòè â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå, çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè çíà÷è-

òåëüíî ïðåâûøàåò ïðåäåë òåêó÷åñòè. Â ðåçóëüòàòå, ïðè îáùåì óïðóãîì ïîâå-

äåíèè ìàòåðèàëà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîð-

ìàöèÿ â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé ñîïîñòàâèìû ñ õàðàê-

òåðíûì ðàçìåðîì ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà (ðàçìåðîì çåðíà).

2.8. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

� Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëèííîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ ìèê-

ðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè çàäàíèè íåêëàññè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

� Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëèííîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ

ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

íåêëàññè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

� Îïðåäåëåíî ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-

ñòîÿíèå öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ïðè ó÷åòå ìîìåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé

ìåæäó ÷àñòèöàìè óïðóãîé ñðåäû, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñâÿçàííûå ñ

îñîáåííîñòÿìè ìèêðîñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû ðàçëè÷íîé ïðè-

ðîäû.

� Ïðåäëîæåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äå-

ôîðìàöèè èçãèáà ê ïàðàìåòðó àñèììåòðèè, îñíîâàííûé íà ñðàâíåíèè ðå-

çóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè è

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ìèêðîñòðóêòóðå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ.

� Íà ïðèìåðå ÷àñòíîé êðàåâîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîð-

ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëèííîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåî-
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ðèè ïîêàçàíî, ÷òî âáëèçè ïîâåðõíîñòè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ëîêàëèçîâàí-

íàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ. Ðàçìåð îáëàñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà êðè-

òåðèÿ ïëàñòè÷íîñòè è îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé äëèíîé äëÿ äåôîðìàöèè

èçãèáà.
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Ãëàâà 3

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè â äåôîðìèðóåìîì

òâåðäîì òåëå ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìèêðîñòðóê-

òóðû

Êîíöåíòðàöèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ìàòåðèàëå îïðåäåëÿåòñÿ èç

áàëàíñà ìàññû, ÿâëÿþùåãîñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì. Âîçìîæíîñòü íåïî-

ñðåäñòâåííîãî ó÷åòà ìèêðîñòðóêòóðû â áàëàíñîâîì ñîîòíîøåíèè ñâîäèòñÿ ê

âîçìîæíîñòè ââåäåíèÿ ñòîêîâûõ (èëè èñòîêîâûõ) ÷ëåíîâ, ìîäåëèðóþùèõ, íà-

ïðèìåð, ëîâóøêè äëÿ ïðèìåñè. Çàâèñèìîñòü ïðîöåññà äèôôóçèè îò ïðî÷èõ

õàðàêòåðèñòèê ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü ó÷òåíà â îïðåäåëÿþ-

ùåì ñîîòíîøåíèè äëÿ äèôôóçèîííîãî ïîòîêà, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìî-

æåò ââîäèòüñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó çàêîíó Ôèêà, ïî-

òîê ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè. Çàêîí Ôèêà ìîæåò áûòü îáîá-

ùåí äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà.

Òàêîå âëèÿíèå ó÷èòûâàåòñÿ ëèáî çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåðìîäè-

íàìè÷åñêîé ñèëû [53, 58, 102, 108, 146, 154, 170], ëèáî çà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ çà-

âèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò íàïðÿæåíèé/äåôîðìàöèé [15,85,161]

èëè îò ëîêàëüíîé ýíåðãèè [78, 81, 122, 159], êîòîðàÿ ìîæåò êîððåëèðîâàòü ñ

ýíåðãèåé àêòèâàöèè ðåàêöèè, ôèãóðèðóþùåé â çàêîíå Àððåíèóñà [39]. ×à-

ùå âñåãî â ðîëè äîïîëíèòåëüíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû âûñòóïàåò ãðà-

äèåíò äàâëåíèÿ � òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþò ÿâëåíèå áàðîäèôôóçèè [95, 146].

Áîëåå îáùèé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ó÷åòå ãðàäèåíòà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèà-
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ëà [53,103,170]. J.C.M. Li , F.C. Larche è J.L. Cahn [102,104,108], ó÷ëè âëèÿíèå

ãèäðîñòàòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííîãî íàêîïëåíèåì äèôôóíäèðóþùå-

ãî âåùåñòâà, ââåäÿ åãî ÷åðåç õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû. Ñîãëàñíî [104],

õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðîïîðöèîíàëåí òåí-

çîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè [68]. Çàäà÷à äèôôóçèè ñ ó÷åòîì õèìè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [53, 170]. C.H. Wu [170] ïîêà-

çàë, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïðîïîðöèîíàëåí ñëå-

äó òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè.

Ïðè ó÷åòå ìèêðîñòðóêòóðû ÷åðåç ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ãåòåðî-

ãåííîãî ìàòåðèàëà îíè ìîãóò áûòü ââåäåíû â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ ïîòîêà è íàïðÿæåíèé. Ïðè ýòîì ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêîãî çàêî-

íà Ôèêà ìîæåò áûòü ó÷òåí òîëüêî ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè,

â òî âðåìÿ êàê ðàññìîòðåíèå áîëåå îáùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîòîêà ïîçâî-

ëÿåò òàêæå ó÷åñòü ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè. Ïðè ó÷åòå ñòðóêòóðíûõ

îñîáåííîñòåé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ â ìîäåëü äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû

âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê ìèêðîñòðóêòóðû íà ïðîöåññ äèôôóçèè ìîæåò áûòü

ó÷òåíî òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîòîêà, çà-

âèñÿùèõ, ïîìèìî ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè, îò ãðàäèåíòîâ äðóãèõ ïîëåé.

Ãëàâà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà äèôôóçèè â äåôîðìèðóåìîì

òâåðäîì òåëå ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìèêðîñòðóêòóðû, îïðåäåëåí-

íûõ â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè êîíöåíòðàöèîííûõ

ïðîôèëåé ðàññìàòðèâàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ ìèêðîòðå-

ùèíàìè, îïðåäåëåííûå â ãëàâå 1. Ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ìèêðîòðåùèíû ðàñïðå-

äåëåíû â ìàòåðèàëå íåðàâíîìåðíî. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåê-

òà ïðè äèôôóçèè ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå íàéäåííîãî â ãëàâå 2 íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè. Äëÿ îïèñàíèÿ êîí-

êðåòíûõ ýôôåêòîâ ïðè äèôôóçèè â ìàòåðèàëå ñî ñëîæíîé ìèêðîñòðóêòóðîé

â ãëàâå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû îïðåäåëÿ-
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þùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîòîêà.

Çà÷àñòóþ îïàñíîñòü ïðåäñòàâëÿåò èìåííî ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåí-

òðàöèè âðåäíîé ïðèìåñè. Òàêîå óâåëè÷åíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîêðàùåíèþ

ñðîêîâ ñëóæá ãîòîâîé ïðîäóêöèè è ïðåæäåâðåìåííîìó âûâîäó åå èç ýêñïëóà-

òàöèè, òîãäà êàê ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òîé æå ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè

äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ñâîéñòâà

ìàòåðèàëà è åãî ïîâåäåíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, îñíîâíîé àêöåíò â ãëàâå áóäåò

ñäåëàí íà îöåíêó ëîêàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè, êîòîðîå âîçíèêàåò

äî óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2, 7, 8, 38,75,139].

3.1. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè â ïîðèñòîì ìà-

òåðèàëå

Ðàçäåë ïîñâÿùåí ìîäåëèðîâàíèþ äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ìèêðî-

ñòðóêòóðû ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà ïîñðåäñòâîì ðàññìîòðåíèÿ îïðåäåëåííûõ â

ãëàâå 1 ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ. Îïèñûâàåòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ïðîöåññà:

� Äèôôóçèîííûé ïðîöåññ â ìàòåðèàëå, ñîäåðæàùåì íåðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåííûå ñôåðîèäàëüíûå ïîðû. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñôåðè÷åñêèõ, ñïëþñ-

íóòûõ è âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð. Ó÷èòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðè-

àíòû ðàñïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì: ïðîèçâîëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïî îðèåíòàöèÿì, ïðåèìóùåñòâåííîå íàïðàâëåíèå íåîäíîðîä-

íîñòåé, ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îñåé ñèììåòðèè ñôåðîèäîâ â îäíîé

ïëîñêîñòè.

� Äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, ó÷èòûâàþùèé ïîðîîáðàçîâàíèå ïðè ìàññîïåðå-

íîñå. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñïëþñíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð, ìîäåëèðóþ-

ùèõ ìåæçåðåííûå òðåùèíû. Ââèäó îòñóòñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåîäíîðîäíîñòåé ïî îðèåíòàöèÿì.
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Îïèñàííàÿ íåîäíîðîäíàÿ ìèêðîñòðóêòóðà õàðàêòåðíà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

àëþìèíèÿ ïðè íàëè÷èè â íåì âîäîðîäíûõ áëèñòåðîâ [57,59].

3.1.1. Çàäà÷è äèôôóçèè è ìàññîóïðóãîñòè â ðàìêàõ êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèè

Ïðîìîäåëèðóåì ïðîöåññ äèôôóçèè ãàçà â òâåðäîì òåëå. Â îòñóòñòâèå

ñòîêîâ/èñòî÷íèêîâ, êîíöåíòðàöèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà îïðåäåëÿåò-

ñÿ áàëàíñîì ìàññû
∂

∂t

∫
V

cdV =

∫
S

n · JdS, (3.1.1)

ãäå c � êîíöåíòðàöèÿ, n � âåêòîð íîðìàëè, J � äèôôóçèîííûé ïîòîê.

Áàëàíñ ìàññû â ëîêàëüíîé ôîðìå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂c

∂t
= −∇ · J, (3.1.2)

ãäå ∇ � íàáëà-îïåðàòîð.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàêîïëåíèå äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà ïðè-

âîäèò òîëüêî ê äèëàòàöèîííîìó ðàñøèðåíèþ ìàòåðèàëà è ê ïîÿâëåíèþ äàâ-

ëåíèÿ. Äëÿ ó÷åòà äîïîëíèòåëüíîãî ïîòîêà, èíèöèèðîâàííîãî ãðàäèåíòîì äàâ-

ëåíèÿ ∇P , èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå [95,146]:

J = −D
(
∇c+ β̄c∇P

)
, (3.1.3)

ãäå D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, β̄ � êîýôôèöèåíò Îíçàãåðà.

Ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîãî ïîòîêà, âûçâàííîãî ãðàäèåíòîì äàâëå-

íèÿ, îáùèé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè è îïðåäåëÿåòñÿ

êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Ôèêà:

J = −D∇c. (3.1.4)
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Ïðåäñòàâèì îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîòîêà â îáùåì âèäå êàê

J = −D
(
∇c+ β̄cF

)
, (3.1.5)

ãäå âåêòîð F èãðàåò ðîëü îáîáùåííîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû (F = ∇P ïðè

ó÷åòå áàðîäèôôóçèè è F = 0 ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññè÷åñêîãî çàêîíà Ôèêà).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîòîêà îïðåäåëèì íàïðÿæåííî-äåôîð-

ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàòðèöû. Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ áàëàí-

ñîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êîòîðûé â îòñóòñòâèå ìàññîâûõ ñèë èìååò âèä

∂

∂t

∫
V

ρvdV =

∫
S

n ·TdS, (3.1.6)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü, v � òðàíñëÿöèîííàÿ ñêîðîñòü, T � òåíçîð ñèëîâûõ íàïðÿ-

æåíèé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàòèêè (èëè êâàçèñòàòèêè) óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â

ëîêàëüíîé ôîðìå ïðèíèìàåò âèä

∇ ·T = 0. (3.1.7)

Íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Äþàìåëÿ-Íåéìàíà:

T = (λtrε− 3Kᾱc) I+ 2µε, (3.1.8)

ãäå ᾱ � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ, λ, µ � êî-

ýôôèöèåíòû Ëàìå, K = 3λ+ 2µ � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ.

Òåíçîð ëèíåéíûõ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ε =
1

2
(∇u)S , (3.1.9)

ãäå èíäåêñ S îçíà÷àåò ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà.
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3.1.2. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè

Çàäà÷à ìàññîóïðóãîñòè ðåøàåòñÿ äëÿ äëèííîãî öèëèíäðà ðàäèóñà r0 è

äëèíû L â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z). Íà áîêîâîé ïîâåðõ-

íîñòè öèëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ êîíöåíòðàöèÿ:

c|r=r0
= c0. (3.1.10)

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò íàãðóçêè:

er ·T|r=r0
= 0, (3.1.11)

è öèëèíäð íå íåñåò îñåâîé íàãðóçêè:

∫ ∫
S

ez ·TdS

∣∣∣∣
z=0,z=L

= 0. (3.1.12)

Ó÷èòûâàÿ îñåâóþ ñèììåòðèþ è èñïîëüçóÿ ãèïîòåçó ïëîñêèõ ñå÷åíèé, áó-

äåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

c = c (r) , (3.1.13)

u = ur (r) er + uz (z) ez, (3.1.14)

εzz =
∂uz
∂z

= const. (3.1.15)

Â öåíòðå öèëèíäðà çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êîíöåí-

òðàöèè è ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé:

c′|r=0 = 0, (3.1.16)

ur|r=0 <∞, (3.1.17)
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ãäå ′ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ðàäèóñó ∂/∂r.

Ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîòîêà (3.1.5), çàïèñàííîå â

îáùåì âèäå, â áàëàíñ ìàññû (3.1.2), ïîëó÷èì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå äèôôó-

çèè:

rċ =
[
rD
(
c′ + β̄cF

)]′
, (3.1.18)

ãäå · îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà îïðåäåëÿ-

åòñÿ îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

F = [−K (trε− 3ᾱc)]′ (3.1.19)

ïðè ó÷åòå ÿâëåíèÿ áàðîäèôôóçèè èëè F = 0 ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà

äèôôóçèè â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Ôèêà.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ Äþàìåëÿ-Íåéìàíà (3.1.8), íåíóëåâûå êîìïîíåíòû

òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò âèä:

Trr = (λ+ 2µ)u′r + λ
(ur
r

+ εzz

)
− 3Kᾱc,

Tφφ = λ (u′r + εzz) + (λ+ 2µ)
ur
r

− 3Kᾱc, (3.1.20)

Tzz = λ
(
u′r +

ur
r

)
+ (λ+ 2µ) εzz − 3Kᾱc,

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (3.1.7) â êîîðäèíàòíîì âèäå ñâåäåòñÿ ê

(rTrr)
′ − Tφφ = 0. (3.1.21)

Äîïîëíÿÿ áàëàíñ ìàññû (3.1.18) óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ (3.1.21) è óñëî-

âèåì (3.1.15), ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3.1.5), (3.1.8)
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îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c, εzz è ur:

rċ =
[
rD
(
c′ + β̄cF

)]′
, ãäå (3.1.22)

F = [−(3λ+ 2µ) (trε− 3ᾱc)]′ èëè F = 0,
r0∫
0

[
(λ+ 2µ) εzz + λ

(
ur

′ +
ur
r

)
− (3λ+ 2µ) ᾱc

]
rdr = 0, (3.1.23)

(ru′r)
′ − ur

r
− (3λ+ 2µ)

(λ+ 2µ)
ᾱrc′ = 0. (3.1.24)

Ó÷òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è óïðóãèå ìîäóëè ÿâëÿþòñÿ ýôôåê-

òèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ðàäèóñà (ïðè íåîä-

íîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîð â ìàòðèöå).

3.1.3. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàññîóïðóãîñòè

â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè

Ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî ìåòîäà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, èçëîæåí-

íûé â ãëàâå 2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââåäåì ðàññìîòðåííóþ â ãëàâå 2 îäíî-

ìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó ri. Èñõîäÿ èç âèäà áàëàíñîâûõ è îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé, ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ è êîíöåíòðàöèþ áóäåì çàäàâàòü â

óçëàõ ñåòêè i, òîãäà êàê êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è ïîòîêà, à òàêæå

êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è óïðóãèå ìîäóëè � â ÿ÷åéêàõ ñåòêè (èíòåðâàëàõ

ìåæäó óçëàìè, i+ 1/2 ), ñì. Ðèñ. 2.1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü íåÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó. Â íà÷àëå íîâîãî øàãà ïî

âðåìåíè îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû Dn+1
i+1/2, λ

n+1
i+1/2, µ

n+1
i+1/2 è òåðìîäèíàìè÷å-

ñêóþ ñèëó F n+1
i+1/2. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè íîìåð íîâîãî øàãà ïî âðåìåíè (n+ 1)

áóäåò â äàëüíåéøåì îïóñêàòüñÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ãðàäèåíò
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äàâëåíèÿ, ñíà÷àëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ âåëè÷èíà äàâëåíèÿ â ÿ÷åéêàõ:

Pi+ 1
2
= −trTi+ 1

2
≈

≈ −
(
3λi+ 1

2
+ 2µi+ 1

2

)(unri+1
− unri

∆ri
+
unri+1

+ unri
2rci

+ εnzz

)
, (3.1.25)

ïîñëå ÷åãî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãðàäèåíò äàâëåíèÿ (òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà,

âûçûâàþùàÿ äîïîëíèòåëüíûé ïîòîê):

Fi+ 1
2
=

1

∆ri

(
Pi+1+ 1

2
+ Pi+ 1

2

2
−
Pi+ 1

2
+ Pi− 1

2

2

)
=

=
1

∆ri

Pi+1+ 1
2
− Pi− 1

2

2
. (3.1.26)

Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèÿ (3.1.22)�(3.1.24). Ó÷òåì, ÷òî â öåíòðå öèëèí-

äðà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ èíòåãðàëüíûå áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ: áàëàíñ ìàñ-

ñû (3.1.2) è áàëàíñ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (3.1.6) ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ëåâîé

÷àñòè. Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ áàëàíñ (3.1.6)

ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ëåâîé ÷àñòè, â òî âðåìÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ ôèêñèðóåòñÿ.

Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (3.1.22) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

âî âíóòðåííèõ óçëàõ:

ri
ci − cni
∆t

=
1

∆rci

[
Di+ 1

2

ri+ 1
2

∆ri
(ci+1 − ci)−Di− 1

2

ri− 1
2

∆ri−1
(ci − ci−1)

]
+

+
β̄

∆rci

ri+ 1
2
Di+ 1

2


∣∣∣Fi+ 1

2

∣∣∣+ Fi+ 1
2

2
ci+1 −

∣∣∣Fi+ 1
2

∣∣∣− Fi+ 1
2

2
ci

− (3.1.27)

− ri− 1
2
Di− 1

2


∣∣∣Fi− 1

2

∣∣∣+ Fi− 1
2

2
ci −

∣∣∣Fi− 1
2

∣∣∣− Fi− 1
2

2
ci−1

 , i = 1, ..., I − 2,

ãäå ∆t � øàã ïî âðåìåíè. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ñëàãàåìîãî
(
β̄cF

)′
èñïîëüçîâà-

ëàñü ïðîòèâîïîòîêîâàÿ ñõåìà.
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Â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè áàëàíñà ìàññû â 0-îì óçëå ïîëó÷èì:

c1 − c0
∆r0

= 0. (3.1.28)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.1.23) äëÿ íàõîæäåíèÿ àêñèàëüíîé äåôîðìàöèè

àïïðîêñèìèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εzz = (ri+1 − ri)× (3.1.29)

×

∑I−2
i=0

[
−λi+ 1

2

r
i+1

2

∆ri

(
unri+1

− unri
)
− λi+ 1

2

un
ri+1

+un
ri

2 + ᾱ
(
3λi+ 1

2
+ 2µi+ 1

2

)
ri+ 1

2

ci+1+ci
2

]
∑I−2

i=0

(
λi+ 1

2
+ µi+ 1

2

)
ri+ 1

2
(ri+1 − ri)

.

Óðàâíåíèå (3.1.24) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé áóäåò àï-

ïðîêñèìèðîâàòüñÿ âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

∆rci

[(
λi+ 1

2
+ 2µi+ 1

2

) ri+ 1
2

∆ri

(
uri+1

− uri
)
−
(
λi− 1

2
+ 2µi− 1

2

) ri− 1
2

∆ri−1

(
uri − uri−1

)]
+

+
1

∆rci

(
λi+ 1

2
ri+ 1

2
− λi− 1

2
ri− 1

2

)
εzz− (3.1.30)

− ᾱ

∆rci

[(
3λi+ 1

2
+ 2µi+ 1

2

)
ri+ 1

2

ci+1 + ci
2

−
(
3λi− 1

2
+ 2µi− 1

2

)
ri− 1

2

ci + ci−1

2

]
−

−
λi+ 1

2
+ λi− 1

2
+ 2

(
µi+ 1

2
+ µi− 1

2

)
2

1

ri
uri −

λi+ 1
2
+ λi− 1

2

2
εzz+

+
3
(
λi+ 1

2
+ λi− 1

2

)
+ 2

(
µi+ 1

2
+ µi− 1

2

)
2

ᾱci = 0.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè áàëàíñà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â 0-îì óçëå èç îãðàíè-

÷åííîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò ur0 = 0.
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Â (I − 1)-îì óçëå áàëàíñ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ êàê

−
rI−1− 1

2

∆rcI−1

[(
λI−1− 1

2
+ 2µI−1− 1

2

) urI−1
− urI−2

∆rI−2
+ λI−1− 1

2
εzz−

− ᾱ
(
3λI−1− 1

2
+ 2µI−1− 1

2

) cI−1 + cI−2

2

]
− (3.1.31)

−λI−1− 1
2

urI−1

∆rcI−1

−
(
λI−1− 1

2
+ 2µI−1− 1

2

) urI−1

rI−1
−

−λI−1− 1
2
εzz +

(
3λI−1− 1

2
+ 2µI−1− 1

2

)
ᾱcI−1 = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.1.27), (3.1.28), (3.1.30), (3.1.31)

ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñêàëÿðíîé ïðîãîíêè [143].

3.1.4. Âëèÿíèå çàäàííîé íåîäíîðîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû

Âûáîð êîíêðåòíîé ìàòðèöû è êîíêðåòíîãî äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà

íå äîëæåí âëèÿòü íà ðåøåíèå êà÷åñòâåííî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðîàíàëè-

çèðóåì ðàñïðåäåëåíèå âîäîðîäà â àëþìèíèè, õàðàêòåðèçóþùèìñÿ óïðóãèìè

ìîäóëÿìè µ0 = 27 ÃÏà è E0 = 70 ÃÏà; ìîëÿðíàÿ ìàññà mS = 0.027 êã/ìîëü

è ïëîòíîñòü ρ = 2700 êã/ì3. Êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî êîíöåíòðàöèîííîãî

ðàñøèðåíèÿ ᾱ = 1.5e − 6. Ïðîöåññ äèôôóçèè ïðîèñõîäèò ïðè êîìíàòíîé

òåìïåðàòóðå T = 293 Ê, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D0 = 1e− 12 ì2/ñ. Êîíöåí-

òðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç 50 ÷àñîâ (äî óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà

ñ öåëüþ àíàëèçà ýôôåêòà ëîêàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè).

Çàäàäèì íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîð â ìàòåðèàëå ïîñðåäñòâîì ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíîñòåé îò ðàäèàëüíîé

êîîðäèíàòû ϕ = 0.1exp (− (r0 − r) /r0). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñïëþñ-

íóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð ñ γ = 0.1, âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð ñ γ = 10

è ñôåðè÷åñêèõ ïîð (γ = 1). Îïðåäåëèì êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü ïðè çà-

äàíèè äèôôóçèîííîãî ïîòîêà â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Ôèêà.

Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè, ïîñòðîåííûå ñ ó÷åòîì ýôôåêòèâíûõ êîýô-
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ôèöèåíòîâ äèôôóçèè De� = De� (ϕ, s, γ, λ), ïîñ÷èòàííûõ ïî âûâåäåííûì â

ãëàâå 1 ôîðìóëàì, îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ìàêñâåëëà, ïîêàçàíû

íà Ðèñ. 3.1�3.2. Ïîêàçàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè s, îïðåäåëÿþùå-

ãî ñêà÷îê êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòðèöà/èçîëèðîâàííàÿ ïîðà, è

ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äèôôóçèè ñ ïîñòîÿí-

íûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D0.

Ðèñ. 3.1. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè: ìàòåðèàë ñî ñïëþñíóòûìè (ñëåâà) è
âûòÿíóòûìè (ñïðàâà) ñôåðîèäàëüíûìè ïîðàìè

Ãðàôèêè íà Ðèñ. 3.1 ïîñòðîåíû ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî îðè-

åíòàöèÿì ñïëþñíóòûõ è âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð. Óâåëè÷åíèå ñêà÷êà

êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ìàòðèöà/ïîðà (óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè)

ïðèâîäèò ê áîëüøåé íàñûùàåìîñòè ìàòåðèàëà è óâåëè÷åíèþ ëîêàëüíîé êîí-

öåíòðàöèè ïðèìåñè. Ïðè ýòîì âûòÿíóòûå ñôåðîèäàëüíûå ïîðû ñ γ = 10 îêà-

çûâàþò áîëüøåå âëèÿíèå, ÷åì ñïëþñíóòûå ñôåðîèäàëüíûå ïîðû ñ γ = 0.1.

Ãðàôèêè íà Ðèñ. 3.2 ïîñòðîåíû ïðè ðàññìîòðåíèè ìàòåðèàëà ñî ñôåðè÷å-

ñêèìè ïîðàìè. Ðåøåíèå çàäà÷è äèôôóçèè ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì

äèôôóçèè îêàçàëîñü áëèçêèì ê ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ïðè ïîñòîÿííîì êî-

ýôôèöèåíòå äèôôóçèè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè. Òàêîé

ðåçóëüòàò îæèäàåì, ïîñêîëüêó, êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 1, ñåãðåãàöèÿ íå

îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñî ñôåðè÷åñêèìè ïîðà-

ìè ïðè ìàëîé îáúåìíîé äîëå íåîäíîðîäíîñòåé. Êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü

ïîñòðîåí ïðè s = 0.1.
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Ðèñ. 3.2. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè: ìàòåðèàë ñî ñôåðè÷åñêèìè ïîðàìè

Íàëè÷èå ïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèè ñïëþñíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð

âäîëü ez èëè eφ, à òàêæå ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îñåé ñèììåòðèè ñïëþñ-

íóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð â ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüþ er ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòà-

òàì, áëèçêèì ê ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ. 3.1 (ñëåâà). Äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå ïî

îðèåíòàöèÿì (êîãäà îñè ñèììåòðèè ñïëþñíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð îðèåíòè-

ðîâàíû ïðåèìóùåñòâåííî âäîëü er èëè ðàñïðåäåëåíû â ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüþ

ez èëè eφ) ïðèâîäèò ê êîíöåíòðàöèîííûì ïðîôèëÿì, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþ-

ùèì ñ ïîëó÷åííûì ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ò.ê.

íàëè÷èå îðèåíòèðîâàííûõ òàêèì îáðàçîì ñïëþñíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð

ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà äèôôóçèþ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèé.

Â òî æå âðåìÿ, â ñëó÷àå âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð

1) Ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî îðèåíòàöèÿì,

2) Ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îñåé ñèììåòðèè â ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüþ ez

èëè eφ,

3) Ïðåèìóùåñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ âäîëü er

ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, îòëè÷íîìó îò ïðåä-

ñòàâëåííîãî íà Ðèñ. 3.1 (ñïðàâà). Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ.
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3.3. Íàèáîëüøàÿ íàñûùàåìîñòü íàáëþäàåòñÿ â ìàòåðèàëå ñ ïîðàìè, èìåþùè-

ìè ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îñè ñèììåò-

ðèè âûòÿíóòûõ ñôåðîèäàëüíûõ ïîð èìåþò ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ

âäîëü ez èëè eφ, à òàêæå êîãäà îíè ðàñïðåäåëåíû â ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüþ er,

êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè áëèçêè ê ïîëó÷åííûì ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè

êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè.

Ðèñ. 3.3. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè: ìàòåðèàë ñ âûòÿíóòûìè ñôåðîèäàëü-
íûìè ïîðàìè ñ ðàçëè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî îðèåíòàöèÿì, ñì. ïîÿñíåíèÿ â
òåêñòå

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷èå ìåæäó ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ðàññìîò-

ðåíèè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà

äèôôóçèè, ñîâïàäàþùåãî ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè ìàòðèöû êîìïîçèòà,

ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííûì. Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü

ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè, ôîðìó ïîð è èõ îðèåíòàöèþ.

3.1.5. Âëèÿíèå ðàñòðåñêèâàíèÿ â ïðîöåññå äèôôóçèè

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðîàíàëèçèðóåì ðàñïðåäåëåíèå âîäîðîäà â

àëþìèíèè ÷åðåç 50 ÷àñîâ íàâîäîðîæèâàíèÿ ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîñòåéøóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îáúåìíîé äîëè íåîäíîðîäíîñòåé

îò êîíöåíòðàöèè: ϕ = 0.1c. Òàêîé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàðîæäåíèå è
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ðàçâèòèå äåôåêòîâ, íî ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî îöåíèòü âëèÿíèå ðàñòðåñêèâà-

íèÿ, âûçâàííîãî íåïîñðåäñòâåííî íàêîïëåíèåì äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà,

íà åãî ïåðåðàñïðåäåëåíèå. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñïëþñíóòûõ ñôåðîè-

äàëüíûõ ïîð ñ γ = 0.1, ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè ïðèìåì ðàâíûì s = 0.1.

Ïîñòðîèì ïðîôèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè ïðè îïèñàíèè äèôôóçèîííîãî

ïîòîêà â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Ôèêà (F = 0). Â ýòîì ñëó÷àå

ðåøàåòñÿ ÷àñòè÷íî ñâÿçàííàÿ çàäà÷à: íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-

íèå ìàòåðèàëà çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè, òîãäà êàê ïðîöåññ

äèôôóçèè íå çàâèñèò îò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü, ïîñòðîåííûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèôôó-

çèè ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè De� = De� (ϕ (c) , s, γ, λ),

ïîñ÷èòàííûì ïî âûâåäåííûì â ãëàâå 1 ôîðìóëàì ïðè ðàññìîòðåíèè ñõåìû

Ìàêñâåëëà, ïîêàçàí íà Ðèñ. 3.4. Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòà ñ ðåøå-

íèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äèôôóçèè ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì äèôôó-

çèè. Ó÷åò ðàñòðåñêèâàíèÿ ïðèâîäèò ê áîëüøåé íàñûùàåìîñòè ìàòåðèàëà è

óâåëè÷åíèþ ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè.

Ðèñ. 3.4. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïðè çàäàíèè ïîòîêà â ñîîòâåòñòâèè ñ
êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Ôèêà

Ó÷òåì òåïåðü â îïðåäåëÿþùåì ñîîòíîøåíèè äëÿ äèôôóçèîííîãî ïîòîêà

òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó, ñâÿçàííóþ ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
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çàäà÷à ìàññîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé è ìîæåò áûòü ó÷òåíî âëèÿíèå è

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè De� = De� (ϕ (c) , s, γ, λ), è ýôôåê-

òèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé Ke� = Ke� (ϕ (c) , s, γ, λ), µe� = µe� (ϕ (c) , s, γ, λ).

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.5. Ïðîâå-

äåíî ñðàâíåíèå ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ ó÷åòà âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû íà ïðî-

öåññ äèôôóçèè çà ñ÷åò ðàññìîòðåíèÿ

� Ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ïîñòîÿííûõ ìîäóëåé óïðóãî-

ñòè, ñîâïàäàþùèõ ñ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ìàòðèöû êîìïîçèòà;

� Ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðó-

ãîñòè;

� Ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ñîâïàäàþùåãî ñ êîýôôèöèåíòîì

äèôôóçèè ìàòðèöû êîìïîçèòà, è ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè;

� Ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè è óïðóãèõ ìîäóëåé, ñîâïàäàþùèõ

ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû êîìïîçèòà.

Ðèñ. 3.5. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïðè îïðåäåëåíèè ïîòîêà ñ ó÷åòîì áà-
ðîäèôôóçèè: âëèÿíèå ðàçíûõ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ

Ó÷åò òîëüêî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè óâåëè÷èâàåò ñîäåð-

æàíèå äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ìàòåðèàëà, òîãäà êàê ñîâîêóïíûé ó÷åò
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è ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, è ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðó-

ãîñòè ïðèâîäèò ê ìåíüøåìó çíà÷åíèþ. Ó÷åò òîëüêî ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé

óïðóãîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, åùå áîëüøå óìåíüøàåò êîíöåíòðàöèþ. Ïðè÷è-

íîé òàêîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáðàçîâàíèå ïîð óâåëè÷èâàåò êîýô-

ôèöèåíò äèôôóçèè ìàòåðèàëà è, íàîáîðîò, óìåíüøàåò åãî óïðóãèå ìîäóëè.

Â ðåçóëüòàòå ïîòîê, âûçâàííûé ãðàäèåíòîì êîíöåíòðàöèè, óâåëè÷èâàåòñÿ,

òîãäà êàê ïîòîê, âûçâàííûé ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, íàîáîðîò, óìåíüøàåòñÿ.

Íåîáõîäèìî, ïî âñåé âèäèìîñòè, ó÷èòûâàòü èçìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ, âûçâàííûå îïðåäåëåííîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Ñðàâíåíèå Ðèñ. 3.4

è 3.5 ïîäòâåðæäàåò òàêîé âûâîä, ïîñêîëüêó êðàñíûå êðèâûå ïðîõîäÿò áëèæå

äðóã äðóãó, ÷åì äðóãèå.

Íåñìîòðÿ íà îãðàíè÷åííîñòü ïðèìåíèìîñòè ñîîòíîøåíèé ïîäàòëèâîñòü-

äèôôóçèÿ, âûâåäåííûõ â ãëàâå 1, ïðè íàëè÷èè èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå ñå-

ãðåãàöèè ýôôåêòèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê íàïðÿìóþ

ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãîìîãåíèçàöèè, òàê è ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ÷åðåç

ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Íà Ðèñ. 3.6 ïðåäñòàâëåíû êîíöåíòðà-

öèîííûå ïðîôèëè, ïîñòðîåííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ ïîäõîäîâ. Âèäíî,

÷òî ðàçíèöà íåçíà÷èòåëüíà è, òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà

íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ

ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâà � äîñòàòî÷íî òîëüêî îöåíèòü îäèí �òèï� ñâîéñòâ.

3.2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè âáëèçè ïîâåðõ-

íîñòè

Ðàçäåë ïîñâÿùåí ìîäåëèðîâàíèþ äèôôóçèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè äåôîð-

ìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Îïè-

ñûâàåòñÿ äèôôóçèÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ìàòåðèàëà, îïðåäåëåííîãî â ãëàâå 2 â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.
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Ðèñ. 3.6. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïðè îïðåäåëåíèè ïîòîêà ñ ó÷åòîì áà-
ðîäèôôóçèè: âëèÿíèå ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ

Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîòîêà âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ó÷åñòü âëèÿíèå íàéäåííûõ â ãëàâå 2 êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñäâèãîâûõ

äåôîðìàöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîâåäåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ.

3.2.1. Çàäà÷à ìàññîóïðóãîñòè â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé

òåîðèè

Îïèøåì ïðîöåññ äèôôóçèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà. Ó÷òåì, ÷òî ïðè÷èíîé âíóò-

ðåííèõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, íàêîïëåíèå

äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, ñ äðóãîé ñòîðîíû � ðàñïðåäåëííûé ìîìåíò íà

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Êîíöåíòðàöèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ìàñ-

ñû (3.1.1), êîòîðûé â ëîêàëüíîé ôîðìå èìååò âèä (3.1.2). Äëÿ ó÷åòà âîçíèêà-

þùèõ â ìàòåðèàëå íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ìîæíî ââåñòè âûðàæåíèå äëÿ

ïîòîêà ÷åðåç ãðàäèåíò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû µChP:

J = −Mc∇µChP, (3.2.1)
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ãäå M = D/RT � ïîäâèæíîñòü äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà (R = 8.31455

Äæ/ìîëü·Ê � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðà-

òóðà).

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äèôôóíäèðóþùåãî ãàçà è

äåôîðìèðóåìîé ìàòðèöû, åñòü ñóììà èõ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ:

µChP = µG + µS. (3.2.2)

Ïðèìåì, ÷òî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ

èäåàëüíîãî ãàçà

µG = µ0G +RT lnc, (3.2.3)

ãäå µ0G � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ãàçà â ñòàíäàðòíîì ñîñòîÿíèè.

Â îòñóòñòâèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìàòðèöû (µS = 0), óðàâíåíèå (3.2.1)

ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó çàêîíó Ôèêà, ñâÿçûâàþùåìó ïîòîê ñ ãðàäèåíòîì

êîíöåíòðàöèè.

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðîïîðöèîíàëåí

ñëåäó òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè Σ [170]:

µS = m̃S

(
f 0S +

1

ρ
trΣ

)
, (3.2.4)

ãäå m̃S � ìîëÿðíàÿ ìàññà òåëà, f 0S � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìàòåðèàëà

â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, ρ � ïëîòíîñòü ñèñòåìû, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü

ðàâíîé ïëîòíîñòè ìàòðèöû ìàòåðèàëà ρS.

Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ââîäèòñÿ òåíçîð äå-

ôîðìàöèè

ϵ = ε = (∇u)S , (3.2.5)

à â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè � òåíçîðû äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ
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è èçãèáà-êðó÷åíèÿ

ϵ = ∇u+ I× θ, κ = ∇θ. (3.2.6)

Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Ýøåëáè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [68]:

Σ = ΣCl = WClI− (∇u− ε∗) ·T, (3.2.7)

ãäå WCl � ïëîòíîñòü ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè, ε∗ � òåíçîð ñîáñòâåííûõ

äåôîðìàöèé, èíèöèèðîâàííûõ äèôôóíäèðóþùèì âåùåñòâîì.

Ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

trΣ = trΣCl = 3WCl − (∇u− ε∗) · ·T. (3.2.8)

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

WCl =
1

2
(∇u− ε∗) · ·4C · · (∇u− ε∗) ,

è â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (3.2.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

trΣ = trΣCl =
1

2

(
(∇u)S − ε∗

)
· ·4C · ·

(
(∇u)S − ε∗

)
. (3.2.9)

Ñîãëàñíî [105], òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè ëèíåéíîãî ìèêðîïîëÿð-

íîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Σ = ΣMP = WMPI− (∇u− ε∗) ·TT − (∇θ) ·MT , (3.2.10)

ãäå WMP � ïëîòíîñòü ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ â ðàìêàõ

ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ôîðìóëîé

WMP =
1

2
(∇u+ I× θ − ε∗) · ·4C · · (∇u+ I× θ − ε∗) +

1

2
∇θ · ·4D · ·∇θ.
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Òîãäà ñëåä òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Ýøåëáè áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ êàê

trΣ = trΣMP = 3WMP − (∇u− ε∗) · ·TT − (∇θ) · ·MT =

=
1

2
(∇u− ε∗) · ·4C · · (∇u+ I× θ − ε∗)+ (3.2.11)

+
3

2
(I× θ) · ·4C · · (∇u+ I× θ − ϵ∗) +

1

2
∇θ · ·4D · ·∇θ.

Èòàê, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñïëîøíûõ ñðåä îïðåäåëÿþùåå ñîîò-

íîøåíèå äëÿ ïîòîêà ïðèìåò âèä

J = −D
(
∇c+ c

m̃S

ρS

1

RT

1

2
∇
[
(∇u− ε∗) · ·4C · · (∇u− ε∗)

])
, (3.2.12)

à â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè:

J = −D
(
∇c+ c

m̃S

ρS

1

RT
∇
[
1

2
(∇u− ε∗) · ·4C · · (∇u+ I× θ − ε∗)+ (3.2.13)

+
3

2
(I× θ) · ·4C · · (∇u+ I× θ − ϵ∗) +

1

2
∇θ · ·4D · ·∇θ

])
Âòîðûå ñëàãàåìûå â ñêîáàõ â âûðàæåíèÿõ (3.2.12), (3.2.13) âûñòóïàþò

â ðîëè îáîáùåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî

ïðè ðàâåíñòâå íóëþ íåêëàññè÷åñêèõ óïðóãèõ ìîäóëåé ìèêðîïîëÿðíàÿ òåîðèÿ

ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé.

Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì ó÷åòà âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëà íà ïðîöåññ äèôôóçèè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå çàâèñèìî-

ñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè. Ðàññìîò-

ðèì ïðåäëîæåííóþ â [122] çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ýíåðãèè

óïðóãîé äåôîðìàöèè, ìîäèôèöèðîâàííóþ äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ çíàêà íîðìàëü-

íûõ íàïðÿæåíèé:

D = D0e
m̃S+m̃H

ρ
W̃
RT , (3.2.14)

ãäå D0 � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â ìàòåðèàëå, W � ïëîòíîñòü
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ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé èëè â

ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè, ïðè ýòîì

W̃ =
1

2
(sgn (trT)Tb · ·ϵb + devT · ·devϵ) . (3.2.15)

Äëÿ îáùíîñòè çàïèñè èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîòîêà:

J = −D (∇c+ cF) . (3.2.16)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû F îïðåäåëèì

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàòðèöû. Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà îïðå-

äåëÿåòñÿ áàëàíñàìè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷è (êâàçè)ñòàòèêè óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ëîêàëüíîé ôîðìå èìå-

þò âèä

∇ ·T = 0, (3.2.17)

∇ ·M+T× = 0. (3.2.18)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàêîïëåíèå äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ìàòåðèàëå

ïðèâîäèò òîëüêî ê äèëàòàöèîííîìó ðàñøèðåíèþ. Â òàêîì ñëó÷àå òåíçîðû

ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé íàõîäÿòñÿ èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

T = (λtrε− 3Kᾱc) I+ 2µϵS + 2µ
N 2

1−N 2
ϵA, (3.2.19)

M = 2µl2t
1− ψ

ψ
trκI+ 2µl2tκ

s + 2µ
(
l2t − 4l2b

)
κA. (3.2.20)
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3.2.2. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿð-

íîé òåîðèè

Çàäà÷à ìàññîóïðóãîñòè ðåøàåòñÿ äëÿ äëèííîãî öèëèíäðà ðàäèóñà r0 è

äëèíû L â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z). Íà áîêîâîé ïîâåðõ-

íîñòè öèëèíäðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ êîíöåíòðàöèÿ:

c|r=r0
= c0. (3.2.21)

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò íàãðóçêè

er ·T|r=r0
= 0, (3.2.22)

è íà íåé çàäàí ðàñïðåäåëåííûé ìîìåíò

er ·M|r=r0
=M0eφ, (3.2.23)

Öèëèíäð íå íåñåò îñåâîé íàãðóçêè:

∫ ∫
S

ez ·TdS

∣∣∣∣
z=0,z=L

= 0, (3.2.24)∫ ∫
S

ez ·MdS

∣∣∣∣
z=0,z=L

= 0. (3.2.25)

Ó÷èòûâàÿ îñåâóþ ñèììåòðèþ è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ñå÷åíèÿ âåäóò ñåáÿ
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îäèíàêîâî, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

c = c (r) , (3.2.26)

u = ur (r) er + uz (r, z) ez, (3.2.27)

εzz =
∂uz
∂z

= const, (3.2.28)

θ = θr (r) er + θz (r) ez. (3.2.29)

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (3.2.28) ñëåäóåò, ÷òî

uz (r, z) = uz (r) + uz (z) . (3.2.30)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî-

ñòè, ðåàêöèÿ íà ñëîæíîå íàãðóæåíèå ðàâíà ñóììå ðåàêöèé íà êàæäîå îòäåëü-

íîå íàãðóæåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðèíöèïîì, ïåðåìåùåíèå, âûçâàííîå

íàêîïëåíèåì äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà è ðàñïðåäåëåííûì ìîìåíòîì íà

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó ïåðåìåùåíèé, èíèöè-

èðîâàííûõ êàæäîé èç ïðè÷èí â îòäåëüíîñòè. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè

óïðóãîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àêñèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå â òàêîì

ñëó÷àå òîëüêî íàêîïëåíèåì äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, çàâèñÿò â ñèëó ãè-

ïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé òîëüêî îò àêñèàëüíîé êîîðäèíàòû (ñì. ðàçäåë 3.1). Â

ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ïðè îòñóòñòâèè ïðèìåñè â ìàòåðèàëå ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû (ñì. ãëàâó

2). Â òàêîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñóììîé ýòèõ äâóõ, äåéñòâè-

òåëüíî èìååò âèä (3.2.30).

Â öåíòðå öèëèíäðà çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

c′|r=0 = 0, (3.2.31)

ur|r=0 <∞, uz (r)|r=0 = 0, θr|r=0 = θφ (r)|r=0 = 0. (3.2.32)
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Ïîäñòàâëÿÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîòîêà (3.2.16), çàïèñàííîå â

îáùåì âèäå, â áàëàíñ ìàññû (3.1.2), ïîëó÷èì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå

rċ = [rD (c′ + cF )]
′
, (3.2.33)

ãäå äîïîëíèòåëüíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ

ñïîñîáîâ:

F =
1

RT

m̃S

ρS
(trΣ)′ (3.2.34)

èëè F = 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.2.19), íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ñèëîâûõ íàïðÿ-

æåíèé èìåþò âèä:

Trr = (λ+ 2µ)u′r + λ
(ur
r

+ εzz

)
− 3Kᾱc,

Tφφ = λ (u′r + εzz) + (λ+ 2µ)
ur
r

− 3Kᾱc,

Tzz = λ
(
u′r +

ur
r

)
+ (λ+ 2µ) εzz − 3Kᾱc, (3.2.35)

Tzφ = −Tφz = 2G
N 2

1−N 2
θr,

Tzr =
G

1−N 2

((
1− 2N 2

)
u′z − 2N 2θφ

)
, Trz =

G

1−N 2

(
u′z + 2N 2θφ

)
,

Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ

(3.2.20) èìåþò âèä

Mrr =
2µl2t
ψ

[
θ′r + (1− ψ)

θr
r

]
, Mφφ =

2µl2t
ψ

[
(1− ψ) θ′r +

θr
r

]
, (3.2.36)

Mrφ = 2µ

[(
2l2b − l2t

) θφ
r

+ 2l2bθ
′
φ

]
, Mφr = 2µ

[(
l2t − 2l2b

)
θ′φ − 2l2b

θφ
r

]
.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c, εzz, ur, uz (r), θφ ïðèìåò âèä

rċ = [rD (c′ + cF )]
′
, ãäå F =

1

RT

m̃S

ρS
(trΣ)′ èëè F = 0, (3.2.37)

r0∫
0

[
(λ+ 2µ) εzz + λ

(
ur

′ +
ur
r

)
− (3λ+ 2µ)αc

]
rdr = 0, (3.2.38)

(ru′r)
′ − ur

r
− (3λ+ 2µ)

(λ+ 2µ)
α
(
(rc)′ − c

)
= 0, (3.2.39)

(ruz
′)
′
+ 2N 2 (rθφ)

′ = 0, (3.2.40)

2l2b
(
rθ′φ
)′ − (2

r
l2b + r

2N 2

1−N 2

)
θφ − r

N 2

1−N 2
uz

′ = 0. (3.2.41)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî θr èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ñâÿçàííîé è ìîæåò áûòü

ðàçäåëåíà íà äâå ñèñòåìû: îòíîñèòåëüíî c, εzz, ur è îòíîñèòåëüíî uz (r), θφ.

Ïðè ýòîì êîíöåíòðàöèÿ çàâèñèò (÷åðåç õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èëè ýíåðãèþ

â çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè) îò êîìïîíåíòû àêñèàëüíûõ ïåðå-

ìåùåíèé è îò ìèêðîïîâîðîòà âîêðóã eφ, â òî âðåìÿ êàê uz (r) è θφ íå çàâè-

ñÿò îò êîíöåíòðàöèè è âîçíèêàþò òîëüêî èç-çà ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà íà

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî uz (r) è θφ

îïèñûâàåò ïîâåäåíèå íåíàñûùåííîãî îáðàçöà, êîòîðîå â äàëüíåéøåì íå ìå-

íÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåìàÿ çàäà÷à ìàññîóïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî

ñâÿçàííîé, à èìåííî: ðåøåíèå ìèêðîïîëÿðíîé çàäà÷è ìîæåò îêàçûâàòü âëè-

ÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, íî íå çàâèñèò îò ýòî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå,

âûçâàííîå íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, è

íàêîïëåíèå ïðèìåñè îêàçûâàþò âçàèìíîå âëèÿíèå. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ íà-

êîïëåíèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà íà ðåøåíèå ìèêðîïîëÿðíîé çàäà÷è

(ò.å. äëÿ ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ ñâÿçàííîé çàäà÷è) áûëî áû íåîáõîäèìî ó÷åñòü,

÷òî ïðèìåñü èíèöèèðóåò íå òîëüêî äèëàòàöèîííîå ðàñøèðåíèå ìàòåðèàëà, íî
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òàêæå è âðàùåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû (çåðåí). Äàííîå èññëåäîâàíèå âûõîäèò çà

ðàìêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ðàçäåëå 2.4 ãëàâû 2 îáñóæäàëîñü, ÷òî íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ òåîðåòè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ìèêðîñòðóêòóðå ìàòåðè-

àëà ìîæíî îöåíèòü îòíîøåíèå õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà ê

ïàðàìåòðó àñèììåòðèè lb/N . Ïðè ýòîì, ñóäÿ ïî âñåìó, ïàðàìåòð àñèììåòðèè

ìåòàëëîâ N ≈ 1. Òåì íå ìåíåå, íåèçâåñòíûìè îñòàþòñÿ õàðàêòåðíàÿ äëèíà

äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ lt è ïîëÿðíîå ñîîòíîøåíèå ψ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ

îòñóòñòâóþò â ñïðàâî÷íèêàõ, è êîòîðûå íå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñðàâíåíèÿ

ïîëó÷åííîãî â ãëàâå 2 ðåøåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïðîàíàëè-

çèðóåì êà÷åñòâåííîå âëèÿíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà

äèôôóçèè.

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ìèêðîïîâîðîòîâ âîêðóã er ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü íåíó-

ëåâûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé îò ψ (ñì. ñîîòíîøåíèÿ

(3.2.36)). Â ðåçóëüòàòå, ïëîòíîñòü ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè è õèìè÷å-

ñêèé ïîòåíöèàë íå çàâèñÿò îò ïîëÿðíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

W = WMP =
λ

2

(
εzz +

∂ur
∂r

+
ur
r

)2

+ µ
(ur
r

)2
+ µ

(
∂ur
∂r

)2

+ µ(εzz)
2+

+
µ

2N 2

(
∂uz
∂r

)2

+ 2µl2b

[(
∂θφ
∂r

)2

+

(
θφ
r

)2
]
− 2µ

(
l2t − 2l2b

) θφ
r

∂θφ
∂r

− (3.2.42)

− (3λ+ 2µ)αtr

(
εzz +

∂ur
∂r

+
ur
r

)
c+

3

2
(3λ+ 2µ)α2c2;

trΣ = trΣMP =
λ

2

(
εzz + u′r +

ur
r

)2
+ µ

((ur
r

)2
+ (u′r)

2
+ (εzz)

2

)
−

−2 (3λ+ 2µ)α
(
εzz + u′r +

ur
r

)
c+

9

2
(3λ+ 2µ)α2c2+ (3.2.43)

+µ

(
3

2N 2
(u′z)

2
+ 2l2b

[(
θ′φ
)2

+

(
θφ
r

)2
]
− 2

(
l2t − 2l2b

) θφ
r
θ′φ

)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ψ íå âëèÿåò íà ïðîöåññ äèôôóçèè.

Â ãëàâå 2 áûëà ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ:

(
θφ
r

)2

<<
θφ
r
θ′φ <<

(
θ′φ
)2
.

Â ðåçóëüòàòå, ñëàãàåìûìè (θφ/r)
2, θ′φθφ/r â âûðàæåíèÿõ (3.2.42), (3.2.43) ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü, à çíà÷èò, õàðàêòåðíàÿ äëèíà äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ lt íå

âëèÿåò íà ïðîöåññ äèôôóçèè.

Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ lb è N ñ ó÷åòîì ýêñïîíåíöè-

àëüíîãî õàðàêòåðà óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî uz è θφ (ïîêàçàòåëü ýêñ-

ïîíåíòû ïðîïîðöèîíàëåí N/lb). Â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè (3.2.42) ïîÿâÿòñÿ

ñëàãàåìûå òèïà exp (−2N (r0 − r) /lb) /l
2
b . Òîãäà óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà N/lb

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îáëàñòè óáûâàíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè óïðóãîé äå-

ôîðìàöèè. Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå lb ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àáñîëþòíîãî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè íà ãðàíèöå (ïðè íåêîòîðîì îòíîñèòåëüíî áîëü-

øîì çíà÷åíèè õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà ýíåðãèÿ ñâîäèòñÿ

ê âûðàæåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè). Ïðè îïðåäåëå-

íèè æå ãðàäèåíòà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñëàãàåìûå óêàçàííîãî òèïà óìíî-

æàþòñÿ íà N/lb. Óâåëè÷åíèå äàííîãî îòíîøåíèÿ (êàê âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ

lb, òàê è âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ N) óâåëè÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ãðà-

äèåíòà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðè ýòîì óìåíüøàåò îáëàñòü åãî çàòóõàíèÿ.

Òàêîå ïîâåäåíèå äîëæíî ïðèâîäèòü ê áîëåå ðåçêîìó èçìåíåíèþ ïðîôèëÿ êîí-

öåíòðàöèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè.

3.2.3. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàññîóïðóãîñòè

â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2.37)�(3.2.41) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ñâÿçàí-

íîé, ïðè ðåøåíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå îòäåëüíî ïðè
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ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé (3.2.37)�(3.2.39) è (3.2.40)�(3.2.41). ×èñëåííûé ìå-

òîä äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2.40)�(3.2.41) îòíîñèòåëüíî uz (r), θφ

áûë ðàçðàáîòàí â ãëàâå 2; ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (3.2.37)�(3.2.39) îòíîñèòåëüíî c, εzz, ur áûë ðàçðàáîòàí â ðàçäåëå 3.1

íàñòîÿùåé ãëàâû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå òåð-

ìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà/êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñÿò îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(3.2.40)�(3.2.41).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âíîâü ââîäèòñÿ îäíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ri. Ðà-

äèàëüíûå è àêñèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ, ìèêðîïîâîðîò âîêðóã eφ, à òàêæå êîí-

öåíòðàöèÿ çàäàåòñÿ â óçëàõ ñåòêè; êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ñèëîâûõ è ìîìåíò-

íûõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå ïîòîê è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàäàþòñÿ â ÿ÷åé-

êàõ ñåòêè (èíòåðâàëàõ ìåæäó óçëàìè). Èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ ÷èñëåííàÿ ñõå-

ìà.

Äî ïåðâîãî øàãà ïî âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ óçëîâûå ïåðåìåííûå uzi è θφi

(ñì. ãëàâó 2). Ýòè ïåðåìåííûå íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Äàëåå â

íà÷àëå íîâîãî øàãà ïî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò Dn+1
i+1/2 è òåðìîäè-

íàìè÷åñêàÿ ñèëà F n+1
i+1/2. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè íîìåð íîâîãî øàãà ïî âðåìåíè

(n+ 1) áóäåò â äàëüíåéøåì îïóñêàòüñÿ.

Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D = D (W ) è òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîé ñèëû F = F
(
(trΣ)′

)
ñíà÷àëà íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü ïëîòíîñòü
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ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, çàäàåòñÿ â ÿ÷åéêàõ:

Wi+ 1
2
=
λ

2

(
εzz

n +
unri+1

− unri
∆ri

+
unri+1

+ unri
2ri+ 1

2

)2

+

+µ

(unri+1
+ unri

2ri+ 1
2

)2

+

(
unri+1

− unri
∆ri

)2

+ (εnzz)
2

+

+
µ

2N 2

(
unzi+1

− unzi
∆ri

)2

+ 2µl2b

(θnφi+1
− θnφi

∆ri

)2

+

(
θnφi+1

+ θnφi

2ri+ 1
2

)2
−

−2µ
(
l2t − 2l2b

) θnφi+1
+ θnφi

2ri+ 1
2

θnφi+1
− θnφi

∆ri
− (3.2.44)

− (3λ+ 2µ) ᾱtr

(
εnzz +

unri+1
− unri

∆ri
+
unri+1

+ unri
2ri+ 1

2

)
cni+1 + cni

2
+

3

2
(3λ+ 2µ) ᾱ2

(
cni+1 + cni

2

)2

.

Ãðàäèåíò òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fi+ 1
2
=

1

∆ri

Wi+1+ 1
2
−Wi− 1

2

2
. (3.2.45)

Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ïîî÷åðåäíî ïåðåìåííûå ci, εzz è uri (ñì. ðàçäåë 3.1).

3.2.4. Âëèÿíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

Ìîäåëèðóåòñÿ ïðîâåäåííûé â [47,137] ýêñïåðèìåíò ïî èñêóññòâåííîìó íà-

ñûùåíèþ ñòàíäàðòíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ ðàäèóñîì 4 ìì è äëèíîé 40

ìì, èçãîòîâëåííûõ èç àòìîñôåðîñòîéêîé ñòàëè 14ÕÃÍÄÖ (ìîëÿðíàÿ ìàññà

ñòàëè ñîñòàâëÿåò 0.056 êã/ìîëü, ïëîòíîñòü ρS = 7800 êã/ì3, ìîäóëü ñäâèãà

µ = 80 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3). Ñòàëüíûå îáðàçöû âûäåðæè-

âàëèñü â òå÷åíèå 96 ÷àñîâ â äåàýðèðîâàííîì âîäíîì ðàñòâîðå 5% ïî ìàññå

NaCl è 0.5 % ïî ìàññå CH3COOH (îïûò ïðîâîäèëè ïðè êîìíàòíîé òåìïå-

ðàòóðå). Â ïðîöåññå òåñòèðîâàíèÿ â ðàñòâîðå ñîçäàâàëàñü è ïîääåðæèâàëàñü
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êîíöåíòðàöèÿ 2500 ìã/ë H2S ìåòîäîì áàðáîòèðîâàíèÿ ãàçîîáðàçíûì ñåðîâî-

äîðîäîì. Ñîãëàñíî [137], 2500 ìã/ë ñåðîâîäîðîäà íà ãðàíèöå ñîîòâåòñòâóåò

êîíöåíòðàöèè 50 ìëí−1 ïî ìàññå; ìîëÿðíàÿ ìàññà âîäîðîäà ñîñòàâëÿåò 0.002

êã/ìîëü.

Èçìåðåíèÿ êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà (ïî ìàññå) îñóùåñòâëÿëèñü ñ ïîìîùüþ

ïðîìûøëåííîãî ìàññ-ñïåêòðîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà âîäîðîäà ÀÂ-1 [132],

ðàáîòà êîòîðîãî îñíîâàíà íà ìåòîäå âûñîêîòåìïåðàòóðíîé âàêóóìíîé ýêñ-

òðàêöèè. Ïåðåä èçìåðåíèåì êîíöåíòðàöèè íàñûùåííûå îáðàçöû ðàçðåçàëèñü

íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè, ñ òðåõ èç êîòîðûõ ñðåçàëèñü ñëîè òîëùèíîé ñî-

îòâåòñòâåííî 60, 110 è 210 ìêì. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà

â îáðàçöàõ ñ èñõîäíîé òîëùèíîé è ñ óäàëåííûìè ïîâåðõíîñòíûìè ñëîÿìè,

èçìåðåííûå â [47,137], ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 3.1.

Òàáëèöà 3.1. Êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà ïî ìàññå
Ðàäèóñ îáðàçöà, ìì ctotal, ìëí

−1 cppm, ìëí
−1

4.00 1.090 0.620
3.94 0.610 0.140
3.89 0.471 0.001
3.79 0.475 0.005

Èçâåñòíî, ÷òî íåíàñûùåííûå èñêóññòâåííî (èëè â àãðåññèâíîé ñðåäå) èç-

äåëèÿ ñîäåðæàò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé �èñõîäíûé� âîäîðîä, èñòî÷íèêà-

ìè êîòîðîãî â ìåòàëëàõ ÿâëÿþòñÿ âîäîðîäîñîäåðæàùèå ñðåäû (âîäà, ìàñëî),

èñïîëüçóåìûå â ïðîèçâîäñòâå ìåòàëëîâ, à òàêæå âîçäóøíàÿ àòìîñôåðà. Ñî-

ãëàñíî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì âî âòîðîì ñòîëáöå Òàáëèöû 3.1, îáùåå êîëè-

÷åñòâî âîäîðîäà ctotal, èçâëåêàåìîå èç ÷àñòåé öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà ñ óäà-

ëåííûìè ñëîÿìè òîëùèíîé 110 ìêì (R = 3.89 ìì) è 210 ìêì (R = 3.79 ìì),

ïî÷òè îäèíàêîâî. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïîëîæèì �èñõîäíóþ� ìàññîâóþ êîí-

öåíòðàöèþ âîäîðîäà ðàâíîé 0.470 ìëí−1. Òîãäà êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà, ïðî-

íèêøåãî â ìàòåðèàë íåïîñðåäñòâåííî ïðè èñêóññòâåííîì íàñûùåíèè, îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê5 cppm = ctotal − 0.470; ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå ïðåäñòàâëåíû
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â ïîñëåäíåì ñòîëáöå Òàáëèöû 3.1. Ñîãëàñíî ýòèì äàííûì, ñëîé òîëùèíîé

110 ìêì ñîäåðæèò âåñü âîäîðîä (mH/mS = 0.62 ìëí−1, mH = 0.0097 ìã), à

ñëîé òîëùèíîé 60 ìêì ñîäåðæèò îêîëî 77% ýòîãî êîëè÷åñòâà (mH/mS = 0.48

ìëí−1, mH = 0.0075 ìã). Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå âîäîðîäà ïî ñëîþ 60 ìêì

íåèçâåñòíî èç ýêñïåðèìåíòà.

Îñíîâûâàÿñü íà èçëîæåííûõ ðàíåå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äîâîäàõ,

ïîëîæèì ïàðàìåòð àñèììåòðèè N = 0.99, õàðàêòåðíóþ äëèíó äëÿ äåôîðìà-

öèè èçãèáà lb = 6 ìêì è lb = 13 ìêì. Õàðàêòåðíàÿ äëèíà äëÿ äåôîðìàöèè

êðó÷åíèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì 0 ≤ l2t ≤ 4l2b (−β3 ≤ β2 ≤ β3),

÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîëîæèòåëüíîñòü ïëîòíîñòè ýíåðãèè óïðóãîé äåôîð-

ìàöèè. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïðîâåäåííîìó â ðàçäåëå 3.2.2 àíàëèçó, çíà÷åíèå

õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè êðó÷åíèÿ íå îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîãî

âëèÿíèÿ íà êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü, ïîëîæèì lt = 2lb (β2 = β3). Ðàñïðå-

äåëåííûé ìîìåíò íà ãðàíèöå ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì M0 = −100 êÏà·ì.

Äåôîðìàöèÿ íàñûùàåìîãî ìàòåðèàëà, âûçâàííàÿ íàêîïëåíèåì âîäîðîäà,

ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåëè÷èíó êî-

ýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïðèìåì äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè ᾱ = 1.5e− 6. Â ñïðàâî÷íèêàõ è â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåí øèðîêèé

äèàïàçîí çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè âîäîðîäà â ñòàëè. Ïðè ýòîì îí

çàâèñèò îò ýíåðãèè ñâÿçè âîäîðîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Àððåíèóñà [39],

êîòîðûé íå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíî â ïðåäëîæåííóþ â äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòå ìîäåëü. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè D0 = 5e − 16 ì2/c. Îáðàòèì âíè-

ìàíèå íà òî, ÷òî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è êîýô-

ôèöèåíòà ëèíåéíîãî êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ íà êîíöåíòðàöèîííûå

ïðîôèëè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç çàäà÷ ðàáîòû.

Ïðåäñòàâëåííûå íà Ðèñ. 3.7 êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïîñòðîåíû íà

îñíîâàíèè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1) Çàäà÷à äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
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ñòîÿíèÿ ÷åðåç õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, îïðåäåëåííûé â ðàìêàõ ìèêðîïî-

ëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè (µS = µmicropolar
S ).

2) Çàäà÷à äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ÷åðåç õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, îïðåäåëåííûé â ðàìêàõ êëàññè÷å-

ñêîé òåîðèè óïðóãîñòè (µS = µclassical
S ).

3) Çàäà÷à äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ÷åðåç çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïëîòíîñòè ýíåð-

ãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè ìèêðîïîëÿðíîé ñðåäû (D = D
(
Wmicropolar

)
).

4) Çàäà÷à äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ÷åðåç çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïëîòíîñòè ýíåð-

ãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè êëàññè÷åñêîé ñðåäû (D = D
(
W classical

)
).

5) Çàäà÷à äèôôóçèè áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ: ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì çàêîíîì Ôè-

êà (µS = 0, D = D0).

Ïðîôèëè (ïðè lb = 13 ìêì) îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷åðåç

96 ÷àñîâ íàñûùåíèÿ.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ òîëùèíà íàñûùåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî

ñëîÿ ìåíüøå 60 ìêì, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ñðàâ-

íåíèå êîíöåíòðàöèîííûõ ïðîôèëåé, ïîñòðîåííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 1�4, ñ

êîíöåíòðàöèîííûì ïðîôèëåì, ïîñòðîåííûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 5, ïîçâîëÿ-

åò îöåíèòü âëèÿíèå âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íà êîíöåíòðàöèþ

äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà. Âèäíî, ÷òî ó÷åò òàêîãî âëèÿíèÿ ïðèâîäèò ê

áîëüøåé íàñûùàåìîñòè ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ê áîëüøåìó

ëîêàëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè. Ïðè ýòîì ó÷åò çàâèñèìîñòè êîýôôè-

öèåíòà äèôôóçèè îò ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè êëàññè÷åñêîé ñðåäû (çà-

äà÷à 4) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ
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Ðèñ. 3.7. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ÷åðåç 96 ÷àñîâ íàñûùåíèÿ; lb = 13 ìêì

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íà ïðîöåññ äèôôóçèè (çàäà÷à 5), ââèäó ìàëîñòè

ýíåðãèè. Ñðàâíåíèå êîíöåíòðàöèîííûõ ïðîôèëåé, ïîñòðîåííûõ ïðè ðåøåíèè

çàäà÷ 1 è 2, à òàêæå 3 è 4 ïîçâîëÿåò îöåíèòü âêëàä ìîìåíòíûõ âçàèìîäåé-

ñòâèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû íà ñîäåðæàíèå è ðàñïðåäåëåíèå äèôôóíäèðó-

þùåãî âåùåñòâà. Âèäíî, ÷òî ïðè îáîèõ ñïîñîáàõ ó÷åòà âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïðîöåññ äèôôóçèè (÷åðåç äîïîëíèòåëüíóþ

òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ãðàäèåíòó õèìè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà è ÷åðåç çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ýíåðãåòè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê ñèñòåìû), ó÷åò ìîìåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé óâåëè÷èâàåò íàñû-

ùàåìîñòü ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, ëîêàëüíóþ êîíöåí-

òðàöèþ ïðèìåñè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îñîáåííîñòü êîíöåíòðàöèîííîãî ïðîôèëÿ, ïîñòðî-

åííîãî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1: íàëè÷èå �ãîðáà�, âûçâàííîãî òåì, ÷òî îòíîñè-

òåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà (êîíöåíòðàöèÿ, îòíåñåííàÿ ê êîíöåíòðàöèè,

ïîääåðæèâàåìîé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ãðàíèöû. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè îáúÿñ-

íÿåòñÿ òåì, ÷òî äèôôóçèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè îáóñëîâëåíà äâóìÿ ïðè÷èíà-
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ìè: ãðàäèåíòîì êîíöåíòðàöèè è ãðàäèåíòîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ãðàäè-

åíò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî

âáëèçè ãðàíèöû èç-çà ðåçêîãî óìåíüøåíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, âû-

çâàííûõ ðàñïðåäåëåííûì ìîìåíòîì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Â ðåçóëüòàòå,

âëèÿíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèëû ïðåâàëèðóåò íàä âëèÿ-

íèåì ïåðåïàäà êîíöåíòðàöèè, è ïðèìåñü äèôôóíäèðóåò â îáëàñòè ñ ìåíüøèì

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì, äàæå êîãäà êîíöåíòðàöèÿ â ýòîé

îáëàñòè áîëüøå. Â èòîãå ïðèïîâåðõíîñòíàÿ îáëàñòü íàñûùàåòñÿ âñå áîëüøå

è áîëüøå â ïðîöåññå äèôôóçèè. Âåðîÿòíî, íà ïðàêòèêå âîäîðîä áóäåò ñòðå-

ìèòñÿ íå âãëóáü ìàòåðèàëà â îáëàñòü ñ ìåíåå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûì

ñîñòîÿíèåì, à íàðóæó. Ó÷åò òàêîãî ïîâåäåíèÿ òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-

íèé è âûõîäèò çà ðàìêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ïðè ýòîì îáíàðóæåííûé

ýôôåêò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîçâîëÿåò îïèñàòü íàáëþäàåìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî

ÿâëåíèå � íàëè÷èå îáðàçîâàííûõ âîäîðîäîì ìèêðîòðåùèí âáëèçè ïîâåðõíî-

ñòè íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò íåå, ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ áëèñòåðîâ íà

ïîâåðõíîñòè [57,59]. Ïîìèìî ýòîãî, â íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ

ïîêàçàíî, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîæåò ïðèíèìàòü ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå íå íåïîñðåäñòâåííî íà ãðàíèöå, à âáëèçè íåå [113,171].

Â Òàáëèöå 3.2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìàññû âîäîðîäà mH è ñðåäíåå ïî ïî-

âåðõíîñòíîìó ñëîþ òîëùèíîé 60 ìêì çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ⟨c⟩hExp, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðàññìîòðåííûì ìîäåëÿì (ïîñêîëüêó çàäà÷è 4 è 5 ïðèâîäÿò ê

ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâåííûì ðåçóëüòàòàì, ðåçóëüòàòû çàäà÷è 4

îòäåëüíî íå ïðèâîäÿòñÿ è ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ðàâíûìè ðåçóëüòàòàì çàäà÷è 5).

Äàííûå çíà÷åíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

mH = 2πL

∫ r0

0

ρHrdr = 2πLρS

∫ r0

0

crdr, ãäå c =
ρH
ρS
, (3.2.46)

⟨c⟩ = 2

r20 −R2
∗

∫ r0

0

crdr =
1

r20 −R2
∗

mH

πLρS
, (3.2.47)
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ãäå r0 − R∗ � òîëùèíà ñëîÿ, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ îñðåäíåíèå (â äàííîì

ñëó÷àå r0 −R∗ = 60 ìêì).

Òàáëèöà 3.2. Ìàññà âîäîðîäàmH è ñðåäíÿÿ ïî 60 ìêì êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà
Ìîäåëü mH , ìã ⟨c⟩hExp, ìëí

−1

µS = µmicropolar
S 0.0100 21

µS = µclassical
S 0.0075 16

D = D
(
Wmicropolar

)
0.0069 15

µS = 0, D = D0 0.0060 13

Âèäíî, ÷òî âñå ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-

âàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòàì, óäîâëåòâîðÿþùèì ýêñïåðèìåí-

òàëüíûì äàííûì (èçìåðåííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ìàññà âîäîðîäà â ñëîå òîë-

ùèíîé 60 ìêì ñîñòàâëÿåò 0.0075 ìã, îáùàÿ ìàññà âîäîðîäà � 0.0097 ìã; ñðåä-

íÿÿ ïî 60 ìêì êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà ñîñòàâëÿåò 16 ppm). Îòìåòèì, ÷òî èñ-

ïîëüçîâàíèå ìîäåëè ñ µS = µmicropolar
S ïðèâîäèò ê çàâûøåííûì ïî ñðàâíåíèþ

ñ ýêñïåðèìåíòîì äàííûì. Â òî æå âðåìÿ, òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñàòü

ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè, êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ êðèòè÷åñêèì.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ìîäåëè íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ, à òàêæå áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå íåêëàññè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Â îñíîâó ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ïîëîæåíû ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû âëè-

ÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïðîöåññ äèôôóçèè. Â ðå-

çóëüòàòå, ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè èìååò ðàçëè÷íûé õàðàêòåð.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ êà÷åñòâåííûõ ðàçëè÷èé ìåæäó ìîäåëÿìè ñðàâíèì

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè îäíîì è òîì æå ñóììàðíîì êîëè÷åñòâå âîäî-

ðîäà, êîòîðîå ïðèìåì ðàâíûì ýêñïåðèìåíòàëüíîìó çíà÷åíèþ ïî ñëîþ â 60

ìêì (mS = 0.0075 ìã). Òàêàÿ íàñûùàåìîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè

ðàçíûõ ìîäåëåé çà ðàçíîå âðåìÿ. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.8. Ïðè ýòîì

äëÿ áîëåå ïîëíîöåííîãî àíàëèçà ìîäåëåé ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíû ïðè èñïîëü-

çîâàíèè äâóõ çíà÷åíèé õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà, îïðåäå-

ëåííûõ â ãëàâå 2: lb = 6 ìêì è lb = 13 ìêì. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
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âðåìåíè íàñûùàåìîñòè (Tlim), òîëùèíû íàñûùåííîãî ñëîÿ (hTheory) è ñðåäíåé

ïî òîëùèíå íàñûùåííîãî ñëîÿ êîíöåíòðàöèè ⟨c⟩hTheory ïðèâåäåíû â Òàáëè-

öå 3.3. Âíîâü, ïîñêîëüêó çàäà÷è 4 è 5 ïðèâîäÿò ê ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûì

êîëè÷åñòâåííûì ðåçóëüòàòàì, ðåçóëüòàòû çàäà÷è 4 îòäåëüíî íå ïðèâîäÿòñÿ è

ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ðàâíûìè ðåçóëüòàòàì çàäà÷è 5.

Ðèñ. 3.8. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïðè îäèíàêîâîì çíà÷åíèè êîíöåíòðà-
öèè âîäîðîäà (mH = 0.0075 ìã) ïðè lb = 13 ìêì (ñëåâà) è lb = 6 ìêì (ñïðàâà)

Òàáëèöà 3.3. Ìàññà âîäîðîäàmH è ñðåäíÿÿ ïî 60 ìêì êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà
Ìîäåëü Tlim, ÷ hTheory, ìêì ⟨c⟩hTheory, ìëí−1

µS = 0, D = D0 161 58 33
µS = µclassical

S 96 49 39
lb = 13 ìêì

µS = µmicropolar
S 53 39 49

D = D
(
Wmicropolar

)
116 53 36
lb = 6 ìêì

µS = µmicropolar
S 2 22 85

D = D
(
Wmicropolar

)
91 50 38

Ïðè ìåíüøåì çíà÷åíèè õàðàêòåðíîé äëèíû äëÿ äåôîðìàöèè èçãèáà âðå-

ìÿ íàñûùàåìîñòè ìàòåðèàëà äî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ìåíüøå, ïðè ýòîì ðàçìåð

íàñûùåííîé îáëàñòè ìåíüøå, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøåìó ëîêàëüíîìó óâåëè-

÷åíèþ êîíöåíòðàöèè.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìîäåëÿìè:
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1) Ìîäåëü äèôôóçèè, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêîãî çàêîíà Ôè-

êà (÷åðíàÿ òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ) ïðèâîäèò ê çàäàííîé íàñûùàåìîñòè ìàòåðè-

àëà çà áîëåå äëèòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ÷åì ìîäåëè äèôôóçèè,

ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òîë-

ùèíà íàñûùåííîãî ñëîÿ ïðè ýòîì áîëüøå, à ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîí-

öåíòðàöèè � ìåíüøå.

2) Ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ìîìåíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðå-

äû (êðàñíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ è ñèíÿÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), âñåãäà ïðèâî-

äÿò ê áîëüøåìó ëîêàëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè íåïîñðåäñòâåííî

ó áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, ÷åì êëàññè÷åñêèå ìîäåëè (ïðè ñðàâíåíèè ìîäå-

ëåé ñ D = D
(
Wmicropolar

)
è ñ µS = µclassical

S áîëüøåå ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå

êîíöåíòðàöèè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ïðåäåëàõ áóêâàëüíî íåñêîëüêèõ ìèê-

ðîí).

3) Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìîäåëåé, ìîäåëü ñ µS = µmicropolar
S ìîæåò ïðèâîäèòü ê

ïîÿâëåíèþ �ãîðáà� íà êîíöåíòðàöèîííîì ïðîôèëå, ïðè êîòîðîì êîíöåí-

òðàöèÿ, íîðìèðîâàííàÿ íà çíà÷åíèå íà ãðàíèöå, ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî

ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè.

4) Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìîäåëåé, ìîäåëü ñ D = D
(
Wmicropolar

)
ìîæåò ïðè-

âîäèòü ê ïîÿâëåíèþ �ñòóïåíüêè� íà êîíöåíòðàöèîííîì ïðîôèëå, ïðè êî-

òîðîé êîíöåíòðàöèÿ íå ìåíÿåòñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè â îáëàñòè ðàçìåðîì

ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè è ïðèíèìàåò ìàêñèìàëü-

íîå çíà÷åíèå (c/c0 = 1).

Îáñóäèì ïîäðîáíåå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ ôàêòîðàìè, âëè-

ÿþùèìè íà ïðîöåññ äèôôóçèè: íàêîïëåíèåì âîäîðîäà â ìàòåðèàëå è ðàñïðå-

äåëåííûì ìîìåíòîì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Íàêîïëåíèå âîäîðîäà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñîáñòâåííûõ äåôîðìàöèé è
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âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå, íàñûùåííàÿ îáëàñòü ìàòåðèàëà èñïû-

òûâàåò ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ, à îïðåäåëÿåìàÿ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ òåð-

ìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ïðîòàëêèâàåò ïðèìåñü â ðàñòÿíóòóþ îáëàñòü. Âëèÿíèå

âîäîðîäà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî êîíöåíòðàöèîí-

íîãî ðàñøèðåíèÿ: óìåíüøåíèå ᾱ óìåíüøàåò âëèÿíèå ïðèìåñè íà íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà è, ñîîòâåòñòâåííî, íà äîïîëíèòåëü-

íóþ òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé ñ

ãðàäèåíòîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, îïðåäåëåííîãî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè, à òàêæå ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëè ñ D = D
(
W classical

)
óìåíüøåíèå

ᾱ áóäåò ïðèâîäèòü ê ìåíüøåé íàñûùàåìîñòè ìàòåðèàëà (ïðè α = 0 ìîäåëè

ñîâïàäóò ñ ìîäåëüþ, îñíîâàííîé íà ïðèìåíåíèè êëàññè÷åñêîãî çàêîíà Ôèêà).

Ìîäåëü ñ D
(
Wmicropolar

)
ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ᾱ â äèàïàçîíå

0�1.5e − 6, ïîñêîëüêó àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè óïðóãîé äå-

ôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ìèêðîïîëÿðíûì ðåøåíèåì, à íå ðåøå-

íèåì çàäà÷è ìàññîóïðóãîñòè (ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç ñðàâíåíèÿ ïðîôèëåé,

ïîñòðîåííûõ ïðè D
(
Wmicropolar

)
, D

(
W classical

)
è D = D0).

Èññëåäóåì ìîäåëü ñ µS = µmicropolar
S , â êîòîðîé, â îòëè÷èå îò ìîäåëè ñ

µS = µclassical
S , äîïîëíèòåëüíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà âûçâàíà êàê èíèöè-

èðîâàííûì âîäîðîäîì äàâëåíèåì, òàê è ðåøåíèåì ìèêðîïîëÿðíîé çàäà÷è ïðè

çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà, à ïîòîìó èìåííî

ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïðè÷èíàìè.

Íà Ðèñ. 3.9 ïðåäñòàâëåíû êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè, ïîñòðîåííûå íà

áàçå ìîäåëè ñ µS = µmicropolar
S ïðè ᾱ = 0 è ᾱ=1.5e − 6; lb = 13 ìêì. Ãðàôè-

êè ïîñòðîåíû ïðè îäèíàêîâîì çíà÷åíèè ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà

(mH = 0.0075 ìã). Âèäíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âëèÿíèÿ âîäîðîäà íà íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëà êîíöåíòðàöèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ

â îáëàñòè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ ñäâèãîâûìè äåôîðìàöèÿìè è êàñàòåëüíûìè

íàïðÿæåíèÿìè, âûçâàííûìè íàëè÷èåì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåí-
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íîãî ìîìåíòà. Â ðåçóëüòàòå óâåëè÷èâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè

íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Ó÷åò æå âëèÿíèÿ âîäîðîäà ïðèâîäèò

ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ íàïðÿæåíèé è óìåíüøàåò ãðàäèåíò õèìè÷åñêîãî ïî-

òåíöèàëà íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè ïîâåðõíîñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàáëþäàåò-

ñÿ ìåíüøàÿ ðàçíèöà â êîíöåíòðàöèè ìåæäó ñîñåäíèìè îáëàñòÿìè. Ñîîòâåò-

ñòâåííî, íàñûùàåòñÿ áîëüøèé ñëîé, à ëîêàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ óìåíüøàåòñÿ.

Ðèñ. 3.9. Âëèÿíèå íàêîïëåíèÿ ïðèìåñè íà êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü;mH =
0.0075 ìã, lb = 13 ìêì

Âëèÿíèå ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà íà êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè ïîêà-

çàíî íà Ðèñ. 3.10. Ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ìèêðîïî-

ëÿðíîé òåîðèè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ M0 ïðè îäíîé è òîé æå ñóììàðíîé

êîíöåíòðàöèè (mH = 0.0075 vu). Âèäíî, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ó÷å-

òà âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïðîöåññ äèôôóçèè

óâåëè÷åíèå M0 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ëîêàëüíîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè.

Â çàâåðøåíèå ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ïàðàìåòðà àñèììåòðèè íà êîíöåí-

òðàöèîííûå ïðîôèëè, ïîñòðîåííûå â ðàìêàõ ìîäåëåé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå lb = 13 ìêì â ìîäåëè ñ µS = µmicropolar
S è lb = 6 ìêì â

ìîäåëè ñ D = D
(
Wmicropolar

)
. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ÷åðåç 96 ÷àñîâ íàñû-

ùåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 3.11.

Âèäíî êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàì-
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Ðèñ. 3.10. Âëèÿíèå ðàñïðåäåëåííîãî ìîìåíòà íà êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü:
µS = µmicropolar

S (ñëåâà), D
(
Wmicropolar

)
(ñïðàâà); mH = 0.0075 ìã, lb = 13 ìêì

Ðèñ. 3.11. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà àñèììåòðèè íà êîíöåíòðàöèîííûé ïðîôèëü:
µS = µmicropolar

S (ñëåâà), D
(
Wmicropolar

)
(ñïðàâà)

êàõ ðàçíûõ ìîäåëåé. Òàê, â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè

îò ýíåðãèè óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà àñèììåòðèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàç-

ìåðîâ íàñûùàåìîé îáëàñòè, ÷òî ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì îáëàñòè óáûâàíèÿ

ïëîòíîñòè ýíåðãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè. Ïðè ýòîì ïðè ðàññìîòðåíèè äîïîë-

íèòåëüíîãî ïîòîêà, èíèöèèðîâàííîãî ãðàäèåíòîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà,

ìàêñèìàëüíàÿ íàñûùàåìîñòü ìàòåðèàëà óìåíüøàåòñÿ è íàáëþäàåòñÿ ìåíåå

ðåçêèé ïåðåïàä êîíöåíòðàöèè â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè.
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3.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

� Ðàçðàáîòàíû ìîäåëè äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìèêðî-

ñòðóêòóðû äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíèêè è â

ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.

� Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñâÿçàííîé çàäà-

÷è îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëèííîãî

öèëèíäðà è ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà ñ ó÷åòîì íåîä-

íîðîäíîé ìèêðîñòðóêòóðû òâåðäîãî òåëà.

� Ðåøåíà çàäà÷à ìàññîóïðóãîñòè äëÿ äëèííîãî öèëèíäðà â ðàìêàõ ìèêðî-

ïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè çàäàíèè íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðå-

äåëåííîãî ìîìåíòà, ìîäåëèðóþùåãî âçàèìîäåéñòâèå çåðåí.

� Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ïîð ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó ëîêàëüíîìó

óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â óïðóãîì ìàòå-

ðèàëå. Ïðè ýòîì âàæåí ó÷åò ñåãðåãàöèè, ôîðìû è îðèåíòàöèè ïîð.

� Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèôôóçèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè âàæ-

íî ó÷èòûâàòü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî

ñëîÿ, âûçâàííîå ìîìåíòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû,

êîòîðîå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ëîêàëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîí-

öåíòðàöèè.

� Îïèñàí ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðè íàñûùåíèè ñòàëåé âîäîðîäîì. Ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óäîâëåòâîðÿþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì êà÷å-

ñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî.

174



Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàçâèòû ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, èíòåãðàëüíûì îáðà-

çîì ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå ìèêðîñòðóêòóðû äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà

è ïðîèñõîäÿùèõ íà ìåçîóðîâíå ïðîöåññîâ íà ìàññîïåðåíîñ. Ïðîâåäåí àíàëèç

âëèÿíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû íà òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà,

êàê êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è ñâÿçàííûå ñ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûì

ñîñòîÿíèåì ìàòåðèàëà òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñèëû, ïðèâîäÿùèå ê âîçíèêíîâå-

íèþ äîïîëíèòåëüíûõ ïîòîêîâ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

� Ìåòîäû ãîìîãåíèçàöèè îáîáùåíû äëÿ ó÷åòà ñåãðåãàöèè ïðè îïðåäåëåíèè

ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êîìïîçèòà, ñîñòîÿùåãî èç èçî-

òðîïíîé ìàòðèöû è èçîòðîïíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ñ çàäàííûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì ïî îðèåíòàöèÿì.

� Îïðåäåëåíû ýôôåêòèâíûå äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà òðàíñâåðñàëüíî-èçî-

òðîïíîãî ïîðèñòîãî ìàòåðèàëà, àíèçîòðîïèÿ êîòîðîãî îáóñëîâëåíà ôîð-

ìîé è îðèåíòàöèåé ïîð, ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñåãðåãàöèè. Ïîëó÷åíà è ïðî-

àíàëèçèðîâàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè îò

ïàðàìåòðà ñåãðåãàöèè, îáúåìíîé äîëè ïîð, èõ ôîðìû è ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

îðèåíòàöèÿì.

� Äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçàííûõ ñî ñòðóêòóðíûìè îñîáåííîñòÿìè ìàòåðèàëà ïî-

âåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàí-

íûé íà îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ðàìêàõ
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ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîâåäåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ îïè-

ñàíî íà ïðèìåðå äëèííîãî öèëèíäðà.

� Ðàçðàáîòàíû ìîäåëè äèôôóçèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé ìèêðî-

ñòðóêòóðû äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíèêè è â

ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ íåîäíîðîäíîé

ìèêðîñòðóêòóðû íà ðàñïðåäåëåíèå äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, ïîçâî-

ëÿþùèé îïèñàòü ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè.

� Ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûõ

ñâÿçàííûõ çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ äëèííîãî öèëèíäðà è ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà ñ

ó÷åòîì ìèêðîñòðóêòóðû òâåðäîãî òåëà â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíèêè è â ðàì-

êàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè.

� Ðàçðàáîòàí ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïðè äèôôó-

çèè âîäîðîäà â ñòàëÿõ, îñíîâàííûé íà ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ çåðåí ïî-

ñðåäñòâîì ìîìåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ÷àñòèöàìè ìèêðîïîëÿðíîé

óïðóãîé ñðåäû.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ìèêðîñòðóêòóðû ðåàëèçîâàí â ðàìêàõ ìèêðîìåõàíè-

êè è â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè. Ïðèìåíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ ïîçâîëèëî

îïèñàòü ðÿä ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè äèôôóçèè â ìàòåðèàëå ñî ñëîæ-

íîé ñòðóêòóðîé. Â ÷àñòíîñòè, îïèñàíî ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè â

îáëàñòÿõ ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîð, à òàêæå ëîêàëü-

íîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå. Ïðè äèôôóçèè âîäîðîäà

òàêîå ëîêàëüíîå óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðåæäåâðåìåí-

íîìó âûõîäó èç ñòðîÿ ãîòîâîé ïðîäóêöèè, à ïîòîìó êîððåêòíîå ïðåäñêàçà-

íèå ðàñïðåäåëåíèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â òâåðäîì òåëå ñî ñëîæíîé

ñòðóêòóðîé ïîçâîëèò â ïåðñïåêòèâå ïðåäñêàçàòü ñðîêè ñëóæáû èçäåëèé è
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êîíñòðóêöèé, ýêñïëóàòèðóåìûõ â àãðåññèâíûõ ñðåäàõ, è ñíèçèòü ðèñêè âîç-

íèêíîâåíèÿ àâàðèé.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå âûâîäû. Âî-

ïåðâûõ, ïðè îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè ãåòåðîãåí-

íûõ ìàòåðèàëîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýôôåêò ñåãðåãàöèè, ïîñêîëüêó óâå-

ëè÷åíèå ñêà÷êà êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç êîìïîçèòà ïðèâîäèò

ê èçìåíåíèþ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà äèôôóçèè. Âî-âòîðûõ, ïðè îöåíêå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ïîðèñòîì ìàòåðèàëå íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü ïàðàìåòð ñåãðåãàöèè, îïðåäåëÿþùèé ñêà÷îê êîíöåíòðàöèè íà ãðà-

íèöå ðàçäåëà ôàç, îáúåìíóþ äîëþ, ôîðìó è îðèåíòàöèþ ïîð â ìàòðèöå.

Íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîð, êîòîðîå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ, â ÷àñòíîñòè,

â ïîëèêðèñòàëëàõ ñ ìèêðîòðåùèíàìè, ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ëî-

êàëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè. Â-òðåòüèõ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèôôó-

çèè âáëèçè ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè

â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå, ñâÿçàííûå ñ âçàèìîäåéñòâèåì ñòðóêòóðíûõ íåîäíî-

ðîäíîñòåé, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâîäèò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê ñóùåñòâåííîìó ëî-

êàëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè â ýòîé îáëàñòè. Âçàèìîäåéñòâèå ñòðóê-

òóðíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ìîæåò óñïåøíî ìîäåëèðîâàòüñÿ ìîìåíòíûìè âçà-

èìîäåéñòâèÿìè ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû íà ìàêðîóðîâíå. Â ÷àñòíîñòè, ìî-

äåëèðîâàíèå ïðîöåññà äèôôóçèè â ïîëèêðèñòàëëàõ ñ ó÷åòîì íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëåííîãî â ðàìêàõ ìèêðîïîëÿðíîé òåî-

ðèè, ïîçâîëÿåò îïèñàòü íàáëþäàåìûé ýêñïåðèìåíòàëüíî è íå îïèñàííûé èç-

âåñòíûìè ìîäåëÿìè ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðè íàñûùåíèè ñòàëüíûõ èçäå-

ëèé âîäîðîäîì.
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