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Общая характеристика работы

Материалы со сложной неоднородной структурой широко используются в

различных отраслях промышленности. Выбор конструкторов в их пользу

связан с более эффективной возможностью решать поставленные перед ними

задачи. Например, при использовании жаропрочного титана в турбореактив-

ных двигателях пористость такого материала позволяет получить необходи-

мые прочностные характеристики при повышенных температурных воздей-

ствиях.Широкое применение получили композиционные материалы, которые

имеют ряд существенных преимуществ и позволяют варьировать необходи-

мым образом прочностные характеристики создаваемого нового изделия при

существенном снижении массы. Более того, можно сказать, что в инженерной

практике, на протяжении всей своей истории, широко использовались раз-

личные материалы со сложной внутренней структурой в качестве конструк-

ционных, к которым относятся бетоны, керамики, чугун, грунты, скальные

породы, сыпучие среды и многие другие.

Актуальность

На практике, при проектировании нового изделия всегда встает вопрос

предельного состояния разрабатываемой конструкции. При этом всегда есть

желание проверить прочностные характеристики нового проектируемого эле-

мента и конструкции в целом путем эксперимента, но такой путь весьма за-

тратен, не гарантирует проверку всех возможных ситуаций и с очень боль-

шой долей вероятности может не привести к желаемым результатам, а во

многих случаях не осуществим. Такая ситуация заставляет инженеров и на-

учных специалистов искать пути и возможности для моделирования, анализа

и предсказания прочности создаваемого изделия.

В настоящее время накоплен большой опыт работы с численными мето-

дами анализа прочности, что позволяет проводить расчеты объектов произ-

вольной геометрии и учитывать практически все факторы воздействия на

конструкцию. Основной вопрос возникает при выборе методики для такого

анализа или создании какой-либо новой для конкретного материала. Ситу-
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ация усложняется, если такой материал является новым и известны лишь

частично его характеристики.

В концентрированном виде ответ на этот вопрос дает создание специаль-

ной математической модели для такого материала, которая включает в се-

бя определяющие соотношения, сформулированные в виде связи между на-

пряжениями и деформациями, а также другие возможные зависимости па-

раметров материала от различных физических полей. Введение такой мо-

дели практически полностью формализует все вопросы проектирования, от

необходимой экспериментальной программы для используемого материала,

до возможностей предсказания прочности проектируемого изделия в целом.

Введение такой формализации приводит к возможности оптимизации кон-

струкций на более высоком уровне, что в свою очередь, дает возможность

получения более достоверных сведений относительно максимального потен-

циала от использования конкретного материала и повышает конкурентные

преимущества создаваемых изделий.

С другой стороны, такая формализация существенным образом повышает

безопасность эксплуатации конструкций. Даже в изделиях, где в процесс про-

ектирования входит большое количество испытаний, все равно невозможно

проконтролировать все элементы и области конструкции, потому что любые

испытания, как правило, дают только интегральные прочностные показате-

ли.

Целью работы является, как раз, изучение и выработка подходов к мо-

делированию деформирования и созданию определяющих соотношений для

материалов со сложной внутренней структурой. Причем рассматривается вся

последовательность стадий деформирования от упругого поведения до пол-

ного разрушения материала.

Научная новизна работы

В работе показан возможный подход к анализу пластического деформи-

рования сред, в которых проявляется эффект дилатансии, присущий, по-

видимому, всем материалам со сложной неоднородной структурой. Решены

конкретные задачи предельного состояния тел из таких материалов.
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Показаны возможные расширения описанной модели пластического де-

формирования. На основе одного из таких расширений предложена модель

пластичности, учитывающая скоростное упрочнение. Для примера построе-

на модель пластичности для титанового сплава ВТ6 и проведен сравнитель-

ный анализ теоретических результатов с экспериментальными данными. На

примере другого расширения предложена анизотропная модель пластично-

сти для металлических сплавов, полученных методом прокатки или, в общем

случае, методом обработки давлением.

На основе подхода, учитывающего пластическую дилатансию, предложе-

на методика анализа прочности композиционного материала в технологиче-

ском процессе изготовления. Такая методика позволяет оценить прочност-

ные характеристики материала в финальном изделии на основе моделирова-

ния укладки армирующих элементов и истории температурного воздействия.

Проанализирована прочность и вид напряженного состояния матрицы ком-

позита при трансверсальном нагружении.

Предложены модели нелинейной упругости для слоистого композита, учи-

тывающие различную жесткость материала в зависимости от типа нагруз-

ки совместно с эффектом снижения сдвиговой жесткости при росте величин

сдвиговой деформации.

Сформулирован ряд предположений, позволяющий выстроить подход к

моделированию разрушения слоистого композита. Предложенный подход

проиллюстрирован на примере построения теории, в которой в качестве вход-

ных параметров используются только стандартные инженерные характери-

стики материала, что не требует проведения сложной экспериментальной

программы.

На примере задачи о разрушении композитной пластины с круговым вы-

резом в условиях сжатия, проведено сравнение подходов, основанных на ли-

нейной модели упругости и модели, учитывающей сдвиговую нелинейность

свойств и поврежденность материала. Было продемонстрировано различие в

областях повреждения материала, предсказанных данными подходами, при

практически полном совпадении интегральной предельной нагрузки для об-
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разца.

Показано возможное расширение предложенного подхода для моделиро-

вания разрушения композита, в котором учитывается скоростное упрочнение

материала. Предложена аналитическая формулировка для оценки влияния

скорости накопления повреждений в материале на итоговую прочность. Про-

демонстрирован набор необходимых параметров модели на основе результа-

тов экспериментальных исследований с высоким диапазоном скоростей де-

формирования.

Методы исследования в представленной работе основаны на механике

деформирования твердых тел и сплошной среды. Решения конкретных задач

производилось как численно, так и на основе аналитических построений. В

работе интенсивно используется метод конечных элементов, реализованный

в системе общего прочностного анализа Abaqus, с внедрением собственных

программных процедур.

Достоверность и обоснованность результатов следует из срав-

нения результатов, полученных аналитическими и численными методами с

соответствующими предположениями. С другой стороны, все предложенные

новые модели деформирования и реализованные подходы сравнивались с ре-

зультатами экспериментальных исследований и показали высокую степень

корреляции результатов.

Практическая значимость работы

Фундаментальные результаты работы могут быть использованы во всех

областях индустрии, где возникает вопрос прочности в целом. При этом во

всех разделах работы предлагаются конкретные практические рекомендации

с экспериментальным сравнением и набором конкретных данных для непо-

средственного проведения прикладных расчетов.

В первой главе предложены модели пластичности с определенным набо-

ром параметров для титанового сплава ВТ6 и алюминия АД33, полученного

методом экструзии.

Вторая глава содержит законченную методику для работы с термопла-

стичным композитом на основе связующего ПЭЭК, с полным набором пара-
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метров, характеризующих все фазовые стадии материала.

Результаты последних глав применимы ко всем вариантам конструкцион-

ных композитов, причем предложенные модели апробированы на конкретных

результатах экспериментальных исследований с необходимыми наборами па-

раметров для прочностного анализа.

Для всех новых определяющих соотношений были написаны специальные

подпрограммы, позволяющие моделировать деформирование материалов и

определять напряженно-деформированное состояние, для их использования

в современных промышленных системах прочностного анализа.

Личное участие автора в данной работе заключается в решении всех

конкретных задач и анализе экспериментальных данных, а также, в форму-

лировке части новых моделей материалов и определяющих соотношений.

Апробация работы

Основные результаты диссертации опубликованы в международных ре-

цензируемых журналах индексируемых в системах Scopus или Web of Science,

а также из списка ВАК [1–15], в сборниках научных статей [16–18] и трудах

конференций [19–41].

Основные положения диссертации и работа в целом докладывались и об-

суждались на ряде российских и международных конференций и семинаров:

∙ ICAF2017 The International Committee on Aeronautical Fatigue and

Structural Integrity, Nagoya, Japan, 2017,

∙ ISDMM, International Symposium on Defects and Material Mechanics 2017,

Lyon, 26-29 June, 2017,

∙ ICF14 — 14th International Conference on Fracture, Rhodes, Greece, June

18-23, 2017,

∙ ECCM 2016 — the 17th European Conference on Composite Materials

Munich, Germany, 26-30th June 2016 (Scopus),

∙ 9th European Solid Mechanics Conference (ESMC 2015) July 6 - 10, 2015,

Leganes-Madrid, Spain,
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∙ CAMX 2015 — Composites and Advanced Materials Expo (Scopus),

∙ International SAMPE Technical Conference, 2015-January (Scopus),

∙ 20th International Conference on Composite Materials, Copenhagen,

Denmark, July 19-24, 2015,

∙ Simulia Community Conference, May 18–21, 2015 | Berlin, Germany,

∙ The Composites and Advanced Materials Expo, Dallas, 27-29th October

2015,

∙ 20th International Conference on Composite Materials, Copenhagen, 19-

24th July 2015,

∙ ХI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретиче-

ской и прикладной механики 2015,

∙ International conference "Deformation and fracture of composite materials

and structures. (DFCMS-2014), Moscow, 10-13 November 2014,

∙ Системы управления жизненным циклом изделий авиационной техни-

ки: актуальные проблемы, исследования, опыт внедрения и перспекти-

вы развития, Ульяновск – 2014,

∙ 20th European Conference on Fracture - Fracture at all scales July 2014

Trondheim, Norway,

∙ 16th European Conference on Composite Materials ECCM16, Seville, Spain,

June 22-26, 2014,

∙ Simulia community conference may, 2014, Providence, RI USA,

∙ 11th World Congress on Computational Mechanics (WCCM XI) 5th

European Conference on Computational Mechanics (ECCM V) 6th

European Conference on Computational Fluid Dynamics (ECFD VI), 2014,

Barcelona, Spain,
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∙ International SAMPE Technical Conference 2013 (Scopus),

∙ Наследственная механика деформирования и разрушения твердых тел

- научное наследие Ю.Н.Работнова (к 100-летию со дня рождения),

∙ Symposium: Design with Composites, CompositesWeek@Leuven, Leuven,

Belgium, September 18, 2013,

∙ Conf. XVIII Winter school of continuum mechanics, Federal State

Organization "Institute of continuum mechanics of Ural branch of RAS

Perm, 2013,

∙ DYMAT 2009 - 9th International Conference on the Mechanical and

Physical Behaviour of Materials under Dynamic Loading

∙ IX всероссийский съезд по теоретической и прикладной механике, Ниж-

ний Новгород, 2006.

Основное содержание работы

В первой главе работы приводится обзор наработанных методов для моде-

лирования материалов со сложной внутренний структурой, описание поведе-

ния которых невозможно при помощи классических методов.

Во второй главе рассматривается возможный подход для анализа за-

дач предельного состояния, для сред, проявляющих эффект дилатансии при

пластическом деформировании. В качестве условия пластичности использо-

ван обобщенный критерий, предложенный в работах Ломакина Е.В.:

𝐹 (𝜎𝑖𝑗) = 𝑓(𝜉)𝜎0 = 𝑘. (1)

Здесь 𝜉 = 𝜎/𝜎0 — параметр вида напряженного состояния, характеризующий

в среднем соотношение между нормальными и касательными напряжениями

в точке сплошной среды, 𝜎 = 1/3𝜎𝑖𝑖 — среднее нормальное напряжение, 𝜎0 =√︀
3/2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 — интенсивность касательных напряжений, 𝑆𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 − 𝜎𝛿𝑖𝑗. Не
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нарушая общности, можно принять, что при чистом сдвиге (𝜉 = 0) значение

функции 𝑓(0) = 1. Тогда 𝑘 =
√
3𝜏𝑠, где 𝜏𝑠 — предел текучести при сдвиге. При

произвольном виде напряженного состояния параметр 𝜉 принимает значения

в диапазоне от −∞ (равномерное трехосное сжатие) до +∞ (равномерное

трехосное растяжение).

Принимая различные аналитические выражения для функции 𝑓(𝜉), для

данного критерия пластичности можно получить некоторые из известных

условий пластичности для гранулированных, пористых и поврежденных

сред. Если принять функцию 𝑓(𝜉) в виде линейной функции

𝑓(𝜉) = 1 + 𝐶𝜉, (2)

то придем к обобщению критерия Кулона-Мора. Можно также получить

условие пластичности Грина

𝑓(𝜉) =
√︀

1 + 𝛼𝜉2. (3)

При 𝑓(𝜉) ≡ 1 условие (1) совпадает с условием пластичности Губера - Мизеса

𝜎0 = 𝑘.

Далее следуя результатам работ Ломакина Е.В. показывается что жест-

копластическая задача в случае условий плоской деформации сводится к ре-

шению уравнений:

𝑆,1−𝑘𝐹 ′(𝑆)(𝑆,1 sin 2𝜃 − 𝑆,2 cos 2𝜃)− 2𝑘𝐹 (𝑆)(𝜃,1 cos 2𝜃 + 𝜃,2 sin 2𝜃) = 0,

𝑆,2+𝑘𝐹
′(𝑆)(𝑆,1 cos 2𝜃 + 𝑆,2 sin 2𝜃)− 2𝑘𝐹 (𝑆)(𝜃,1 sin 2𝜃 − 𝜃,2 cos 2𝜃) = 0.

(4)

где 𝑆 = 1/2(𝜎11+𝜎22), 𝜃 — угол между осью 𝑥1 и направлением площадки, на

которой действует максимальное касательное напряжение, 𝐹 (𝑆) представля-

ется в следующем виде:

𝐹 (𝑆) = 𝑚(𝐶−1 − 𝑆/𝑘),𝑚 =
√
3𝐶/

√︀
9− 𝐶2, в случае 𝑓(𝜉) = 1 + 𝐶𝜉,

𝐹 (𝑆) =
√︀

1− 𝛽𝑆2/𝑘2, 𝛽 = 𝛼/(1 + 𝛼/9), в случае 𝑓(𝜉) =
√︀

1 + 𝛼𝜉2.
(5)
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Такая система уравнений по своей форме близка к уравнениям общей плоской

задачи теории пластичности, которая достаточно полно описана в литерату-

ре, например, в работах Качанова Л. М., где постулировалась связь между

максимальным касательным и средним напряжением, а также предполага-

лось условие пластической несжимаемости.

Параметры 𝐶 и 𝛼 для данных видов зависимостей 𝑓(𝜉) характеризуют

степень поврежденности среды, пористости или степень чувствительности

материала к виду напряженного состояния.

Для приведенных видов зависимостей 𝑓(𝜉) при некоторых ограничени-

ях на параметры 𝐶 и 𝛼 система (4) является гиперболической и возможно

построение решений методом характеристик. Также для данных видов зави-

симостей 𝑓(𝜉) возможно интегрирование соотношений вдоль характеристик

и, как следствие, построение аналитических решений.

Для случая 𝑓(𝜉) = 1+𝐶𝜉 уравнения характеристик и соотношения вдоль

них имеют следующий вид:

𝑑𝑥2
𝑑𝑥1

=
− cos 2𝜃 ±

√
1−𝑚2

𝑚+ sin 2𝜃
,

√
1−𝑚2

2𝑚
ln(1− 𝐶

𝑆

𝑘
)± 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (6)

Для случая зависимости в виде 𝑓(𝜉) =
√︀

1 + 𝛼𝜉2

𝑑𝑥2
𝑑𝑥1

=
− cos 2𝜃 ±

√︀
(1− 𝛽𝑆/𝑘)2/[3(1− 𝛽𝑆2/𝑘2)]

𝛽𝑆/𝑘
√︀

3(1− 𝛽𝑆2/𝑘2) + sin 2𝜃
,√︃

3 + 𝛽

𝛽
arcsin

[︃√︂
𝛽(3 + 𝛽)

3

𝑆

𝑘

]︃
− arcsin

[︃
𝛽𝑆

𝑘
√︀

3(1− 𝛽𝑆2/𝑘2)

]︃
∓

∓ 2𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

(7)

Также в данной главе показывается, что можно получить систему урав-

нений для скоростей

(𝑣1,2 + 𝑣2,1) tg 2𝜃 + 𝑣1,1 − 𝑣2,2 = 0, (𝑣1,1 + 𝑣2,2) cos 2𝜃 + (𝑣1,2 − 𝑣2,1)𝑘𝐹
′ = 0.

При этом характеристики системы уравнений для скоростей совпадают с ха-
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Рис. 1: Поле характеристик (слева). Предельная нагрузка деленная на 𝑘 и
2ℎ, где а) 𝜙𝑛 = −𝜋/2, б) 𝜙𝑛 = −𝜋/2 − 𝜋/10, в) 𝜙𝑛 = −𝜋/2 − 2𝜋/10, г)
𝜙𝑛 = −𝜋/2− 3𝜋/10,д) 𝜙𝑛 = −𝜋/2− 4𝜋/10, е) 𝜙𝑛 = −𝜋.

рактеристиками для напряжений.

Далее для рассмотренного критерия и выделенных видов зависимостей

𝑓(𝜉) = 1 + 𝐶𝜉 и 𝑓(𝜉) =
√︀

1 + 𝛼𝜉2 рассматриваются аналитические реше-

ния конкретных задач, при помощи жесткопластической схемы решения. На

следующих рисунках приведены схемы построения полей характеристик и

полученные результаты в виде диаграмм для предельных нагрузок для слу-

чая 𝑓(𝜉) = 1 + 𝐶𝜉. Рассмотрены следующие задачи о растяжении полос: с

угловыми вырезами (рис. 1), с круговым отверстием (рис. 2), с вырезами с

круглым основанием (рис. 3) и с вырезами с круглыми основаниями, глубо-

кими относительно общей ширины полосы (рис. 4).

Далее в главе подробно рассматривается способ построения численных ре-

шений таких задач. На основе специально разработанной подпрограммы для

анализа поведения материала приводятся решения с использованием упруго-

пластического подхода и с небольшим пластическим упрочнением. В качестве

свойств материала для решения задач использовались следующие значения:

𝐸 = 200000, 𝜈 = 0.3.

Конечно-элементная программа Abaqus, в которой проводился расчет, все-

гда работает в безразмерных величинах, выбор единиц измерения для мо-
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Рис. 2: Поле характеристик (слева). Предельная нагрузка деленная на 𝑘 и
2ℎ, где 𝑅 = 1, а) h=1.5, б) h=2 в) h=3, г) h=5

Рис. 3: Поле характеристик (слева). Предельная нагрузка деленная на 𝑘 и
2ℎ, для различных значений ℎ

Рис. 4: Поле характеристик (слева). Предельная нагрузка деленная на 𝑘 и
2ℎ, для различных значения ℎ
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дуля Юнга автоматически определяет единицы измерения для результатов

и моделируемой геометрии. Можно считать, что упругий модуль и предел

текучести задаются в единичных напряжениях.

В данном случае параметр 𝑘 не является постоянным, а представляет

собой функцию параметра упрочнения, в качестве которого использовалась

эквивалентная пластическая деформация 𝜀𝑝𝑙 =
∫︀ √︁ .

𝜀
𝑝𝑙
𝑖𝑗

.
𝜀
𝑝𝑙
𝑖𝑗𝑑𝑡. Функция упроч-

нения представлялась в виде кусочно линейной, проходящей через точки

𝑘(0.0) = 200, 𝑘(9.0/104) = 220, 𝑘(2.2/103) = 225.

В качестве первого примера рассматривается численное решение задачи о

растяжении полосы, ослабленной угловыми вырезами (рис. 1). Постановка за-

дачи аналогична постановке в рассмотренном ранее аналитическом решении.

Нагружение образца происходит путем приложения нормальных перемеще-

ний к верхней и нижней границам тела. Предельная нагрузка определяется

как суммарная сила реакции в направлении оси 𝑥2. При этом, так как сече-

ние имеет две линии симметрии, то моделируется только четверть геометрии

с соответствующими граничными условиями на узлах модели. Параметры

геометрии выбираются следующие: ширина 2ℎ = 2, в качестве углов вырезов

рассматривается два случая 2𝛾 = 0 и 2𝛾 = 𝜋/2.

Из результатов расчетов видно, что процесс формирования пластических

областей и сами области пластичности в предельном состоянии существенно

отличаются от областей, рассмотренных в аналитическом решении. То есть

упругие деформации и упрочнение материала оказывают влияние на разви-

тие и итоговое состояние пластических областей.

На рис. 5 показан характерный вид пластических областей в предельном

состоянии. Видно, что центральная область полосы остается упругой.

Далее проверяется как соотносятся значения нагрузок, отвечающих пре-

дельному состоянию, полученные путем численного решения упругопласти-

ческой задачи и на основе аналитического решения. На рис. 5 изображена

зависимость предельной нагрузки от значения константы 𝐶. Видно, что раз-
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Рис. 5: Область пластичности (слева), предельная нагрузка (справа).

личие полученных значений предельной нагрузки велико при малых значени-

ях параметра 𝐶, при этом начиная со значений 𝐶 > 0.5 разница существенно

меньше.

Данный факт можно объяснить с точки зрения экстремальных теорем о

значении предельной нагрузки. В аналитическом решении для полосы, ослаб-

ленной угловыми вырезами, было построено кинематически возможное реше-

ние, которое дает оценку значению предельной нагрузки сверху. Если постро-

ить статически возможное решение, то оно даст оценку снизу. В аналитиче-

ском решении на линии ослабленного сечения мы можем задаться постоян-

ным полем напряжений 𝜎22 = 𝑃/2ℎ и продолжить это поле в область всего

тела, тем самым получим статически возможное решение. На рис. 5 штри-

хованная линия отвечает значению предельной нагрузки, соответствующего

построенному таким образом решению. Видно, что полученные из численных

решений значения предельной нагрузки лежат между значениями, получен-

ными аналитически.

Далее рассматривается численное решение задачи о растяжении полосы

с круговым отверстием. Постановка задачи аналогична рассмотренной ранее

аналитически. В качестве параметров геометрии возьмем следующие: поло-

вина ширины полосы ℎ = 2 и радиус отверстия 𝑅 = 1.

На рис. 6 штрихами показана пластическая область в момент достижения

предельного состояния для значения параметра 𝐶 = 0.5. Также, на рис. 6
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представлены зависимости значений предельной нагрузки от параметра 𝐶,

полученные численно и аналитически.

1,41,210,8

2,4

0,6

2,2

0,4

2

1,8

0,2

1,6

1,4

0

Рис. 6: Область пластичности (слева), предельная нагрузка (справа).

Сравнивая формы пластических областей, изображенных на рис. 2 и рис.

6, приходим к заключению, что кинематически возможное поле скоростей в

аналитическом решении существенным образом отличается от численного ре-

шения. В то же время предельные нагрузки в обоих решениях имеют близкие

значения.

В качестве последнего примера рассматривается численное решение зада-

чи о растяжении полосы, ослабленной вырезами с круговым основанием. По-

становка задачи аналогична той, которая была использована при построении

аналитического решения. Нагружение происходит посредством нормальных

перемещений на верхней и нижней границах тела. Ограничимся рассмотре-

нием случая, когда в аналитическом решении удавалось построить пласти-

ческую область в виде только логарифмических спиралей, то есть случай,

изображенный на рис. 3. В качестве параметров геометрии рассмотрим ра-

диус основания 𝑅 = 1 и ширину сечения 2ℎ = 2.

На рис. 7 штрихами показана пластическая область в момент достиже-

ния предельного состояния для значения параметра 𝐶 = 0.5. На рис. 7 пред-

ставлены также зависимости значений предельной нагрузки от параметра 𝐶,

полученные численно и аналитически.
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Рис. 7: Область пластичности (слева), предельная нагрузка (справа).

Представленные на рис. 7 результаты свидетельствуют о том, что предло-

женное аналитическое решение, являясь кинематически возможным, доста-

точно хорошо приближает значения предельной нагрузки для всего рассмот-

ренного диапазона значений параметра 𝐶.

Таким образом, можно заключить, что в случае, когда получены точные

решения в рамках жесткопластического анализа, результаты мало отличают-

ся от аналогичных, но с учетом упругих деформаций и небольшого упроч-

нения. Также в данной главе после анализа близости значений предельных

нагрузок, полученных аналитически при помощи жесткопластической схемы

решения и численно с использованием упругопластической модели материа-

ла, приводятся иллюстрации, демонстрирующие поля напряжений, деформа-

ций, перемещений, а также характер формирования пластических областей.

В третьей главе , на основе рассмотренного критерия пластичности,

чувствительного к виду нагружения, рассматриваются задачи прочности

композиционных материалов в условиях технологических процессов их из-

готовления.

В качестве примера рассматриваются термопластичные композиты, на ос-

нове матрицы из полимера полиэфирэфиркетона (ПЭЭК). С помощью вве-

дения параметра степени кристалличности, который влияет на все механи-

ческие свойства материала и является мерой фазового состояния или степе-
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Моделирование зарождения дефектов

Рис. 8: Схема моделирования отверждения термопластичного препрега

ни отверждения, рассмотрен анализ моделирования остаточных напряжений.

Примерная схема алгоритма моделирования истории изменения остаточных

напряжений в композите на основе термопластичного связующего показана

на рис. 8. Была разработана специальная подпрограмма для моделирования

поведения термопластичного материала, которая учитывала изменение сте-

пени кристалличности материала в зависимости от истории изменения темпе-

ратуры. Были проверены путем сравнения с экспериментальными данными

изменения всех ключевых характеристик материала: жесткость, усадка, ко-

эффициенты теплового расширения. После чего было смоделировано отвер-

ждение однонаправленного препрега и получено финальное распределение
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Рис. 9: Финальное распределение трансверсальных остаточных напряжений
по толщине образца PEEK-APC2

трансверсальных остаточных напряжений по толщине образца. Сравнение

полученного в результате расчетов распределения с экспериментальным, по-

лученным при помощи разделения образца на две симметричные части после

охлаждения и восстановления напряжений по кривизне одной из них, проде-

монстрировано на рис. 9. Близость полученных напряжений верифицирует

всю цепочку предложенных моделей для учета фазового состояния термо-

пластичного связующего.

Далее для оценки прочности композита и возможного разрушения от оста-

точных напряжений, на основе предложенных в предыдущей главе подходов

строится модель пластичности и разрушения для термопластичного полиме-

ра ПЭЭК. Анализ прочности проводился на примере трансверального нагру-

жения композита с использованием микромеханического подхода. Исполь-

зуя специальные алгоритмы были созданы модели ячеек периодичности со

случайным расположением волокон (рис. 10). Для критерия пластичности с

функцией 𝑓(𝜉) = 1 + 𝐶𝜉 и критерия разрушения в форме:

𝐷𝑝𝑙=

∫︁
𝑑𝜀𝑝𝑙𝑒𝑞

𝜀𝑝𝑙𝐷(𝜉)
= 1 (8)

Был предложен набор необходимых констант для моделирования в системе
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Рис. 10: Модель ячейки периодичности однонаправленного композитного
слоя, со случайным расположением волокон. Диаметр волокна 5 мкм, относи-
тельное объемное содержание волокон 60%.

Abaqus (Таблица 1).

Таблица 1: Параметры материала ПЭЭК для моделирования в Abaqus
Константы мате-
риала

Упрочнение при
растяжении

Деформации раз-
рушения

𝐸, ГПа 3.6 𝜎𝑇 , МПа 𝜀𝑝𝑙𝑒𝑞 𝜉 𝜀𝑝𝑙𝐷
𝜈 0.3 77 0 -0.333 1.5

𝑘0, МПа 89.8 81 0.1 0 1
𝐶 0.5 100 0.5 0.333 0.7

Угол трения, 𝜓, ∘ 27 101 2 0.5 0.6

Результаты моделирования для трех различных вариантов ячеек перио-

дичности показаны на рис. 11. Был проведен анализ с увеличенным размером

ячеек для подтверждения правильности выбора базового варианта (рис. 12).

Диаграммы нагружения в терминах 𝜎22 ∼ 𝜀22, полученные при моделирова-

нии показаны на рис. 13.
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Рис. 11: Парметр повреждений 𝐷𝑝𝑙 для различных ячеек периодичности при
трасверсальном нагружении. a) соответствует максимальным напряжениям,
b) соответствует максимальным деформациям (∼2%).

Рис. 12: Результат моделирования увеличенной ячейки #1 (слева), одинарной
(справа), стадия максимальных напряжений.
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Рис. 13: Диаграммы растяжения 𝜎22 ∼ 𝜀22, полученные при моделировании
ячеек периодичности.

Видно, что картина повреждений на увеличенной ячейке материала пол-

ностью периодична и совпадает с распределением повреждений на одинарном

представительном объеме материала. Рассмотрим диаграммы, полученные

при рассмотрении трех различных вариантов ячеек и с дополнительной уве-

личенной ячейкой #1 (рис. 13). Видно, что диаграммы 𝜎22 ∼ 𝜀22 совпадают

до достижения максимальных значений напряжений, после чего в закритиче-

ской зоне наблюдается некоторое расхождение. Совпадение диаграмм ячей-

ки #1 и увеличенного варианта (4×#1), является еще одним подтверждени-

ем правильности выбора размера ячеек для моделирования. Тем не менее,

важным является именно прочностная оценка композита в целом. Также, на

рис. 13 отмечена вертикальная прерывистая черта, соответствующая типо-

вым значениям трансверсальной прочности композита фирмы Cytec, с ана-

логичным волокном и типом связующего. Видно, что диаграммы, полученные

при помощи моделирования на основе выбранного набора определяющих со-

отношений, практически идеально предсказывают это прочностное значение.

Интересный результат был получен, на основе предложенной модели и
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Линия симметрии

Нагрузка

Материал связующего

Волокно

Рис. 14: Схема модели для анализа прочности интерфейса волокно-
связующее

Рис. 15: Диаграмма изменения параметров 𝜀𝑝𝑙𝑒𝑞 и 𝜉 в зависимости от величины
нагрузки

необходимых входных данных для материала ПЭЭК (Таблица 1), при ана-

лизе выдергивания волокна. Схема постановки задачи отображена на рис.

14. Продемонстрировано, что при появлении пластических деформаций в об-

ласти интерфейса, происходит эффект обжатия волокна. То есть с ростом

пластических деформаций 𝜀𝑝𝑙𝑒𝑞 изменяется вид напряженного состояния. Та-

кое изменение наглядным образом можно увидеть при изменении параметра

трехосности 𝜉 в материале связующего в области интерфейса (рис. 15).

Также в главе на основе построенных моделей ячеек периодичности был

проанализирован вид напряженного состояния, в котором находится матери-

ал связующего при трансверсальном нагружении. В условиях упругой стадии

нагружения материала были построены для трех рассматриваемых ячеек ги-

стограммы, где по горизонтальной оси откладывается параметр вида напря-

женного состояния 𝜉, а по вертикали процент площади в сечении модели-
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Рис. 16: Количество материала нагруженное в соответствии с параметром 𝜉
для ячеек #1, #2 и #3.

руемых ячеек материала связующего, испытывающего такой тип нагрузки.

На рис. 16 показаны все гистограммы на одной координатной оси. Видно,

что большая часть материала испытывает тип нагружения, соответствующе-

го значению параметра 𝜉 = 0.55, однако стоит отметить, что модель #2 имеет

некоторое отклонение до значения 𝜉 = 0.65. Тем не менее, важным являет-

ся тот факт, что вид нагрузки связующего, в основном, во всех вариантах

ячеек, близок к двухосному растяжению. Данный факт говорит о важности

испытаний материала матрицы композита на сложное нагружение.

Аналогично материалу связующего, возможно рассмотреть вид нагрузки

на интерфейсе с волокном. Если в центре каждого волокна ввести цилиндри-

ческую систему координат, то на прилегающих к волокну элементах матрицы

можно вывести значения напряжений отрыва 𝜎𝑛 и сдвига 𝜏𝑛. На рис. 17 пока-

заны точки, полученные таким образом. Если проанализировать полученные

значения, видно, что наиболее опасными являются точки с большим чистым

сдвигом, и сдвигом в комбинации с отрывом. Можно формализовать наи-

более опасные и интересные сочетания отрывных и сдвиговых напряжений
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Рис. 17: Виды нагрузки на интерфейс при трансверсальном нагружении ком-
позита

Таблица 2: Расширенный набор констант для критерия пластичности мате-
риала ПЭЭК (10)

𝐶 0.5
𝑘(0) МПа 89.8
𝛼 2.38
𝑋∞

𝑣𝑐 0.38
𝛽 1/∘𝐶 0.005
𝑇0

∘𝐶 24

следующим образом:

0 < 𝜎𝑛/𝜏𝑛 6 1 (9)

Далее в работе предлагается изменение условия пластичности в зависи-

мости от температуры и степени кристалличности. Такая зависимость позво-

ляет анализировать возможное разрушение материала при действии темпе-

ратуры в технологических циклах изготовления композитов:

𝜎0 (1+𝐶𝜉)=𝑘
(︀
𝜀𝑝𝑙𝑒𝑞
)︀
(1 + 𝛼(𝑋𝑣𝑐 −𝑋∞

𝑣𝑐 ))(1 + 𝛽(𝑇0 − 𝑇 )) (10)

где для материала ПЭЭК входящие константы перечислены в таблице 2.

В четвертой главе рассматриваются проблемы нелинейной упруго-

сти в композиционных материалах. Проблема заключается в том, что ком-
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позиционный материал даже в условиях упругости проявляет чувствитель-

ность к виду нагружения, а также демонстрирует существенную нелиней-

ность при сдвиговых нагружениях, когда в процесс деформирования макси-

мально включается связующие материала. Пренебрежение такими эффекта-

ми может привести к существенной неточности в оценке величин напряжений

в конструкции, и уже на ранней стадии деформирования изделия предсказать

неверные силовые характеристики для предложенных критериев прочности.

Окончательно в работе рассмотрен комбинированный подход, учитыва-

ющий как сдвиговую нелинейность, так и чувствительность характеристик

жесткости к виду нагружения. Вводится параметр, основанный на сдвиго-

вых напряжениях 𝑄.

𝑄=𝐷𝑖𝑗𝜎𝑖𝑗

соответствующая матрица выглядит следующим образом:

𝐷𝑖𝑗=

⎡⎢⎢⎣
0 1/2 0

1/2 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎦ .
Параметр𝑄 совпадает, с напряжением 𝜎12, в системе координат, совпадающей

с главными осями анизотропии материала.

Рассмотрен потенциал с зависимостью от двух параметров 𝜉 и 𝑄:

Φ=𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜉,𝑄)𝜎𝑖𝑗𝜎𝑘𝑙. (11)

Соответствующие определяющие соотношения для плоского напряженно-

го состояния возможно представить в следующей форме:

𝜀11=𝐴1111 (𝜉)𝜎11+𝐴1122 (𝜉)𝜎22+

[︂(︂
1

3𝜉
+
3

2
𝜉

)︂
𝜎−3

2𝜉𝜎11

]︂
Φ1𝜎

−2
0 ,

𝜀22=𝐴1122 (𝜉)𝜎11+𝐴2222 (𝜉)𝜎22+

[︂(︂
1

3𝜉
+
3

2
𝜉

)︂
𝜎−3

2
𝜉𝜎22

]︂
Φ1𝜎

−2
0 ,

𝜀12=

[︂(︂
𝐴1212 (𝜉,𝑘)+

1

2

𝜕𝐴1212(𝜉,𝑄)

𝜕𝑄

)︂
−3

2
𝜉Φ1𝜎

−2
0

]︂
𝜎12,

(12)
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здесь Φ1 имеет следующее выражение:

Φ1=
1

2
[𝐴′

1111 (𝜉)𝜎
2
11+𝐴

′

2222 (𝜉)𝜎
2
22+2𝐴

′

1122 (𝜉)𝜎11𝜎22+𝐴
′

1212 (𝜉,𝑄)𝜎
2
12].

штрих означает производную по параметру 𝜉.

Далее представим сдвиговую податливость в виде полинома:

𝐴1212 (𝜉,𝑄)=
∑︁
𝑛

𝐶𝑛 (𝜉)𝑄
𝑛

уравнение для компоненты 𝜀12 с коэффициентом 𝐴1212 можно записать сле-

дующим образом:

(︂
𝐴1212 (𝜉,𝑄)+

1

2

𝜕𝐴1212(𝜉,𝑄)

𝜕𝑄

)︂
=
∑︁
𝑛

𝐶𝑛 (𝜉)𝑄
𝑛+

1

2

(︃∑︁
𝑛

𝐶𝑛 (𝜉)𝑛𝑄
𝑛−1

)︃
𝑄

=
∑︁
𝑛

(︂
1+

𝑛𝐶𝑛 (𝜉)

2

)︂
𝑄𝑛

Используя подстановку

𝐵𝑛 (𝜉)=

(︂
1+

𝑛𝐶𝑛 (𝜉)

2

)︂
,

можно получить(︂
𝐴1212 (𝜉,𝑄)+

1

2

𝜕𝐴1212(𝜉,𝑄)

𝜕𝑄

)︂
=
∑︁
𝑛

𝐵𝑛(𝜉)𝑄
𝑛.

И таким образом уравнение для сдвиговых компонент сводится:

𝜀12=

[︂
𝐵 (𝜉,𝑄)−3

2
𝜉Φ1𝜎

−2
0

]︂
𝜎12,

где 𝐵(𝜉,𝑄) произвольная функция. Для случая только сдвигового нагруже-

ния 𝜉 = 0, уравнение для 𝜀12 сводится к

𝜀12=𝐵 (0,𝜎12)𝜎12
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Рис. 18: Диаграммы зависимости между напряжениями и деформациями для композита
на основе ткани в случае одноосного растяжения для углов 0∘ - (a), 22.5∘ - (b) и 45∘ - (c)
1 –продольные деформации, 2 – трансверсальные деформации

В результате, произвольность функции 𝐵 (0,𝜎12) означает возможность ана-

литического приближения практически любой зависимости, полученной при

сдвиговом нагружении образца в плоскости.

Таким образом, предложенные соотношения (12) позволяют учесть как

нелинейность сдвиговой жесткости, так и изменение жесткости при разных

типах нагружения материала. Более того, так как функция 𝐵(𝜉,𝑄) явля-

ется произвольной, то функция, соответствующая сдвиговой податливости

𝐵 (𝜉,𝑄)−3
2𝜉Φ1𝜎

−2
0 , также является произвольной при пропорциональном на-

гружении. Это предоставляет возможность для введения различных видов

сдвиговых жесткостей анизотропного материала в зависимости от типа на-

грузки.

Продемонстрированы возможности предложенной модели на примере экс-

периментов с композитом на основе стеклоткани. На рис. 18 - 20 показан

набор экспериментов с различным типом нагружения. Приводятся экспери-

менты на растяжение, сдвиг и сжатие, которые соответствуют значениям па-

раметра вида напряженного состояния 𝜉 = +1/3, 𝜉 = 0 и 𝜉 = −1/3. Более

того, эксперименты представлены для разных ориентаций вырезов образцов:

0∘, 22, 5∘ и 45∘, что позволяет одновременно проверить возможности влияния

типа нагружения и анизотропии. Для варианта определяющих соотношений

(12), результаты представлены на рис. 18 - 20.

Глава пять посвящена моделированию разрушения слоистых компози-

тов. В главе сформулирован набор предположений, позволяющий построить

теорию разрушения слоистого композита. В качестве примера, демонстриру-
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Рис. 19: Диаграммы зависимости между напряжениями и деформациями для композита
на основе ткани в случае одноосного растяжения для углов 0∘ - (a), 22.5∘ - (b) и 45∘ - (c)
1 –продольные деформации, 2 – трансверсальные деформации

Рис. 20: Диаграммы зависимости между напряжениями и деформациями для композита
на основе ткани в случае сдвиговой нагрузки для углов 0∘ - (a), 22.5∘ - (b) и 45∘ - (c) 1
–продольные деформации, 2 – трансверсальные деформации

ющего эффективность рассмотренного подхода к моделированию разруше-

ния композитных материалов, предложена модель разрушения с использова-

нием результатов стандартных прочностных экспериментов. Проведено срав-

нение с экспериментальными данными для различных укладок материала и

двухосных прочностных испытаний. Результаты моделирования и экспери-

ментальные значения соответствующих параметров приведены на рис. 21 и

22.

Проведено сравнение результатов расчетов с использованием начальных

определяющих соотношений для линейно упругого анизотропного тела и

определяющих соотношений с учетом нелинейности сдвиговых свойств при

моделировании разрушения, на примере задачи о сжатии полосы с концентра-

тором. Продемонстрировано существенное различие в областях повреждения

материала, но при этом предсказанные значения предельной нагрузки прак-

тически совпадали (рис. 23 и 24).

Рассмотрено возможное усложнение предложенного подхода в случае вы-

сокоскоростного деформирования на основе введения параметра скорости на-
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Рис. 21: Набор точек разрушения при растяжении и кручении образцов
[90∘/± 30∘×2/90

∘] E-glass/LY556.

Рис. 22: Набор точек разрушения при действии одноосного нагружения сов-
местно с давлением на стенки образцов [0∘/± 45∘/90∘]𝑆 AS4/3501–6
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Рис. 23: Диаграммы нагружения композитной полосы с отверстием

Рис. 24: Распределение параметра поврежденности матрицы 𝜓2 (минималь-
ное значение по толщине), a) постоянный модуль сдвиговой жесткости, b)
нелинейная сдвиговая жесткость
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Рис. 25: Диаграммы сдвигового нагружения композиционного материала при
разных скоростях деформирования

Рис. 26: История изменения параметра повреждения и его скорости при ско-
рости деформирования 1200 1/с.
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копления повреждений в материале. Предложена аналитическая формули-

ровка для выражения скоростного упрочнения материала. На примере экс-

периментальных данных для сдвигового нагружения композита был предло-

жен соответствующий набор параметров для проведения моделирования. На

рис. 25 продемонстрированы диаграммы скоростного деформирования ма-

териала. Типовая история изменения параметра поврежденности материала

отображена на рис. 26.

Выводы

В работе показана необходимость учета зависимости свойств конструкцион-

ных материалов от вида внешних воздействий с использованием парамет-

ров, формализующих вид напряженного состояния, и наглядно продемон-

стрировано, что с ними можно работать как в условиях пластичности, так и

в условиях упругого деформирования. Введение в качестве такого парамет-

ра отношения гидростатической компоненты напряжений к интенсивности

напряжений, названного параметром трехосности тензора напряжений, дает

методическую основу для анализа прочности материалов со сложной струк-

турой, и позволяет выработать общий подход для моделирования процесса

деформирования таких сред.

При рассмотрении задач предельного состояния показано, что использо-

вание условия пластичности, в котором зависимость от параметра вида на-

пряженного состояния сформулирована в обобщенной форме, дает возмож-

ность обобщить многие известные подходы, и на их основе создавать новые,

учитывающие большее количество особенностей свойств конкретных матери-

алов. Рассмотрены методы решения задач и на основе решения ряда задач

продемонстрирована возможность эффективного использования такого кри-

терия на примерах жесткопластических схем построения решения, а также в

случае численных реализаций использования упругопластических моделей.

Предложены некоторые усложнения формулировки условия пластично-

сти, позволяющие учесть анизотропию материала и скоростное упрочнение,
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эффективность которых продемонстрирована для конкретных металличе-

ских сплавов.

При анализе задач предельного состояния было показано, что учет упру-

гих деформаций влияет на конечное распределение пластических областей,

но при этом величины предельных нагрузок в решениях на основе жестко-

пластических и упругопластических моделей практически совпадают.

Решение технологических задач производства конструкций из композици-

онных материалов также существенным образом облегчается при использова-

нии такого подхода, что показано как на уровне моделирования драпировки

препрегов, так и при решении задач прочности и анализе поведения матери-

алов на основе микромеханических подходов. Это свидетельствует о том, что

рассмотренный подход носит достаточно общий характер. В работе предло-

жена законченная методика моделирования полного технологического цикла

изготовления изделий на основе термопластичного композита. Рассмотрен-

ный подход позволяет на основе знания истории изменения температуры в

материале, предсказать возможность зарождения дефектов в будущем изде-

лии, а также спрогнозировать итоговую прочность конструкции для конкрет-

ных эксплуатационных воздействий.

При анализе упругой стадии деформирования композитов была предло-

жена модель с использованием как параметра вида напряженного состоя-

ния, так и степени сдвигового деформирования монослоя композита. На при-

мере реальной задачи о сжатии композитной пластины с отверстием было

продемонстрировано влияние величины сдвиговых деформаций на поверх-

ностях вдоль армирующих элементов на общую картину деформирования и

итоговые области разрушения. При этом показано, что области разрушения

в решении, не учитывающем эффект снижения сдвиговой жесткости мате-

риала с ростом деформаций, отличаются от наблюдаемых в эксперименте.

При этом, следует отметить совпадение величин предельных нагрузок, при

использовании разных определяющих соотношений для материала в усло-

виях упругости. В этом смысле, результат согласуется с выводами анализа

задач предельного равновесия, где при учете упругих деформаций области
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пластического деформирования отличаются от соответствующих областей в

жесткопластических решениях, но величины предельных нагрузок при этом

практически совпадают.

Сформулирован набор предположений, позволяющий построить теорию

разрушения композитов. В конечном итоге набор предположений имеет вид

блоков, и допускает определенную свободу при выборе тех или иных условий,

в зависимости от необходимой точности при решении поставленной задачи и

имеющихся экспериментальных данных. В качестве примера построена мо-

дель, которая использует только стандартные входные данные, как правило,

доступные в инженерной практике. Такой пример можно считать отправной

точкой для построения более сложных теорий и является удобным и нагляд-

ным шагом, позволяющим понять необходимость уточнения теории и получа-

емой при этом точности в моделировании композиционного материала. Про-

стота используемого критерия для начала разрушения однонаправленного

слоя позволяет наглядным образом установить суть предлагаемых определя-

ющих соотношений, не отягощенных сложными математическими выкладка-

ми. Например, условия определения значений параметров деградации, вво-

димых в модели, сводятся в самом сложном случае к решению кубических

уравнений. На основе используемого подхода проведен анализ возможностей

моделирования различных форм нелинейности в поведении композиционных

материалов и их влияния на условия разрушения, а также предложен под-

ход для учета влияния высоких скоростей нагружения на характеристики

прочности. В работе на основе анализа экспериментальных данных предло-

жено специальное аналитическое выражение для учета скоростного упроч-

нения материала. Отличительной чертой представленной модели является

введение скорости параметра повреждений в условие прочности, что суще-

ственным образом упрощает анализ и не требует введения в определяющие

соотношения дополнительных прочностных параметров.

Можно заключить, что в данной работе удалось рассмотреть широкий

круг задач прочности при статическом и высокоскоростном деформировании,

основываясь на введении параметров вида напряженного состояния, степе-
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ни сдвигового деформирования, а также параметров поврежденности. Особо

ценным в работе, помимо предложенных новых моделей материала, является

поэтапное введение таких параметров в определяющие соотношения, что поз-

воляет отследить их влияние на моделируемые свойства материалов, в том

числе путем сопоставления теоретических результатов и экспериментальных

данных. Это, в свою очередь, способствует пониманию того, какие именно

возможности моделирования необходимы для учета различных эффектов,

демонстрируемых материалом со сложной внутренней структурой в процессе

деформирования на всех этапах от упругого поведения до разрушения.
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