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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèè

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Îäíîé èç àêòóàëüíûõ
çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò òåðìîóïðóãèõ
ïîëåé â ìàòåðèàëàõ è êîíñòðóêöèÿõ ïðè ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Êîí-
òèíóàëüíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ìà-
òåðèàëîâ íà ìàêðîóðîâíå. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ òåìïåðà-
òóðû, âûçûâàþùåãî òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ, íà ìàêðîóðîâíå â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ óñïåøíî ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå.
Äàííûé çàêîí îïèñûâàåò äèôôóçèîííûé ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè, òèïè÷íûé
äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòû ïîñëåäíèõ ëåò, ïðèâåäå-
íûå â ðàáîòàõ À. Çåòòëà, À. Ìàçíåâà, Ê. Íåëüñîíà, Äæ.À. Ðîäæåðñà, Ñ. Õóáåð-
ìàíà è äð. ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ìèêðî- è íàíîóðîâíå òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîëíîâûì îáðàçîì (áàëëèñòè÷åñêè). Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî,
÷òî âî ìíîãèõ ìàòåðèàëàõ, âêëþ÷àÿ íàíîïðîâîëîêè, óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè,
ãðàôåí, êðåìíèåâûå ìåìáðàíû è äð. íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ îò
çàêîíà Ôóðüå. Òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ äàííîãî âîïðîñà ïîñâÿùåíû ðàáî-
òû Ñ.Â. Äìèòðèåâà, À. Äõàðà, Ñ.Í. Ãàâðèëîâà, Î. Ãåíäåëüìàíà, Ì.À. Ãóçåâà,
Å.À. Êîðçíèêîâîé, Þ.À. Êîñåâè÷à, À.Ì. Êðèâöîâà, Äæ. Ëåáîâèöà, Ñ. Ëåïðè,
Ñ.À. Ëóðüå, Ð. Ëèâè, ß. Ëóêêàðèíåíà, À. Ìèëêå, Â. Ìþëëåðà, À. Ïîëèòè, À.Â.
Ïîðóáîâà, À.Â. Ñàâèíà, Ë.È. Ñëåïÿíà, Ã. Ñïîíà, Ã. ×åíà, À.Á. Ôðåéäèíà, Ï.
Õåììåðà è äðóãèõ àâòîðîâ. Â òàêîé ñèòóàöèè àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò ðàç-
ðàáîòêà ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå äåôîð-
ìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë ñ ó÷åòîì áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè.
Äàííàÿ çàäà÷à îñîáåííî âàæíà â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ìèêðîïðîöåññîðíîé òåõíè-
êè è íåîáõîäèìîñòüþ îòâîäà òåïëà îò ïðîöåññîðîâ.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ðåøåíèå çàäà÷ òåðìîìåõàíèêè, â êîòîðûõ ìà-
òåðèàë íàõîäèòñÿ â ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Â ñèñòåìàõ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, êàê ïðàâèëî, ðàâíî ðàñïðå-
äåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü òåïëîâîå ñîñòî-
ÿíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ìàòåðèàëà ñ ïîìîùüþ îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà
� êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ýíåðãèè õàîòè÷åñêîãî òåïëî-
âîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ. Âäàëè îò òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ.
Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íåñêîëüêèõ òåìïåðàòóð. Â ÷àñò-
íîñòè, èçâåñòíî, ÷òî òåìïåðàòóðû ðåøåòêè è ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â òâåðäûõ
òåëàõ, ïîäâåðæåííûõ ëàçåðíîìó âîçäåéñòâèþ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ. Íåñêîëüêî òåì-
ïåðàòóð òàêæå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè
óäàðíûõ âîëí è ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñëîæíûõ êðèñòàëëè-
÷åñêèõ ðåøåòêàõ. Ìîäåëèðîâàíèþ òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ â
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ñèëüíî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ì.Ï. Àëëåíà, À.Ê. Áåëÿå-
âà, Ò.Â. Äóäíèêîâîé, Ñ.Í. Ãàâðèëîâà, Ì.À. Ãóçåâà, Ä.À. Èíäåéöåâà, Ã. Êëåéíà,
À.Ì. Êðèâöîâà, Ñ.À. Êóêóøêèíà, Þ.Â. Ìåùåðÿêîâà, Ñ.À. Ëóðüå, Ê.Ë. Ìóðàòè-
êîâà, Þ.Â. Ïåòðîâà, È. Ïðèãîæèíà, Þ.Í. Ðàäàåâà, Â.Â. Ñòåãàéëîâà, Â.Å. Ôîð-
òîâà, À.Á. Ôðåéäèíà è äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÷àñòî âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà âûðàâíèâàíèÿ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Äëÿ îïèñàíèÿ äàííîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà
â ðàìêàõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä òðåáóåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà íà ìèêðî- è íà-
íîóðîâíå è ïîñòðîåíèÿ êîíòèíóàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìîãóò ýô-
ôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äèñêðåòíûå ìîäåëè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Â
÷àñòíîñòè, áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ðàçëè÷íûå âàðèàöèè ìåòîäà ÷à-
ñòèö, íàïðèìåð, ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå äèñ-
êðåòíûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ äåôîðìèðóåìûõ òåë íà ìèêðî- è íàíîóðîâíå âíåñëè
ðàáîòû À.Ê. Àáðàìÿíà, Á.Ä. Àííèíà, Í.Ì. Áåññîíîâà, Î.Â. Ãåíäåëüìàíà, Ð.Â.
Ãîëüäøòåéíà, È.Ô. Ãîëîâíåâà, Å.È. Ãîëîâíåâîé, Ì.Þ. Ãóòêèíà, À.È. Äìèòðè-
åâà, Ñ.Â. Äìèòðèåâà, Ê.Ï. Çîëüíèêîâà, Å.À. Èâàíîâîé, Ñ.Í. Êîðîáåéíèêîâà,
À.Ì. Êðèâöîâà, Ë.È. Ìàíåâè÷à, Í.Ô. Ìîðîçîâà, Ã.Ý. Íîðìàíà, Ñ.Ã. Ïñàõüå,
À.Â. Ñàâèíà, Ë.È. Ñëåïÿíà, Â.Ì. Ñàäîâñêîãî, Â.Â. Ñòåãàéëîâà, Ï.Å. Òîâñòèêà,
Â.Ì. Ôîìèíà, Â.Å. Ôîðòîâà, À.Ã. Øåéíåðìàíà, Å.Â. Øèëüêî è äðóãèõ àâòîðîâ.
Â ëèòåðàòóðå äèñêðåòíûå ìåòîäû â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíÿõ. Àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî
òåëà íóæäàþòñÿ â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè, êîòîðîìó è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðà-
áîòà.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçâèòèè ïîäõîäîâ ê àíàëèòè÷åñêîìó îïèñàíèþ òåð-
ìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Ðàçðàáîòêà ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ ïðîöåññîâ òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
è âîëíîâîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ íà ìèêðî-
è íàíîóðîâíå.

• Ðàçâèòèå ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë.

• Äåìîíñòðàöèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ïîäõîäîâ ïîñðåäñòâîì ðåøå-
íèÿ çàäà÷, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûì
â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëè÷å-
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ñêèõ òâåðäûõ òåë, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèíàìèêè ÷àñòèö. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Â ñëó÷àå ëè-
íåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé çàäà÷è ðåøàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àñèìï-
òîòè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðàëîâ, òàêèå êàê ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû. Â áîëü-
øèíñòâå çàäà÷ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî îïèñàíèÿ ê êîíòèíóàëüíî-
ìó. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ äâèæåíèé ÷à-
ñòèö äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Äëÿ âûâîäà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ â
ðÿä ïî ìàëûì âåëè÷èíàì, õàðàêòåðèçóþùèì òåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèö. Äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû èíòåãðèðî-
âàíèÿ Âåðëå è Êýíäè-Ðîçìóñà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè. Ðàáîòà èìå-
åò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçâèâàåìûå ïîäõîäû ìîãóò ïîñëóæèòü äëÿ ðàñ÷å-
òà ïîëåé òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé è òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ
òåëàõ, ñîäåðæàùèõ ìàëîå ÷èñëî äåôåêòîâ. Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ãëàâå 1,
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðóãîñòè è ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ
è êîíñòðóêöèé íà íàíîóðîâíå. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ãëàâå 2, ìîæåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ
ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ
ìàòåðèàëîâ â ñèëüíî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, ïðè ëàçåðíîì âîçäåé-
ñòâèè. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ãëàâå 3, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñàíèè ïå-
ðåíîñà ýíåðãèè ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ è ìå-
òàìàòåðèàëàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êðèñòàëëàõ è îïè-
ñàíèÿ îòâîäà òåïëà íà íàíîóðîâíå. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ãëàâå 4, ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü íîâûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
îïèñàíèè òåðìîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ òâåðäûõ òåë.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñòðîãîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ, ñðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íàó÷íóþ íîâèçíó ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà
çàùèòó:

1. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü âëèÿíèå âàêàíñèé íà óïðóãèå
è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
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øåòêè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå
âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàì-
êàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, â òî âðåìÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ äåôîðìàöèé
âáëèçè âàêàíñèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â
êîíòèíóàëüíîé òåîðèè.

2. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-
äûõ òåëàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ðåøåòêîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïî-
ëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå óðàâíèâàíèå êèíåòè-
÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòå-
ïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íà ïðèìåðå
äâóõàòîìíîé öåïî÷êè, äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè è ðåøåòêè ãðàôåíà
ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè.

3. Ðàçâèò ïîäõîä ê êîíòèíóàëüíîìó îïèñàíèþ ïåðåíîñà ýíåðãèè â êðèñòàëëè-
÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ðåøåòêîé â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè. Âûâåäåíà ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèå âî âðåìåíè íà÷àëü-
íîãî ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå. Àíàëèòè÷åñêè è
÷èñëåííî ðåøåí ðÿä çàäà÷ î ïåðåíîñå ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå, êâàä-
ðàòíîé ðåøåòêå è ðåøåòêå ãðàôåíà. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ïðîöåññå
ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê äâóõàòîìíîé öåïî÷êè îòëè÷à-
þòñÿ. Â ðåøåòêå ãðàôåíà ïåðåíîñ ýíåðãèè ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïåí.

4. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåðìîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-
äûõ òåë ñ áàëëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì òåïëîâîé ýíåðãèè. Àíàëèòè÷åñêè è
÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öåïî÷êè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà
ñ íà÷àëüíûì ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî
â äàííîé çàäà÷å âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, âûçâàííûé ñîâïàäåíèåì ÷àñòîò êîëå-
áàíèé òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ìåõàíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé ñèñòåìû. ×èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèêà-
þùèå çà ñ÷åò ðåçîíàíñà, çàòóõàþò ìîíîòîííî. Ýôôåêò âîçâðàùåíèÿ, õà-
ðàêòåðíûé äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, ïðè
êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå íå íàáëþäàåòñÿ.

5. Ðàçâèò ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ â
àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàïðÿæåíèÿ, îáúåì è òåïëîâóþ ýíåðãèþ ïðè
òåðìîóïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà. Ïîëó÷åíû ëèíåéíûå è íåëèíåé-
íûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, ñîâåðøàþùåé ïðîäîëüíûå è
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ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ, è èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñ ïàð-
íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äåôîðìàöèÿõ öå-
ïî÷êè çàâèñèìîñòü òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé îò òåïëîâîé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ
ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëÿ-
ëèñü íà åæåãîäíûõ ëåòíèõ êîíôåðåíöèÿõ �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè� (Ñ.-
Ïåòåðáóðã, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020); íà ìåæäóíà-
ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ 5th International Conference Auxetics and other materials
and models with "negative"characteristics (Ïîçíàíü, Ïîëüøà, 2014); Advances in
Micromechanics of Materials (Æåøóâ, Ïîëüøà, 2014); Recent Advances in Numeric-
al Simulation of Hydraulic Fracture (Æåøóâ, Ïîëüøà, 2014); Non-Equilibrium
Simulation Conference (NESC) (Øåôôèëä, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2016); íà Âñåðîññèé-
ñêîì ñúåçäå ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå (Óôà, 2019); íà ñåìèíàðå
èíñòèòóòà òâåðäîòåëüíûõ ïðîöåññîâ è òåõíîëîãèè ÷àñòèö, òåõíè÷åñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà Ãàìáóðãà (Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, 2011); ñåìèíàðå êàôåäðû õèìè÷åñêîé èí-
æåíåðèè óíèâåðñèòåòà Áðèãàìà-ßíãà (Ïðîâî, ÑØÀ, 2013); ñåìèíàðàõ êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Æåøóâà (Æåøóâ,
Ïîëüøà, 2012, 2013, 2014); ñåìèíàðàõ óíèâåðñèòåòà Ëóíäà (Ëóíä, Øâåöèÿ, 2016,
2018); ñåìèíàðå êàôåäðû ôèçèêè óíèâåðñèòåòà Àáåðäèíà (Àáåðäèí, Âåëèêîáðè-
òàíèÿ, 2017); ñåìèíàðå èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà (Íîâî-
ñèáèðñê, 2015); ñåìèíàðå êàôåäðû �Ìåõàíèêà è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ� Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïåòðà Âåëèêîãî (Ñ.-Ïåòåðáóðã,
2015).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿëèñü íà çàñåäàíèè áþðî îòäåëåíèÿ ýíåð-
ãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ (àêàäåìèê-
ñåêðåòàðü Â.Å. Ôîðòîâ); ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëü ñå-
ìèíàðà � àêàäåìèê ÐÀÍ È.Ã. Ãîðÿ÷åâà); ñåìèíàðå àêàäåìèêà Í.Ô. Ìîðîçîâà;
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíà-
ðà � ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ä.À. Èíäåéöåâ); ñåìèíàðå âûñøåé øêîëû òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïåòðà Âåëèêî-
ãî (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ À.Ì. Êðèâöîâ); ñåìèíàðå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà äðóæ-
áû íàðîäîâ (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í. À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé); ñåìèíàðå
Ëàáîðàòîðèÿ ôèçèêè è ìåõàíèêè ïîëèìåðîâ èíñòèòóòà õèìè÷åñêîé ôèçèêè èì.
Í.Í. Ñåìåíîâà ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í. Ë.È. Ìàíåâè÷).

Áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîòû âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ðîññèéñêîãî íà-
ó÷íîãî ôîíäà (No 14-11-00599, No 17-71-10213 è No 18-11-00201) è ðîññèéñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (14-01-00802, 14-01-00845, 16-29-15121,
19-01-00633, 20-37-70058).
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Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè, ïîëíîòà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïîëíîì îáúåìå â 17 ðàáîòàõ (èç íèõ
4 � áåç ñîàâòîðîâ) â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ðîññèè è/èëè âõîäÿùèõ
â ìåæäóíàðîäíûå áàçû öèòèðîâàíèÿ Web of Science èëè Scopus. Ñïèñîê ðàáîò
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîð-
ñòâå, ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 312 ñòðàíè-
öàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé
ëèòåðàòóðû. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 61 ðèñóíîê. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 262
íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàþòñÿ àêòóàëüíîñòü, íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è
ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû, ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ
ìåòîäîâ.

Â ãëàâå 1 ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê îïèñàíèþ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êðè-
ñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë ñ âàêàíñèÿìè. Âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ íà ïðèìåðå äâó-
ìåðíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè. Çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè ñ âàêàíñèÿìè
ðåøàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî. Â àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ ðàññìàòðèâà-
åòñÿ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà âàêàíñèé. Âàêàíñèÿ ìîäåëèðóåòñÿ çà ñ÷åò
ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçåé ñ îòðèöàòåëüíîé æåñòêîñòüþ. Îïðåäåëÿåòñÿ
òî÷íîå ïîëå ïåðåìåùåíèé â ðåøåòêå ïðè äâóõîñíîì äåôîðìèðîâàíèè. Èññëåäó-
åòñÿ âëèÿíèå âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ðåøåò-
êè. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ î äåôîð-
ìèðîâàíèè ðåøåòêè ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé è ñ ðåøåíèåì ðÿäà
çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äåëàþòñÿ âûâîäû î ïðèìåíèìîñòè êîíòèíó-
àëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé, ñîçäàâàåìûõ âàêàíñèÿìè, à
òàêæå âëèÿíèÿ âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî äèñêðåòíûì è êîíòè-
íóàëüíûì ìåòîäàì îïèñàíèÿ óïðóãîñòè êðèñòàëëîâ íà íàíîóðîâíå. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñîçäàâàåìûõ äåôåêòàìè, â
êîíòèíóàëüíîé è äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêàõ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèì ìåòîäàì îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé.

Â ïàðàãðàôå 1.2 âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òðåóãîëüíîé ðå-
øåòêè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé ïîä âîçäåéñòâèåì íàãðóçêè,
ïðèëîæåííîé íà áåñêîíå÷íîñòè. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Ââî-
äÿòñÿ èíäåêñû n,m, íóìåðóþùèå ÷àñòèöû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîðû
÷àñòèö ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè èìåþò âèä rn,m = a(neu+mev), ãäå eu, ev � áàçèñ-
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Ðèñ. 1: Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îãðàíè÷èâàåò ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè.

íûå âåêòîðû ðåøåòêè. Êàæäàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñ áëèæàéøèìè
ñîñåäÿìè ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ ñèë. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ðåøåòêè â âèäå îäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ââîäÿòñÿ ñâÿçè ñ îòðè-
öàòåëüíûìè æåñòêîñòÿìè.

Â ïàðàãðàôå 1.3 óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåøåòêè ñ âàêàíñèÿìè ðåøàþòñÿ
àíàëèòè÷åñêè. Ââîäèòñÿ ñðåäíèé òåíçîð äåôîðìàöèè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ε,
ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà ðåøåòêó íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ íà
áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâîÿêî-ïå-
ðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ũn,m è ëèíåéíîé ôóíêöèè òåíçîðà äåôîðìàöèè ε:

un,m = ũn,m + aε · (neu +mev), ũn+α(2N+1),m+β(2N+1) = ũn,m, (1)

ãäå α è β � öåëûå ÷èñëà, 2N + 1 � ÷èñëî ÷àñòèö âäîëü ñòîðîíû ÿ÷åéêè. Ïîäñòà-
íîâêà (1) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàåò óðàâíåíèÿ äëÿ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ÷à-
ñòè ïåðåìåùåíèé ũn,m. Ðåøåíèå äàííûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äàåò òî÷íîå ïîëå ïåðåìåùåíèé â äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé
çàäà÷å.

Ïðè îáúåìíîì äåôîðìèðîâàíèè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè òî÷íîå ïîëå ïåðåìå-
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ùåíèé èìååò âèä:

un,m = vm,n = aε

(
n− m

2
− Gn,m

1 +G1,0

)
, un,m = un,m · eu, vn,m = un,m · ev,

Gn,m =
1

2(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

g(sθ, pθ) sin
(

(sn+ pm)θ
)
, θ =

2π

2N + 1
,

g(x, y) =
sin y sin2 x

2 − sinx sin2 x+y
2

sin2 x
2 sin2 y

2 + sin2 x
2 sin2 x+y

2 + sin2 y
2 sin2 x+y

2

.

(2)
Ôîðìóëà (2) äàåò, â ÷àñòíîñòè, ïåðåìåùåíèå u1,0 ÷àñòèöû, ñîñåäíåé ñ âàêàíñèåé.
Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ÿ÷åéêè u1,0∞ ≈ 1.642aε, ãäå aε � ïåðåìåùåíèå òîé æå
÷àñòèöû â êðèñòàëëå áåç âàêàíñèè.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîé ìîäåëè, ñðàâíèâàþò-
ñÿ ñ ðåøåíèåì ïîõîæåé çàäà÷è êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîëå ïåðåìå-
ùåíèé â ïëàñòèíå ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν0 = 1/3, ñîäåðæàùåé êðóãîâîå
îòâåðñòèå ðàäèóñà R, íàãðóæåííîé ïðèëîæåííûì íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíè-
åì σ0 èìååò âèä (çàäà÷à Êèðøà)

u · er = εr + 2
εR2

r
, ε =

σ0
2K0

, (3)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îòâåðñòèÿ, er = r/r, K0 � ìîäóëü îáúåìíîãî
ñæàòèÿ. Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö â ðåøåòêå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â àíàëîãè÷íîì âèäå:

un,m · er = εr + ũn,m · er. (4)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (3) ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîíòèíóàëüíûì âû-
ðàæåíèåì (4). Ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ũn,m · er
îò áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ r/a äî öåíòðà âàêàíñèè ïðè N = 100. Êðóãè ïî-
êàçûâàþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è. Ëèíèè ïîêàçûâàþò àíà-
ëîãè÷íûå êîíòèíóàëüíûå çàâèñèìîñòè. Âèäíî, ÷òî ïðè r/a > 10 ïåðåìåùåíèÿ
÷àñòèö õîðîøî îïèñûâàþòñÿ êîíòèíóàëüíîé òåîðèåé. Ñðàâíåíèå òàêæå ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ âàêàíñèè R ≈ 0.55a. Îñíîâíîå îòëè÷èå
äèñêðåòíîãî è êîíòèíóàëüíîãî ðåøåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè âàêàí-
ñèè äèñêðåòíîå ðåøåíèå âåäåò ñåáÿ íåìîíîòîííî.

Òàêæå âûâîäèòñÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé ïðè äâóõîñíîì
äåôîðìèðîâàíèè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, êîòîðàÿ äàëåå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé è êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè.

Â ïàðàãðàôå 1.4 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîãî âûøå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé
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Ðèñ. 2: Ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ïåðåìåùåíèÿ (ũn,m ·er) ÷àñòèö â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå
ñ âàêàíñèåé ïðè îáúåìíîì äåôîðìèðîâàíèè (N = 100).

èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå
óïðóãèå ìîäóëè ðåøåòêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Ãóêà óïðóãèå ìîäóëè âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç ñðåäíèé âåêòîð íàïðÿæåíèé, ðàâíûé ñðåäíåé ñèëå íà ãðàíèöå
ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè.

Â ïàðàãðàôå 1.5 ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñî
ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ìîëåêóëÿðíî-äè-
íàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íî-
ñòè, ñîäåðæàùàÿ áîëüøîå ÷èñëî âàêàíñèé (ðèñ. 3). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

Ðèñ. 3: Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé (p = 0.01
è p = 0.05). Ïîðèñòîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî óäàëåííûõ ÷àñòèö, îòíåñåííîå
ê ïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö â îáðàçöå.

íà ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè íàêëàäûâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ. Óïðóãèå ìî-
äóëè âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Ãóêà. Çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðó-
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ãèõ ìîäóëåé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîðèñòîñòè ýôôåêòèâ-
íûå óïðóãèå ìîäóëè ðåøåòêè ñî ñëó÷àéíûì è ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè
âàêàíñèé ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ïðè óâåëè÷åíèè ïîðèñòîñòè óïðóãèå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó âàêàíñèÿìè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ðåøåòêà ñ ïåðèîäè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé ñòàíîâèòñÿ áîëåå æåñòêîé, ÷åì ñî ñëó÷àéíûì.

Â ïàðàãðàôå 1.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè çàìåíû ðåøåò-
êè ñ âàêàíñèÿìè äâóìåðíîé ñïëîøíîé ñðåäîé ñ îòâåðñòèÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé è êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè. Îïðåäåëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíàÿ ôîðìà äàííûõ îòâåðñòèé.

Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè äâóìåðíîé ñïëîøíîé ñðåäû ñ îòâåðñòèÿì â
ïðèáëèæåíèè íåâçàèìîäåéñòâèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (ñì. ðàáîòû Ì.Ë.
Êà÷àíîâà, Ð. Öèììåðìàíà):

E =
E0

1 + 2h1p
, ν =

ν0 + 2h2p

1 + 2h1p
, (5)

ãäå E0, ν0 � óïðóãèå ìîäóëè ìàòåðèàëà áåç âàêàíñèé; h1, h2 � ôàêòîðû ôîðìû.
Ôîðìóëû (5) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ìîäóëåé
îò ïîðèñòîñòè (ñì. ðèñ. 4). Â ñëó÷àå, åñëè ôàêòîðû ôîðìû áåðóòñÿ òàêèìè

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü óïðóãèõ ìîäóëåé îò ïîðèñòîñòè äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñ
äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêèì (òî÷êè) è ñëó÷àéíûì (êðåñòèêè) ðàñïðåäåëåíèåì âàêàí-
ñèé. Ëèíèè � ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëå (5) ïðè íàèëó÷øåì âûáîðå ôàêòîðîâ ôîðìû
ïîð (ñïëîøíàÿ) è êðóãëûõ ïîðàõ (ïóíêòèðíàÿ).

æå êàê äëÿ êðóãëûõ ôîðì, ïîëó÷àåòñÿ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ
äèñêðåòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî
äèñêðåòíûì è êîíòèíóàëüíûì ìîäåëÿì ïîëó÷àåòñÿ ïðè h1 = 2.036, h2 = 0.810.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé âáëèçè âàêàíñèé. Êî-
ýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ìàêñèìàëü-
íîé äåôîðìàöèè ñâÿçè, áëèçêîé ê âàêàíñèè, ê ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè ñâÿçåé
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íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå îáúåìíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå äåôîðìàöèè äîñòèãàåòñÿ â ñâÿçÿõ, îêðóæàþùèõ âàêàíñèþ (êîýôôèöèåíò
êîíöåíòðàöèè ðàâåí 1.642). Ïðè îäíîîñíîì äåôîðìèðîâàíèè â ãîðèçîíòàëüíîì
è âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèõ êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèè ïîëó÷àþòñÿ ðàâíû-
ìè 1.282 è 1.449 ñîîòâåòñòâåííî. Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíòû
êîíöåíòðàöèè çàìåòíî íèæå, ÷åì â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòèíóàëüíûõ çàäà÷àõ
òåîðèè óïðóãîñòè.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèõ â óïðó-
ãèõ òâåðäûõ òåëàõ ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Â êà÷åñòâå ìîäåëè äåôîð-
ìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ èäåàëüíàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ
ðåøåòêà ïðîñòîé èëè ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî íåðàâíî-
âåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöàì ñîîáùàþòñÿ ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå ïåðå-
ìåùåíèÿ. Ïðè ýòîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâíûì îáðàçîì
ðàñïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Èññëåäóåòñÿ äâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññà: ïå-
ðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû è óðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå êèíå-
òè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Ïðîâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè. ×èñëåííî
èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ìàëîé íåëèíåéíîñòè íà âûøåóïîìÿíóòûå ïåðåõîäíûå ïðî-
öåññû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðî-
åíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè
ñïëîøíûõ ñðåä (â ò.÷. äëÿ îïèñàíèÿ ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà äåôîðìèðóåìîå
òâåðäîå òåëî).

Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïåðå-
õîäíûõ ïðîöåññîâ â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Â ïàðàãðàôå 2.2 èññëåäóþòñÿ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â óïðóãèõ òåëàõ ñ ïðî-
ñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé, êàæäàÿ ÷àñòèöà êîòîðîé èìååò îäíó ñòåïåíü
ñâîáîäû. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ü (x) = Dxu (x) , Dxu (x) = ω2
∗

∑
α

bαu(x + aα), bα = b−α, (6)

ãäå u(x) � ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x; ω∗ � õàðàêòåðíàÿ ÷à-
ñòîòà; aα = a−α � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ÷àñòèöó ñ åå ñîñåäîì α; ñóììèðîâàíèå
âåäåòñÿ ïî âñåì ñîñåäÿì. Ïîäáîð ïàðàìåòðîâ aα è bα â óðàâíåíèè (6) ïîçâîëÿ-
åò îïèñûâàòü ëèíåàðèçîâàííûå êîëåáàíèÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ðåøåòîê ñ
ïàðíûìè è ìíîãî÷àñòè÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (6) äî-
ïîëíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì
íàïðàâëåíèÿì. Â àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ñëó-
÷àé, êîãäà ðàçìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî íåðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-
ãî òåëà èñïîëüçóþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(x) = 0, v(x) = v0 (x) , (7)

ãäå v = u̇; v0 (x) � íåêîðåëëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå
êðèñòàëëà, ïðè êîòîðîì äèñïåðñèÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé íå çàâèñèò îò x. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (7) ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýíåðãèé,
ïðèõîäÿùèõñÿ íà ñîáñòâåííûå ôîðìû ñèñòåìû, ðàâíû.

Óðàâíåíèÿì äèíàìèêè (6) ñîîòâåòñòâóåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

ω2(k) = −ω2
∗

(
b0 + 2

∑
α>0

bα cos (k · aα)

)
, k =

1

a

d∑
j=1

pjẽj, (8)

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð, ẽj � âåêòîðû áàçèñà, îáðàòíîãî ê áàçèñó ðåøåòêè.
Âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-

íîé ýíåðãèé â êðèñòàëëå (6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (7). Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè. Ââîäèòñÿ îáîáùåííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K(x,y) = M
〈
v(x)v(y)

〉
/2

äëÿ ÷àñòèö ñ ðàäèóñ-âåêòîðàìè x è y. Çäåñü è äàëåå óãëîâûìè ñêîáêàìè
〈
...
〉

îáîçíà÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. ÄëÿK(x,y) ôîðìóëèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ
çàäà÷à:

....
K − 2 (Dx +Dy) K̈ + (Dx −Dy)

2K = 0, DxK = ω2
∗

∑
α

bαK(x + aα,y), (9)

K = T0δD(x− y), K̇ = 0, K̈ = T0 (Dx +Dy) δD(x− y),
...
K = 0, (10)

ãäå T0 = M
2

〈
v0(x)2

〉
; δD(0) = 1, δD(x− y) = 0 ïðè x 6= y.

Äåòåðìèíèðîâàííàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (9), (10) ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ðåøåíèå äàåò, â ÷àñòíîñòè, òî÷íóþ ôîðìó-
ëó, îïèñûâàþùóþ èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåøåòêàõ (6):

T =
T0
2

[
1 +

∫
k

cos
(
2ω(k)t

)
dk

]
,

∫
k

...dk =
1

(2π)d

∫ 2π

0

..

∫ 2π

0

...dp1..dpd. (11)

Âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì äèñïåðñèîííî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ. Àíàëèç ôîðìóëû (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
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ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåð-
ãèè ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýíåðãèè âû-
ðàâíèâàþòñÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê ïîëîâèíå ñâîåãî íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ.

Ôîðìóëà (11) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â íåñêîëüêèõ
îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòêàõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ
öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñîåäèíåííûõ ëèíåéíûìè ïðóæèíêà-
ìè. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ôîðìóëà (11) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûì
äðóãèìè ñïîñîáàìè â ðàáîòàõ È. Ïðèãîæèíà è À.Ì. Êðèâöîâà.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàñòÿíóòîé êâàä-
ðàòíîé ðåøåòêå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ñ
áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ëèíåéíûìè ïðóæèíêàìè. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè çàïèñû-
âàþòñÿ â âèäå (6) ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

ω∗ =

√
F

Ma
, b±1 = b±2 = 1, b0 = −4, a±1 = ±ai, a±2 = ±aj, (12)

ãäå F � ñèëà ïðåäâàðèòåëüíîãî íàòÿæåíèÿ,M � ìàññà ÷àñòèöû. Äèñïåðñèîííîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ äàííîé ðåøåòêè èìååò âèä

ω = 2ω∗

√
sin2(p1/2) + sin2(p2/2), ka = p1i + p2j. (13)

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè (11), (13). Ðàñ÷åòû
ïî äàííûì ôîðìóëàì õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äèíàìèêè (ñì. ðèñ. 5). Îñöèëëÿöèè, âûçâàííûå âûðàâíèâàíèåì êè-
íåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé çàòóõàþò ñî âðåìåíåì êàê 1/t.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ðàñòÿíóòîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè,
ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå ïîäõîäà, ðàçâèòîãî â ïàðàãðà-
ôå 2.2 íà ñëó÷àé óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ èìååò
N ñòåïåíåé ñâîáîäû. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÿ÷åéêè ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x çàïèñû-
âàþòñÿ â âèäå:

Mv̇(x) = Dxu(x), Dxu(x) =
∑
α

Cαu(x + aα), Cα = C>−α, (14)

ãäå u(x) = (u1, u2, .., uN)> � ñòîëáåö èç êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö ÿ÷åé-
êè; v(x) = u̇(x); > � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ; M � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç ìàññ ÷àñòèö; ýëåìåíòû ìàòðèöû Cα îïðåäåëÿþò âêëàä ÿ÷åé-
êè α â ñóììàðíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ÿ÷åéêó x. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî
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Ðèñ. 5: Îñöèëëÿöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàñòÿíóòîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå.
Ôîðìóëû (11),(13) (ëèíèÿ) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè (òî÷êè).

âñåì ñîñåäíèì ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì α. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (14) ðåøàþòñÿ ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

u(x) = 0, v(x) = v0(x), (15)

ãäå v0(x) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì, äèñïåðñèÿ v0 íå çàâèñèò îò x.

Âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû Ω(k), ñîáñòâåííûå ÷èñëà
êîòîðîé äàþò êâàäðàòû ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâîìó âåêòîðó k:

Ω = −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα. (16)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà Ω ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé ñèñòåìû (14) ñî ñëó-

÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (15). Ââîäèòñÿ îáîáùåííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿK(x,y) è ìàòðèöà T (x), äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèÿì êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿì ñâîáîäû
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè:

K(x,y) =
1

2
M

1
2

〈
v(x)v(y)>

〉
M

1
2 , T (x) = K(x,x). (17)

Ïîâåäåíèå îáîáùåííûõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé K(x,y) îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíîé
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çàäà÷åé:

....
K − 2

(
DK̈ + K̈D

)
+D2K − 2DKD +KD2 = 0,

DK =
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2K (x− y + aα) ,

(18)

K = K0 = T 0δD(x− y), K̇ = 0, K̈ = DK0 +K0D,
...
K = 0, (19)

ãäå T 0 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ðåøåíèå çàäà-
÷è (18), (19), äàåò, â ÷àñòíîñòè, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû T :

T =

∫
k

PT ′P ∗>dk, T ′ij =
1

2
{P ∗> T 0P }ij [cos((ωi − ωj)t) + cos((ωi + ωj)t)] .

(20)
Çäåñü {...}ij � ýëåìåíò ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè i, j; ωi(k) ≥ 0, i = 1, .., N ; ìàòðèöà
P ñîñòîèò èç íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû;
èíòåãðàë ïî k îïðåäåëåí ôîðìóëîé (11). Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ
ðàâíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû, âûïîëíÿåòñÿ:

T =
1

N
trT =

T0
2

[
1 +

1

N

N∑
j=1

∫
k

cos (2ωj(k)t) dk

]
, T0 =

1

N
trT 0. (21)

Ôîðìóëà (20) îïèñûâàåò äâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññà: âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ñòåïå-
íÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíÿì ñâî-
áîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà ñòðåìÿòñÿ ê ñòà-
öèîíàðíûì çíà÷åíèÿì, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëîé:

T eq =
1

2N
trT 0E +

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devT 0P

)
P ∗>dk, (22)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ôîðìóëà (22) ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ðàçëè÷íû. Åñëè íà÷àëüíûå êèíå-
òè÷åñêèå ýíåðãèè ðàâíû, òî îíè òàêæå ðàâíû â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè.

Ôîðìóëû (20), (22) ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â öå-
ïî÷êå ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè è æåñòêîñòÿìè, òðåóãîëüíîé ðåøåòêå è ðåøåò-
êå ãðàôåíà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åðåäóþùèõñÿ ÷àñòèö ìàññm1 èm2,
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ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ æåñòêîñòÿìè c1 è c2. Óðàâíåíèÿ äè-
íàìèêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (14) ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöM ,
Cα:

M =

[
m1 0
0 m2

]
, C1 = C>−1 =

[
0 0
c2 0

]
, C0 =

[
−c1 − c2 c1

c1 −c1 − c2

]
. (23)

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â öåïî÷êå îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé:

T =
T0
2

+ Tac + Top, Tac =
T0
8π

∫ 2π

0

cos(2ω2t)dp, Top =
T0
8π

∫ 2π

0

cos(2ω1t)dp,

(24)
ãäå T0 � íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ; ωj(p), j = 1, 2 � äèñïåðñèîííîå ñî-
îòíîøåíèå. Ðàñ÷åòû ïî ôîðìóëå (24) ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (ñì. ðèñ. 6A). Âåëè÷èíû Tac, Top, îïðåäåëÿþùèå
âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ïîêàçàíû íà ðèñ. 6B. Âèäíî, ÷òî
âêëàä îïòè÷åñêîé âåòêè èìååò ôîðìó áèåíèé, à âêëàä àêóñòè÷åñêîé � èìååò
îäíó õàðàêòåðíóþ ÷àñòîòó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé ôàçû ïîêà-
çàíî, ÷òî ÷àñòîòû êîëåáàíèé ýíåðãèè ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó öåïî÷êè, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðóïïîâûå ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ.

Ðèñ. 6: A. Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â öåïî÷êå (m2 = 4m1, c1 = c2).
Íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ðàâíû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå (24), òî÷êè � ÷èñëåííîå ðåøåíèå. B. Âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ (Tac, ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) è îïòè÷åñêèõ (Top, òî÷êè) âåòîê.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (22) âû÷èñëÿþòñÿ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ìàññm1,
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m2 â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè
ðàñ÷åòîâ íåîòëè÷èìû îò ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìè-
êè (ñì. ðèñ. 7). Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ýíåðãèè ïîäðåøåòîê óðàâíèâàþòñÿ
òîëüêî â ñëó÷àå m1 = m2.

Ðèñ. 7: Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê â äâóõàòîì-
íîé öåïî÷êå ïðè c1

c2
= 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ); 1

2 (òî÷êè); 1
4 (êîðîòêèé ïóíêòèð);

1
8 (ïóíêòèð);

1
16 (øòðèõ-ïóíêòèð);

1
32 (øòðèõ-ïóíêòèð ñ äâóìÿ òî÷êàìè).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ðàñòÿíóòîé ðåøåòêå
ãðàôåíà, ñîâåðøàþùåé òîëüêî ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ñ
áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ïðåäâàðèòåëüíî ðàñòÿíóòûìè ïðóæèíêàìè. Óðàâíåíèå
äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû (14) ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè
ìàòðèöM , Cα:

C0 =

[
−3c c
c −3c

]
, C1 = C2 = C>−1 = C>−2 =

[
0 0
c 0

]
, M = ME, (25)

ãäå c � æåñòêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ïðåäâàðèòåëüíûì íàòÿæåíèåì ãðàôåíà. Ñòðî-
èòñÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ äàííîé ðåøåòêè:

ω2 = ω2
∗

(
3±

√
3 + 2 (cos p+ cos q + cos (p− q))

)
, k =

1

b
(pẽ1 + qẽ2) , (26)

ãäå b � ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè ÿ÷åéêàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî êîëåáàíèÿ
ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ýíåðãèÿìè ïîäðåøåòîê è îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëàìè (21), (26). Òàêæå äîêàçû-
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âàåòñÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ñòðåìÿòñÿ ê îäèíà-
êîâîìó çíà÷åíèþ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ëèíåéíîé äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé
ðåøåòêå ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïîêàçàíî, ÷òî êîëåáàíèÿ êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (21), êîòîðàÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ
èìååò àñèìïòîòèêó:

2T

T0
≈1+

1

2
√

2πω∗t

(
2

√
6

7
cos

(
9

2
ω∗t

)
+
√

3 sin
(

2
√

6ω∗t
)

+
3√
7

cos
(

2
√

2ω∗t
))

.

(27)
Ñðàâíåíèå àñèìïòîòèêè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà (27) èìååò
ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü óæå íà÷èíàÿ ñ t ≈ τ∗.

Íà ïðèìåðå òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè Ëåííàðäà-Äæîíñà èñ-
ñëåäóåòñÿ âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíè-
ÿì. Íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèè âûðàâíèâàþòñÿ áûñòðåå, ÷åì â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, êèíåòè-
÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, óðàâíèâàþòñÿ (ñì.
ðèñ. 8). Íà ìàëûõ âðåìåíàõ ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé õîðîøî îïèñûâà-
åòñÿ ëèíåéíîé ìîäåëüþ.

Ðèñ. 8: Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì ïðè ðàç-
íûõ àìïëèòóäàõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé v0 (v0/vd = 0.05 (òî÷êè); 0.25 (ïóíêòèð);
0.5 (øòðèõ-ïóíêòèð); ôîðìóëà (22) (øòðèõ-ïóíêòèð ñ äâóìÿ òî÷êàìè); ðåøåíèå
äëÿ ëèíåéíîãî êðèñòàëëà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)). Çäåñü vd � ñêîðîñòü äèññîöèàöèè.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ
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òâåðäûõ òåëàõ. Êàê è â ãëàâå 2 â êà÷åñòâå ìîäåëè óïðóãîãî òâåðäîãî òåëà
èñïîëüçóåòñÿ èäåàëüíàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïðîñòîé èëè ñëîæíîé ñòðóê-
òóðû. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöàì ñîîáùàþòñÿ ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàííîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè. Òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå
ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ íà òåëî óëüòðàêîðîòêîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Ðàçâèâàåòñÿ
ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé àíàëèòè÷åñêè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàòü
ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî êðèñòàëëó çà ñ÷åò óïðóãèõ âîëí. Ïðîâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè.

Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåí-
íûì ìåòîäàì îïèñàíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè â êðèñòàëëàõ íà íàíîóðîâíå.

Â ïàðàãðàôå 3.2 èññëåäóþòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ
ñî ñêàëÿðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (6) ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (7). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé
â ôîðìóëå (7) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà øàãà ðåøåòêè.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè îáîáùåí-
íûõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé (9) ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T0 = M
2

〈
v0(x)2

〉
:

K = T0(x)δD(x− y), K̇ = 0, K̈ = (Dx +Dy)
(
T0(x)δD(x− y)

)
,

...
K = 0.

(28)
Ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (9). Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå

x− y è r = (x + y)/2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ K(r,x− y) ìåäëåííî ìå-
íÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ïåðâîãî àðãóìåíòà íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà øàãà ðåøåòêè,
òîãäà

DxK ≈ (D + R · ∇)K, R =
ω2
∗

2

∑
α

bαSαaα, D = ω2
∗

∑
α

bαSα, (29)

ãäå SαK = K (r,x− y + aα), ∇ = ∂
∂r � íàáëà-îïåðàòîð. Ñ ó÷åòîì êîíòèíóàëè-

çàöèè óðàâíåíèå (9) ïðèíèìàåò âèä:

....
K − 4DK̈ + 4 (R · ∇)2K = 0. (30)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé è
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äàåò ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè:

T = TF + TS, TF =
T0(r)

2

∫
k

cos
(
2ωt
)
dk, TS =

1

2

∫
k

T0(r + vgt)dk, (31)
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ãäå vg(k) � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü. Çäåñü TF îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
óðàâíèâàíèåì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, ðàññìîòðåííûå â ãëàâå
2, à TS � ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ âîë-
íàìè, èìåþùèìè ôîðìó íà÷àëüíîãî âîçìåùåíèÿ T0 è ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ñ
ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (31) ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
î ïåðåíîñå ýíåðãèè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îíî èìååò âèä:

TS =
A

4πt

∑
j

|v′g(pj)|−1, |vg(pj)| = |x|/t, (32)

ãäå A � êîíñòàíòà; ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âåùåñòâåííûì êîðíÿì pj âòîðîãî
óðàâíåíèÿ. Ôîðìóëà (32) ïîêàçûâàåò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè â ýêñòðåìóìàõ ôóíêöèè vg(p). Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà
ýíåðãèè ðàâíà ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòè.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå äëÿ äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðå-
øåòîê. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ t2TS
� àâòîìîäåëüíàÿ, à ôîðìà ôðîíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ � îêðóæíîñòü.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäóåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè â ðàñòÿíóòîé êâàäðàòíîé ðå-
øåòêå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ (ñì. ïàðàãðàô 2.2). Äëÿ íåå ôóí-
äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè èìååò âèä:

TS =
A

2(πc∗t)2

∑
j

qj
|q2j − r̃2(qj + 1)|

,

q3j − 2
(
r̃2 + 1

)
q2j +

(
(r̃2 + 1)2 − 4x̃2ỹ2 + 1

)
qj − 2r̃2 = 0,

(33)

ãäå r̃2 = 1− x̃2− ỹ2, x̃ = x
c∗t
, ỹ = y

c∗t
, c∗ � ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ãðóïïîâîé ñêî-

ðîñòè. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âåùåñòâåííûì êîðíÿì qj äàííîãî êóáè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèì èíòåðâàëó [0; 2]. Ôîðìóëà (33) ïîêàçûâàåò,
â ÷àñòíîñòè, ÷òî ôðîíò ýíåðãèè èìååò ôîðìó êðóãà ðàäèóñà c∗t.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (31) ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïåðåíîñå ýíåðãèè ïðè
T0(x) = T1(1 + H(x)), ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà; T1 � êîíñòàíòà. Ðåøåíèå
ïîêàçàíî íà ðèñ. 9. Íåáîëüøèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì
ðåøåíèÿìè íàáëþäàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, ãäå ýíåðãèÿ èìååò ìàêñè-
ìàëüíûé ãðàäèåíò.

Òàêæå äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî ðåøàþòñÿ çàäà-
÷è ñ ñèíóñîèäàëüíûì, êðóãîâûì è ïðÿìîóãîëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿìè íà÷àëüíîé
ýíåðãèè.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé
óïðóãèõ òåë ñî ñëîæíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé. Ôîðìóëèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ
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Ðèñ. 9: Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â êâàäðàòíîé ðåøåòêå ïðè t = 15τ∗. Ïóíêòèð �
T0(x)/2, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ôîðìóëà (31), êðóãè � ÷èñëåííîå ðåøåíèå.

çàäà÷à (14), (15), ê êîòîðîé äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå:〈
v0(x)

〉
= 0,

〈
v0(x)v0(y)

〉
= 2M− 1

2T 0(x)M− 1
2δD(x− y). (34)

Ôóíêöèÿ T 0(x) çàäàåò íà÷àëüíîå ïîëå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñâîéñòâ äèíàìè÷å-
ñêîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (15), (34), îïèñûâàþùåå
èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé:

T (x, t) =

∫
k1

∫
k2

∑
y

P 1J1P
∗>
1 T 0(y)P 2J2P

∗>
2 ei(k1−k2)·(x−y)dk1dk2, (35)

ãäå J i = J(ki), Jij = cos (ωit) δij, P i = P (ki). Ìàòðèöà T ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå T = T F + T S. Òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ T F , T S ïðèâåäåíû â äèññåðòàöèè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ T 0(x) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿä-
êà øàãà ðåøåòêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â ôîðìóëå (35)
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ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ:

T = T F + T S, T F ≈
∫
k

P T̃ FP
∗>dk, T S ≈

∫
k

P T̃ SP
∗>dk,

{T̃ F}ij =
1

2
{P ∗>T 0(x)P }ij [cos((ωi + ωj)t) + (1− δij) cos((ωi − ωj)t)] ,

{T̃ S}ij =
1

4
{P ∗>

(
T 0(x + vjgt) + T 0(x− vjgt)

)
P }jjδij,

(36)

ãäå vjg � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòêå äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ωj. Çäåñü T F îïèñûâàåò óðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû, à T S �
ïåðåíîñ ýíåðãèè. Â ñëó÷àå T 0 = const ôîðìóëà (36) ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðå-
øåíèåì (20). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (36), ýíåðãèÿ ÿ÷åéêè x â ìîìåíò t
çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèé ÿ÷ååê, íàõîäÿùèõñÿ îò x íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåì max

k,j

(
|vjg|
)
t.

Ôîðìóëà (36) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè. Â ÷àñòíî-
ñòè, âûâîäèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè. Äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, óìíîæåííîå íà td � àâòîìîäåëüíîå è
çàâèñèò îò x/t. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôðîíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíäàìåíòàëüíî-
ìó ðåøåíèþ, èìååò ôîðìó ñôåðû, ðàäèóñ êîòîðîé ëèíåéíî ðàñòåò âî âðåìåíè
ñ ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ (ñì. ðèñ. 11). Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñè-
íóñîèäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ýíåðãèè

T 0(x) =

(
Tb + ∆T sin

2πx · e
L

)
E, (37)

ãäå Tb, ∆T � êîíñòàíòû; L � äëèíà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè â íàïðàâëåíèè âîç-
ìóùåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè èìååò âèä:

T =
1

d
trT = TF + TS, TF =

1

2N

(
Tb + ∆T sin

2πx

L

) N∑
j=1

∫
k

cos(2ωjt)dk,

TS =
Tb
N

+
∆T

2N
sin

2πx

L

N∑
j=1

∫
k

cos
2πvjgt

L
dk.

(38)
Çäåñü vjg = vjg · e. Èç ôîðìóëû (38) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû TF è TS èìåþò ðàçíûå
õàðàêòåðíûå âðåìåíà. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ TF ñîèçìåðèìî ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé
àòîìîâ, à õàðàêòåðíîå âðåìÿ TS îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ïðîõîæäåíèÿ âîëíîé
ðàññòîÿíèÿ L.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå ñ ÷åðåäóþùèìè-
ñÿ ìàññàìè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè (14), (23). Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôîðìóëû (36) ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñî ñòóïåí÷àòûì ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîé ýíåð-
ãèè:

T 0(x) = Tb (1 +H(x))E. (39)

Ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè t > 0 ýíåðãèè ïîäðåøåòîê T11, T22 ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíè ðàâíû â
êàæäîé òî÷êå (ñì. ðèñ. (10)).

Ðèñ. 10: Ïåðåíîñ ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ýíåðãèè (39) ïðè m2 = 2m1, c1 = c2. Ïîêàçàíû ýíåðãèè ïîäðåøåòîê T11 (ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ è êâàäðàòû) è T22 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ è êðóãè) â ìîìåíò âðåìåíè
t = 500τmin. Çäåñü τmin = 2π/ωmax, ωmax � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà. Ëèíèè �
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî÷êè � ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î çàòóõàíèè ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ íà÷àëüíîé êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè (37). Ôîðìóëà (38) ïîêàçûâàåò, ÷òî êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,
ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ïðè t > 0 îòëè÷àþòñÿ (T11 6= T22), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíè ðàâíû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò
íåìîíîòîííî.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè â ðåøåòêå ãðàôåíà, îïèñûâàåìîé óðàâíå-
íèìè äèíàìèêè (14) è (25). Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïåðåíîñå ýíåðãèè â ñëó÷àå, êîãäà
íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà T1 â êðóãå ðàäèóñà 10a è ðàâíà íóëþ â îñòàëüíûõ
òî÷êàõ. Ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè îñðåäíåíèè ïî ðåàëèçàöèÿì ñ ðàç-
ëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïîêàçàíà íà ðèñ. 11. Âèäíî, ÷òî ôðîíò ýíåðãèè
èìååò ôîðìó îêðóæíîñòè. Â òîæå âðåìÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè ñóùåñòâåííî àíèçîòðî-
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Ðèñ. 11: Ïîëå ýíåðãèè â ãðàôåíå â ìîìåíò âðåìåíè t = 20τ∗. Ïîêàçàíû ðåçóëü-
òàòû îñðåäíåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî 10, 102, 103, 104 ðåàëèçàöèé. Öâåòîâàÿ
øêàëà ïîêàçûâàåò T/T1.

ïåí.
Ðåøàþòñÿ çàäà÷è î çàòóõàíèè ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé

ýíåðãèè (37) â íàïðàâëåíèÿõ çèãçàã (x) è êðåñëî (y). Àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî
îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäà A ïðîôèëÿ ýíåðãèè (ðèñ. 12). Ðèñóíîê 12 ïîêàçûâà-
åò, ÷òî èçìåíåíèÿ ýíåðãèè â äâóõ çàäà÷àõ áëèçêè ïðè t ≤ L/v∗ è ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ ïðè t > L/v∗. Çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò íåìîíîòîííî.

Â ïàðàãðàôå 3.4 ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ïîäâîäå ýíåðãèè â öåïî÷êó íà óïðóãîì
îñíîâàíèè ïðè ãàðìîíè÷åñêîì ñèëîâîì è êèíåìàòè÷åñêîì âîçäåéñòâèÿõ. Èññëå-
äóåòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïîäâîäà ýíåðãèè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñî-
åäèíåííûõ ïðóæèíêàìè æåñòêîñòèK > 0 è íàõîäÿùóþñÿ íà óïðóãîì îñíîâàíèè
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Ðèñ. 12: Àìïëèòóäà A ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â ãðàôåíå. Àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè ýíåðãèè â íàïðàâëåíèÿõ çèã-
çàã (êðàñíàÿ ëèíèÿ) è êðåñëî (ãîëóáàÿ ëèíèÿ). Êâàäðàòû è òðåóãîëüíèêè �
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè. Çäåñü v∗ = ω∗a.

ñ æåñòêîñòüþ k > 0. Ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìåþò âèä

mün = K(un+1 − 2un + un−1)− kun + Af sin(ωt)δn, (40)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû; δ0 = 1 è δn = 0 äëÿ n 6= 0; Af , ω � àìïëèòóäà è
÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿ. Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ÷àñòèöû n = 0 è
n = N ïåðåìåùàåòñÿ ïî çàêîíó u0 = Ad sin(ωt), à äâèæåíèå îñòàëüíûõ ÷àñòèö
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (40) ïðè Af = 0. Èñïîëüçóþòñÿ íóëåâûå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ è ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ un = un+N .

Âû÷èñëÿåòñÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü:

Ω2(p) = ω2
min +

(
ω2
max − ω2

min

)
sin2 p

2 , ω2
min = k

m , ω2
max = 4K+k

m ,

vg =
a

2Ω

√
(Ω2 − ω2

min) (ω2
max − Ω2).

(41)

Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè Ω = ωmin 6= 0 è Ω = ωmax.
Èññëåäóåòñÿ ïîäâîä ýíåðãèè ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè. Óðàâíåíèÿ äèíàìè-

êè (40) ðåøàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ U ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè. Âûâî-
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äÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ:

U ≈
A2
fat

4mvg(ω)
, ω ∈ (ωmin;ωmax),

U ≈
A2
f

√
ω

3m
√
π(ω2

max − ω2
min)

t
3
2 , ω = ωmin 6= 0 ∨ ω = ωmax.

(42)

Ïðè ω ∈ (ωmin;ωmax) ñêîðîñòü ðîñòà ýíåðãèè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ãðóï-
ïîâîé ñêîðîñòè. Ôîðìóëû (42) õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (ñì. ðèñ. 13).

Ðèñ. 13: Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðîñòà ýíåðãèè U/t îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ ω ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè (ñëåâà) è êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè (ñïðà-
âà) äëÿ k/K = 0, 0.5, 1, 2. Íèæíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò k = 0. Òî÷íîå ðåøå-
íèå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû (êðóãè) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (êâàäðàòû).

Èññëåäóåòñÿ ïîäâîä ýíåðãèè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè. Ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèé äèíàìèêè. Íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñè-
ñòåìû. Âûâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ:

U ≈ A2
dmω

2vg(ω)t/a. (43)

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, ïðè êèíåìàòè÷åñêîì ñêîðîñòü ðîñòà
ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëüíà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå âíåø-
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íåãî âîçäåéñòâèÿ. Ôîðìóëà (43) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (ñì. ðèñ. 13).

Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèÿìè äâóõ çàäà÷ î
ïîäâîäå ýíåðãèè â ëèíåéíî-óïðóãèé, ïîëóáåñêîíå÷íûé ñòåðæåíü ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ. Ïðîäîëüíûå äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

∂2u

∂t2
= v2s

∂2u

∂x2
, v2s =

E

ρ
, (44)

Ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0 èìååò âèä u =
Ad sin(ωt)H(t), à ïðè ñèëîâîì � ε(0, t) =

Af
2ES sin(ωt)H(t). Ñòðîèòñÿ ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (44) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ ýíåð-
ãèÿ ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ èìååò âèä:

Ud ≈
1

2
ρSA2

dω
2vst, Uf ≈

A2
f t

4ρSvs
. (45)

ãäå S � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.
Ôîðìóëû (45) äëÿ ñòåðæíÿ ñîâïàäàþò ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè (42),

(43) äëÿ öåïî÷êè, åñëè ñäåëàòü çàìåíó vs → vg(ω) è ρS → m/a. Îòìåòèì,
÷òî ðàññìîòðåííàÿ êîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü íåïðèìåíèìà ïðè êèíåìàòè÷åñêîì
íàãðóæåíèè â ñëó÷àå vs = vg = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ω = ωmin 6= 0 è ω = ωmax

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (42).
Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðìîóïðóãîñòü êðèñòàëëîâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû

ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Èñõîäÿ èç óðàâíåíèé äèíàìèêè êðèñòàëëà, âûâî-
äÿòñÿ êîíòèíóàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè. Â àäèàáàòè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ,
ñâÿçûâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè è òåïëîâóþ ýíåðãèþ. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ òåðìîóïðóãîñòü öåïî÷êè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà, ïåðåíîñ
ýíåðãèè â êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 3. Àíàëè-
òè÷åñêè äåìîíñòðèðóþòñÿ íîâûå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå çà ñ÷åò
áàëëèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè. ×èñëåííî èññëåäóåòñÿ
ïðîöåññ çàòóõàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå. Òàêæå
âûâîäÿòñÿ íåëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè öåïî÷êè,
ñîâåðøàþùåé ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 4.1 ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî êîíòèíóàëüíîìó è äèñ-
êðåòíîìó ìîäåëèðîâàíèþ òåðìîóïðóãèõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëàõ. Îñîáîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå âûâîäà êîíòèíóàëüíûõ óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè
èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ÷àñòèö êðèñòàëëà.

Ïàðàãðàô 4.2 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ òåðìîóïðóãîñòè íåëèíåéíîé îäíîìåð-
íîé öåïî÷êè ñ ó÷åòîì áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè. Óðàâíåíèå äèíàìèêè
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öåïî÷êè èìååò âèä:

mv̇n = Fn − Fn−1, Fn = Π ′(a+ εn), εn = un+1 − un, (46)

ãäå Π � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ, a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì îñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ïðîâîäèòñÿ ðàçäåëåíèå äâè-

æåíèé íà ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå. Ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-

äå un =
〈
un

〉
+ ũn. Ìåõàíè÷åñêèì äâèæåíèåì íàçûâàåòñÿ èçìåíåíèå âî âðåìåíè

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû
〈
un

〉
, à òåïëîâûì äâèæåíèåì

� âåëè÷èíà ũn.
Äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (46). Â ïîëó÷èâøåìñÿ óðàâíåíèè ïðîâîäèòñÿ êîíòè-
íóàëèçàöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ âåëè÷èí ìåä-
ëåííî ìåíÿþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè a. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó öåïî÷êè â êîíòèíóàëü-
íîì ïðèáëèæåíèè:

ρv̇ =
∂σ

∂x
, σ(rn) =

〈
Fn

〉
, ρ(rn) =

m

V (rn)
, V (rn) = a+

〈
εn

〉
. (47)

Äëÿ ïåðåõîäà ê êîíòèíóàëüíîìó îïèñàíèþ ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â öåïî÷êå
ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ ÷àñòèöû n. Âû÷èñëÿåòñÿ ïðî-
èçâîäíàÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýíåðãèè, ïðèõîäÿùåéñÿ íà ÷àñòèöó. Â
ïîëó÷èâøåìñÿ âûðàæåíèè ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïî-
ëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå:

ρU̇ = σ
∂v

∂x
− ∂h

∂x
, h = −

〈
Fnṽn

〉
, U = mU =

m

2

〈
ṽ2n

〉
+
〈
Π(a+ εn)

〉
. (48)

Çäåñü U � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè, h � òåïëîâîé ïîòîê. Ôîðìóëû (47)
è (48) óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü íàïðÿæåíèé è òåïëîâîãî ïîòîêà ñ ïàðàìåòðàìè öå-
ïî÷êè.

Äàëåå âûâîäÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà è
Äþàìåëÿ-Íåéìàíà. Äëÿ íàïðÿæåíèé è âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðîâîäèòñÿ ðàçäå-
ëåíèå íà õîëîäíóþ è òåïëîâóþ ñîñòàâëÿþùèå:

σ =
〈
Π ′ (V + ε̃n)

〉
= σ0 + σT , σ0 = Π ′ (V ) , σT = σ − σ0,

U = U0 + UT , UT = U − U0, U0 = Π(V ).
(49)

Âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé σT è òåïëîâîé ýíåðãèè UT ðàñêëàäûâà-
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þòñÿ â ðÿä ïî ïàðàìåòðó ε̃n, õàðàêòåðèçóþùåìó òåïëîâîå äâèæåíèå. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé (ïî-

êàçàíî â ãëàâå 2). Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð
〈
ε̃2n

〉
èç óðàâíåíèé äëÿ òåïëîâîé ýíåðãèè

è íàïðÿæåíèé, ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà.
Â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé è òåìïåðàòóð îíî ïðèíèìàåò âèä ñîîòíîøåíèÿ
Äþàìåëÿ-Íåéìàíà:

σ = E (ε− βT ) , β =
ΓcV ρ

E
, kBT = m

〈
ṽ2n

〉
, E = Π ′′ (a) a, (50)

ãäå T � òåìïåðàòóðà, E � ìîäóëü Þíãà, Γ � êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà, β �
êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, cV = kB/m. Ïîäñòàíîâêà îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé (50) â óðàâíåíèÿ áàëàíñà äàåò:

ü = c2s

(
∂2u

∂x2
− β∂T

∂x

)
, ρcV Ṫ = −βET ε̇− ∂h

∂x
, (51)

ãäå cs � ñêîðîñòü çâóêà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåïî÷êè ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäóåòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ òåðìîóïðóãîñòü öåïî÷êè Ôåð-
ìè-Ïàñòà-Óëàìà (α-ÔÏÓ):

mv̇n = C (un+1 − 2un + un−1) + α
(

(un+1 − un)2 − (un − un−1)2
)
, (52)

ãäå C � æåñòêîñòü ïðóæèíêè ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, α � êîýôôèöèåíò íåëè-
íåéíîñòè. Èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ un = un+N . Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíóñîèäàëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T0 = Tb+∆T sin(λx), λ = 2π/L,
ãäå L � äëèíà öåïî÷êè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìåõàíè÷åñêèå äâèæåíèÿ
è ïîòîêè îòñóòñòâóþò.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïèñàííîé âûøå íà÷àëü-
íîé çàäà÷å äëÿ öåïî÷êè. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äèíàìèêà öåïî÷êè îïèñûâàåòñÿ ïåð-
âûì èç óðàâíåíèé (51). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ ôîðìó-
ëà (38), ïîëó÷åííàÿ â ãëàâå 3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (51) ñ íóëåâûìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ôîðìóëà (38)
äàþò òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóðû:

u = z(t) cos(λx),
λz

β∆T
= −ωtJ1(ωt) ≈ −

√
2ωt/π cos (ωt− 3π/4) ,

T = Tb + ∆TJ0(ωt) sin(λx).
(53)
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Âèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà öåïî÷êè ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, îïèñûâàå-
ìûå ôóíêöèåé Áåññåëÿ J0. ×àñòîòà äàííûõ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòîé ñèñòåìû. Êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû èãðàþò ðîëü ïåðèîäè÷å-
ñêîé âíåøíåé ñèëû, ïðèâîäÿùåé ê ðîñòó àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé z ∼√
t. Äàííîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ â ðàáîòå áàëëèñòè÷åñêèì ðåçîíàíñîì. Ìåõàíè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû E ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî:

E
E∗

=
1

2E∗L

∫ L

0

(
ρv2 + Eu′2

)
dx = ω2t2

[
J0

2(ωt) + J2
1 (ωt)

]
≈ 2

π
ωt, E∗ =

Eβ2∆T 2

4
.

(54)
Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, áàëëèñòè÷åñêèé
ðåçîíàíñ ðåàëèçóåòñÿ ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (çà ñ÷åò ÷àñòè÷íîãî
ïåðåõîäà òåïëîâîé ýíåðãèè â ìåõàíè÷åñêóþ).

Â ðàáîòå òàêæå ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïåðèîäè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû T0(x) = T0(x + L). Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåçîíèðóþò âñå ñîáñòâåííûå ôîðìû, âõîäÿùèå
â ðàçëîæåíèå ôóíêöèè T0(x) â ðÿä Ôóðüå. Ïðè ýòîì îñíîâíîé âêëàä â ðîñò
àìïëèòóäû âíîñÿò ôîðìû ñ áîëüøåé äëèííîé âîëíû.

Äëÿ ïðîâåðêè àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé äèíàìèêè öåïî÷êè. Ïîâåäåíèå àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé z
è ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè E ïîêàçàíî íà ðèñ. 14. Íà ìàëûõ âðåìåíàõ ðåçóëüòà-
òû ìîäåëèðîâàíèÿ õîðîøî îïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (53), (54); íà
áîëüøèõ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îòêëîíÿåòñÿ îò ÷èñëåííîãî çà ñ÷åò ïåðåõîäà
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ, íå ó÷èòûâàåìîãî â àíàëèòèêå.

Ïåðåõîä ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ êîëåáàíèé,
âîçíèêøèõ çà ñ÷åò áàëëèñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Äàííûé ïðîöåññ íå îïèñûâàåòñÿ
êîíòèíóàëüíîé ìîäåëüþ (38), (51), ïîýòîìó èññëåäóåòñÿ ÷èñëåííî (ñì. ðèñ. 14).
Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé âîçáóæäàåìîé ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè îò êîýôôèöèåíòà α, õàðàêòåðèçóþùåãî íåëèíåéíîñòü. Äëÿ âñåõ
ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé α ìàêñèìàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íà íåñêîëüêî
ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,
÷òî äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî òåïëîâîãî äâèæåíèÿ óñòðàíÿåò ïàðàäîêñ âîçâðàùå-
íèÿ, ïðèñóòñòâóþùèé â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ÔÏÓ.

Â ïàðàãðàôå 4.3 ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè äâó-
ìåðíûõ è òðåõìåðíûõ êðèñòàëëîâ ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ïîëó÷àþòñÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé Êîøè è Ïèîàëà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàí-
íûõ âûðàæåíèé âûâîäèòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà è âûðà-
æåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ óòî÷íåíèå äàííî-
ãî âûðàæåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2.
Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïîòåíöèàë âçàèìîäåé-
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Ðèñ. 14: A. Ðîñò àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè áàëëèñòè÷åñêîì ðå-
çîíàíñå. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ôîðìóëà (53), êðóãè è êâàäðàòû � ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè αa/C = −0.25 è −1. Á. Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ñèñòåìû E . Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ôîðìóëà (54) è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïðè αa/C = −0.25 (òî÷êè), −0.5 (ïóíêòèð), −0.75 (øòðèõ-ïóíêòèð) è
−1 (øòðèõ-ïóíêòèð ñ äâóìÿ òî÷êàìè).

ñòâèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè îòðèöàòåëüíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.
Â ïàðàãðàôå 4.4 âûâîäÿòñÿ íåëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, îïè-

ñûâàþùèå òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå öåïî÷êè, ñîâåðøàþùåé ïðîäîëüíûå è ïîïå-
ðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíî íàãðåòàÿ öåïî÷êà. Ñðåäíèå õà-
ðàêòåðèñòèêè âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâû. Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ÷àñòèöó ñ îäíèì èç

ñîñåäåé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A =
〈
A
〉

+ Ã, ãäå
〈
A
〉

= A0e, A0 � ðàññòîÿíèå
ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, e � âåêòîð, íàïðàâëåí-
íûé âäîëü öåïî÷êè, Ã � òåïëîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà A.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå íàïðÿæåíèå σ è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû õîëîäíîé σ0, U0 è òåïëîâîé σT , UT êîìïîíåíò, îïðåäåëÿåìûõ ôîð-
ìóëàìè

σ =
〈
F
〉
· e, σ0 = 2Π ′(A2

0)A0, σT = σ − σ0,

U0 = Π(A2
0), UT =

m

2

〈
ṽ2
〉

+
〈
Π
(
A2
)〉
−Π(A2

0),
(55)

ãäåΠ � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ. Âèäíî, ÷òî òåïëîâîå íàïðÿæåíèå è òåïëîâàÿ
ýíåðãèÿ çàâèñÿò îò âåêòîðà Ã, õàðàêòåðèçóþùåãî òåïëîâûå äåôîðìàöèè ñâÿçåé.

Âûâîäèòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, îïèñûâàþùåå ëèíåéíóþ òåðìîóïðó-
ãîñòü êâàçèîäíîìåðíîé öåïî÷êè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåïëîâûå äåôîðìàöèè
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ñâÿçåé ìàëû. Íàïðÿæåíèå è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî Ã. Èñ-
êëþ÷åíèå Ã äàåò îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà:

σ = σ0 −
Γ (A0)

A0
UT , Γ =

Γl + Γtr
2

, Γl = −Π̂
′′′A0

2Π̂ ′′
, Γtr = −Π̂

′′A0 − Π̂ ′

2Π̂ ′
.

(56)

Çäåñü è äàëåå Π̂(A0) = Π(A2
0). Ïàðàìåòð Ãðþíàéçåíà Γ èìååò äâå ñîñòàâëÿ-

þùèå Γl, Γtr, ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäàì ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé
ñîîòâåòñòâåííî. Âêëàä ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé Γl ñâÿçàí ñ íåëèíåéíîñòüþ ìåæ-
÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè Π̂ ′′′ = 0. Âêëàä ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé Γtr îáóñëîâëåí òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ. Çàâèñè-
ìîñòü ïàðàìåòðà Ãðþíàéçåíà îò äåôîðìàöèè äëÿ ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà-Äæîíñà
ïîêàçàíà íà ðèñ. 15. Âèäíî, ÷òî ïàðàìåòð Ãðþíàéçåíà èìååò îñîáåííîñòü äëÿ

Ðèñ. 15: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà îò äåôîðìàöèè öåïî÷êè (Γ �
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, Γl � òî÷êè, Γtr � ïóíêòèð).

íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè A0 = a è âáëèçè êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè A0 ≈ 1.109a.
Íóëåâîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè A0 = A∗:

Γ (A∗) = 0 ⇔ Π̂ ′′′Π̂ ′A∗ + Π̂ ′′
(
Π̂ ′′A∗ − Π̂ ′

)
= 0, (57)

ãäe ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû ïðè A0 = A∗.
Âûâîäèòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, îïèñûâàþùåå íåëèíåéíîå òåðìîóïðó-

ãîå ïîâåäåíèå öåïî÷êè. Â ðàçëîæåíèè òåïëîâîãî íàïðÿæåíèÿ è òåïëîâîé ýíåðãèè
ñîõðàíÿþòñÿ ñëàãàåìûå äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Äåëàåòñÿ ïðåäïî-

33



ëîæåíèå î ìàëîñòè ñëàãàåìûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè öå-
ïî÷êè. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç âûðàæåíèé äëÿ òåïëîâîãî íàïðÿæåíèÿ è òåïëîâîé
ýíåðãèè òåïëîâûõ äåôîðìàöèé ñâÿçåé, ïîëó÷àåòñÿ:

σT = −B2

B4
UT −

(B2B3 −B1B4)(B3 −
√
B2

3 + 4B4UT )

2B2
4

, B1=− 2

A

(
Π ′′A2

0−ΓlΠ ′
)
,

B2 = − 2

A0
(µ− Γl(λ+ µ))Π ′′ − (λ+ 4µ)Π ′′′A0, B3=4Π ′, B4=

7

2
(λ+2µ)Π ′′.

(58)
Çäåñü µ, λ � ïàðàìåòðû, çàâèñÿùèå îò ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ òåïëîâîé ýíåðãèè

σT ≈


−Γ (A0)

A0
UT −

B2A0 − Γ (A0)B4

16Π ′2A0
U 2
T , A0 > a,

2

(
2Π ′′(a)a2

7(λ+ 2µ)

) 1
2 √

UT , A0 = a.

(59)

Ôîðìóëà (59) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè A0 = a è A0 = A∗ (Γ (A∗) = 0) ëèíåéíîå
ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè σT (UT ), çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì Ìè-Ãðþíàéçåíà, ìîæåò
äàâàòü ñóùåñòâåííóþ îøèáêó. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè (A0 = a)
çàâèñèìîñòü σT (UT ) èìååò êîðíåâóþ àñèìïòîòèêó ïðè ìàëûõ UT .

Ðèñ. 16: Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî äàâëåíèÿ (pT = −σT ) îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ
öåïî÷êè, ðàñòÿíóòîé íà 0.1% (ñëåâà) è 1% (ñïðàâà). Çäåñü E0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè.

Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ öåïî÷êè Ëåííàðäà-
Äæîíñà, ðàñòÿíóòîé íà 0.1% è 1% ïîêàçàíû íà ðèñ. 16. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
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íèå òåïëîâîé ýíåðãèè, ïðèâåäåííîå íà ãðàôèêå, ñîîòâåòñòâóåò ðàçðûâó öåïî÷êè.
Óðàâíåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà (56) äàåò ïðàâèëüíûé íàêëîí çàâèñèìîñòè σT (UT )
ïðè ìàëûõ UT . Îäíàêî ïðè êîíå÷íûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ îíî èìååò çàìåòíóþ
ïîãðåøíîñòü, ò.ê. êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (59) ñòàíîâÿòñÿ ñóùå-
ñòâåííûìè. Â òîæå âðåìÿ íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (58) èìååò
ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèè.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå
íà çàùèòó.
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