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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåò-

ñÿ ðàñ÷åò òåðìîóïðóãèõ ïîëåé â ìàòåðèàëàõ è êîíñòðóêöèÿõ ïðè ðàçëè÷íûõ

âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè õîðî-

øî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ íà ìàêðîóðîâíå. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à îá

îïðåäåëåíèè ïîëÿ òåìïåðàòóðû, âûçûâàþùåãî òåðìîóïðóãèå íàïðÿæåíèÿ, íà

ìàêðîóðîâíå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óñïåøíî ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêî-

íà òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå. Äàííûé çàêîí îïèñûâàåò äèôôóçèîííûé ïåðåíîñ

òåïëîâîé ýíåðãèè, òèïè÷íûé äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî ýêñïåðè-

ìåíòû ïîñëåäíèõ ëåò, ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ À. Çåòòëà [25], À. Ìàçíåâà [80],

Ê. Íåëüñîíà [87], Äæ.À. Ðîäæåðñà [174], Ñ. Õóáåðìàíà [80] è äð. ïîêàçûâàþò,

÷òî íà ìèêðî- è íàíîóðîâíå òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âîë-

íîâûì îáðàçîì. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî âî ìíîãèõ ìàòåðèàëàõ, âêëþ÷àÿ

íàíîïðîâîëîêè, óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè, ãðàôåí, êðåìíèåâûå ìåìáðàíû è äð.,

íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå îòêëîíåíèÿ îò çàêîíà Ôóðüå. Òåîðåòè÷åñêîìó èñ-

ñëåäîâàíèþ äàííîãî âîïðîñà ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ñ.Â. Äìèòðèåâà [181], À. Äõà-

ðà [30, 89, 31], Ñ.Í. Ãàâðèëîâà [57, 58], Î. Ãåíäåëüìàíà [60, 178, 61, 62, 179, 180],

Ì.À. Ãóçåâà [230], Å.À. Êîðçíèêîâîé [11], Þ.À. Êîñåâè÷à [123], À.Ì. Êðèâöî-

âà [239], Äæ. Ëåáîâèöà [22, 173], Ñ. Ëåïðè [135], Ð. Ëèâè [135], Î.Ñ. Ëîáîäà [139],

ß. Ëóêêàðèíåíà [67], À. Ìèëêå [150], Â. Ìþëëåðà [184], À. Ïîëèòè [136, 137],

À.Â. Ïîðóáîâà [130, 139], À.Â. Ñàâèíà [61, 123], Ë.È. Ñëåïÿíà [187], Ã. Ñïî-

6
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íà [188], Ã. ×åíà [24], À.Á. Ôðåéäèíà [104], Ï. Õåììåðà [70] è äðóãèõ àâòîðîâ. Â

òàêîé ñèòóàöèè àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò ðàçðàáîòêà ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé,

îïèñûâàþùèõ òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë ñ ó÷åòîì

áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè. Äàííàÿ çàäà÷à îñîáåííî âàæíà â

ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ìèêðîïðîöåññîðíîé òåõíèêè è íåîáõîäèìîñòüþ îòâîäà òåïëà

îò ïðîöåññîðîâ.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ðåøåíèå çàäà÷ òåðìîìåõàíèêè, â êîòîðûõ ìà-

òåðèàë íàõîäèòñÿ â ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Â ñèñòåìàõ, íàõîäÿ-

ùèõñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, êàê ïðàâèëî, ðàâíî ðàñ-

ïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü òåïëîâîå

ñîñòîÿíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà ìàòåðèàëà ñ ïîìîùüþ îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïà-

ðàìåòðà � êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ýíåðãèè õàîòè÷åñêî-

ãî òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ. Âäàëè îò òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ êèíåòè÷åñêèå

ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ìîãóò ñóùåñòâåííî

îòëè÷àòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íåñêîëüêèõ òåì-

ïåðàòóð. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî, ÷òî òåìïåðàòóðû ðåøåòêè è ýëåêòðîííîé ïîä-

ñèñòåìû â òâåðäûõ òåëàõ, ïîäâåðæåííûõ ëàçåðíîìó âîçäåéñòâèþ, ìîãóò îòëè-

÷àòüñÿ [84]. Íåñêîëüêî òåìïåðàòóð òàêæå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè ìîëåêóëÿðíî-

äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè óäàðíûõ âîëí [3, 72] è ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ òåïëà â ñëîæíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòêàõ [117]. Ìîäåëèðîâàíèþ

òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ â ñèëüíî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ

ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ì. Àëëåíà [2], À.Ê. Áåëÿåâà [84], Ò.Â. Äóäíèêîâîé [34, 35],

Ñ.Í. Ãàâðèëîâà [57, 58], Ì.À. Ãóçåâà [230], Ä.À. Èíäåéöåâà [84], À.Ì. Êðèâ-

öîâà [240, 244, 103], Ñ.À. Êóêóøêèíà [125, 247], Þ.È. Ìåùåðÿêîâà [252], Ñ.À.

Ëóðüå [141, 250], Ê.Ë. Ìóðàòèêîâà [157, 158], Þ.Â. Ïåòðîâà [85], È. Ïðèãîæè-

íà [170], Þ.Í. Ðàäàåâà [236, 237, 238], Â.Â. Ñòåãàéëîâà [126, 163], Â.Å. Ôîð-

òîâà [3, 85] è äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü îïèñàíèÿ ïðîöåññà âûðàâíèâàíèÿ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì

ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Äëÿ îïèñàíèÿ äàííîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â ðàìêàõ ìíî-
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ãîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà íà ìèêðî-

è íàíîóðîâíå è ïîñòðîåíèÿ êîíòèíóàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìî-

ãóò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äèñêðåòíûå ìîäåëè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-

ãî òåëà. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ðàçëè÷íûå âàðèà-

öèè ìåòîäà ÷àñòèö, íàïðèìåð, ìåòîä ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè [2] èëè ìåòîä ïî-

äâèæíûõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ [257, 259]. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå äèñêðåò-

íûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ äåôîðìèðóåìûõ òåë âíåñëè ðàáîòû À.Ê. Àáðàìÿíà [1],

Á.Ä. Àííèíà [220, 221], Í.Ì. Áåññîíîâà [1, 83], Î.Â. Ãåíäåëüìàíà [251], Ð.Â.

Ãîëüäøòåéíà [228], È.Ô. Ãîëîâíåâà [225, 226, 227], Å.È. Ãîëîâíåâîé [226, 227],

À.È. Äìèòðèåâà, Ñ.Â. Äìèòðèåâà [11, 262], Ê.Ï. Çîëüíèêîâà [258], Å.À. Èâàíî-

âîé [231, 232, 233], Ñ.Í. Êîðîáåéíèêîâà [122, 222], À.Ì. Êðèâöîâà [239], Ë.È.

Ìàíåâè÷à [251], Í.Ô. Ìîðîçîâà [253], Ã.Ý. Íîðìàíà [126, 163], Ñ.Ã. Ïñàõüå [257],

Â.Ì. Ñàäîâñêîãî [221], Â.Â. Ñòåãàéëîâà [126, 163], Ï.Å. Òîâñòèêà [260], Â.Ì.

Ôîìèíà [204, 225, 226, 227], Â.Å. Ôîðòîâà [3, 85, 261], Å.Â. Øèëüêî [183, 259]

è äðóãèõ àâòîðîâ. Â ëèòåðàòóðå äèñêðåòíûå ìåòîäû â îñíîâíîì èñïîëüçóþò-

ñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ íà ðàçëè÷íûõ ìàñ-

øòàáíûõ óðîâíÿõ. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé

äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà íóæäàþòñÿ â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè, êîòîðîìó

è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Öåëè è çàäà÷è

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ïîäõîäîâ ê àíàëèòè÷å-

ñêîìó îïèñàíèþ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òå-

ëàõ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Ðàçðàáîòêà ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ ïðîöåññîâ òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâà-

íèÿ è âîëíîâîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ íà
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ìèêðî- è íàíîóðîâíå.

• Ðàçâèòèå ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë.

• Äåìîíñòðàöèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ïîäõîäîâ ïîñðåäñòâîì ðåøå-

íèÿ çàäà÷, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûì â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïèñà-

íèÿ òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë, ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä äèíàìèêè ÷àñòèö. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå çà-

êîíû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé

çàäà÷è ðåøàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå èëè ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åí-

íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà

èíòåãðàëîâ, òàêèå êàê ìåòîä ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî îïèñàíèÿ ê êîí-

òèíóàëüíîìó. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé. Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ äâè-

æåíèé ÷àñòèö äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Äëÿ âûâîäà îïðåäåëÿþùèõ ñî-

îòíîøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè îïðåäåëÿþùèõ ïà-

ðàìåòðîâ â ðÿä ïî ìàëûì âåëè÷èíàì, õàðàêòåðèçóþùèì òåïëîâîå äâèæåíèå

÷àñòèö.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû èí-

òåãðèðîâàíèÿ Âåðëå è Êýíäè-Ðîçìóñà [20] âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íî-

ñòè ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèñ-

ñåðòàöèè

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçâèâàåìûå ïîäõîäû ìîãóò ïîñëóæèòü

äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåé òåðìîóïðóãèõ íàïðÿæåíèé è òåìïåðàòóðû â êðèñòàëëè÷å-

ñêèõ òâåðäûõ òåëàõ, ñîäåðæàùèõ ìàëîå ÷èñëî äåôåêòîâ. Ïîäõîä, ïðåäëîæåí-

íûé â ãëàâå 1, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðóãîñòè è ïðî÷íî-

ñòè ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé íà íàíîóðîâíå. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ãëàâå 2,

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìíî-

ãîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ

êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ â ñèëüíî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, ïðè

ëàçåðíîì âîçäåéñòâèè. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â ãëàâå 3, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

ïðè îïèñàíèè ïåðåíîñà ýíåðãèè ñëó÷àéíûõ êîëåáàíèé â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-

äûõ òåëàõ è ìåòàìàòåðèàëàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè

â êðèñòàëëàõ è îïèñàíèÿ îòâîäà òåïëà íà íàíîóðîâíå. Ïîäõîä, ðàçâèâàåìûé â

ãëàâå 4, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îïèñàíèè òåðìîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ òâåðäûõ òåë.

Äîñòîâåðíîñòü

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñòðîãîé ìàòåìà-

òè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ è ñðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íóþ íîâèçíó ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çà-

ùèòó:

1. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü âëèÿíèå âàêàíñèé íà óïðóãèå

è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-

øåíèå çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåøåòêè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿ-

íèå âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàì-

êàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, â òî âðåìÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ äåôîðìàöèé

âáëèçè âàêàíñèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â

êîíòèíóàëüíîé òåîðèè.

2. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-

äûõ òåëàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ðåøåòêîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå óðàâíèâàíèå êèíå-

òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ñâÿçû-

âàþùàÿ ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íà ïðè-

ìåðå äâóõàòîìíîé öåïî÷êè, äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè è ðåøåòêè ãðà-

ôåíà ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè.

3. Ðàçâèò ïîäõîä ê êîíòèíóàëüíîìó îïèñàíèþ ïåðåíîñà ýíåðãèè â êðèñòàëëè-

÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ðåøåòêîé â ëèíåéíîì ïðè-

áëèæåíèè. Âûâåäåíà ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèå âî âðåìåíè íà÷àëü-

íîãî ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå. Àíàëèòè÷åñêè è

÷èñëåííî ðåøåí ðÿä çàäà÷ î ïåðåíîñå ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå, êâàä-

ðàòíîé ðåøåòêå è ðåøåòêå ãðàôåíà. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ïðîöåññå
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ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê äâóõàòîìíîé öåïî÷êè îòëè÷à-

þòñÿ. Â ðåøåòêå ãðàôåíà ïåðåíîñ ýíåðãèè ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïåí.

4. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåðìîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-

äûõ òåë ñ áàëëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì òåïëîâîé ýíåðãèè. Àíàëèòè÷åñêè è

÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öåïî÷êè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà

ñ íà÷àëüíûì ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî

â äàííîé çàäà÷å âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, âûçâàííûé ñîâïàäåíèåì ÷àñòîò êîëå-

áàíèé òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ìåõàíè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé ñèñòåìû. ×èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèêà-

þùèå çà ñ÷åò ðåçîíàíñà, çàòóõàþò ìîíîòîííî. Ýôôåêò âîçâðàùåíèÿ, õà-

ðàêòåðíûé äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, ïðè

êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå íå íàáëþäàåòñÿ.

5. Ðàçâèò ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ â

àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàïðÿæåíèÿ, îáúåì è òåïëîâóþ ýíåðãèþ ïðè

òåðìîóïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà. Ïîëó÷åíû ëèíåéíûå è íåëèíåé-

íûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, ñîâåðøàþùåé ïðîäîëüíûå è

ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ, è èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñ ïàð-

íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äåôîðìàöèÿõ öå-

ïî÷êè çàâèñèìîñòü òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé îò òåïëîâîé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ

ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëÿëèñü íà åæåãîäíûõ ëåòíèõ

êîíôåðåíöèÿõ �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè� (Ñ.-Ïåòåðáóðã, 2012, 2013,

2014, 2015, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-

ÿõ 5th International Conference Auxetics and other materials and models with

"negative"characteristics (Ïîçíàíü, Ïîëüøà, 2014); Advances in Micromechanics
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of Materials (Æåøóâ, Ïîëüøà, 2014); Recent Advances in Numerical Simulation

of Hydraulic Fracture (Æåøóâ, Ïîëüøà, 2014); Non-Equilibrium Simulation

Conference (NESC) (Øåôôèëä, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2016); íà Âñåðîññèéñêîì ñúåç-

äå ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå (Óôà, 2019); íà ñåìèíàðå èíñòè-

òóòà òâåðäîòåëüíûõ ïðîöåññîâ è òåõíîëîãèè ÷àñòèö, òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòå-

òà Ãàìáóðãà (Ãàìáóðã, Ãåðìàíèÿ, 2011); ñåìèíàðå êàôåäðû õèìè÷åñêîé èíæå-

íåðèè óíèâåðñèòåòà Áðèãàìà-ßíãà (Ïðîâî, ÑØÀ, 2013); ñåìèíàðàõ êàôåäðû

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Æåøóâà (Æåøóâ,

Ïîëüøà, 2012, 2013, 2014); ñåìèíàðàõ óíèâåðñèòåòà Ëóíäà (Ëóíä, Øâåöèÿ, 2016,

2018); ñåìèíàðå êàôåäðû ôèçèêè óíèâåðñèòåòà Àáåðäèíà (Àáåðäèí, Âåëèêîáðè-

òàíèÿ, 2017); ñåìèíàðå èíñòèòóòà ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà (Íîâî-

ñèáèðñê, 2015); ñåìèíàðå êàôåäðû �Ìåõàíèêà è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ� Ñàíêò-

Ïåòåðáóðãñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïåòðà Âåëèêîãî (Ñ.-Ïåòåðáóðã,

2015).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿëèñü íà çàñåäàíèè áþðî îòäåëåíèÿ ýíåð-

ãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ (àêàäåìèê-

ñåêðåòàðü Â.Å. Ôîðòîâ); ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÌÃÓ (ðóêîâîäèòåëü ñå-

ìèíàðà � àêàäåìèê ÐÀÍ È.Ã. Ãîðÿ÷åâà); ñåìèíàðå àêàäåìèêà Í.Ô. Ìîðîçîâà;

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíà-

ðà � ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ä.À. Èíäåéöåâ); ñåìèíàðå âûñøåé øêîëû òåîðåòè÷åñêîé

ìåõàíèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïåòðà Âåëè-

êîãî (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ À.Ì. Êðèâöîâ); ñåìèíàðå ìà-

òåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà

äðóæáû íàðîäîâ (ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà � ä.ô.-ì.í. À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé).

Áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîòû âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ðîññèéñêîãî íà-

ó÷íîãî ôîíäà (No 14-11-00599, No 17-71-10213 è No 18-11-00201) è ðîññèéñêîãî

ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (14-01-00802, 14-01-00845, 16-29-15121,

19-01-00633, 20-37-70058).
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Ïîëíîòà èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíà-

ðîäíûå áàçû öèòèðîâàíèÿ Web of Science, Scopus èëè èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàí-

íûõ ÂÀÊ Ðîññèè.

Ëè÷íîå ó÷àñòèå àâòîðà

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 17 ðàáîò, èç íèõ 4 ðàáîòû áåç ñîàâòîðîâ

è 13 ðàáîò â ñîàâòîðñòâå. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå,

ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷. Êîí-

öåïòóàëüíàÿ ïîñòàíîâêà è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëèñü ñîâìåñòíî ñ

ñîàâòîðàìè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 312 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòóðû. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 61

ðèñóíîê. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 262 íàèìåíîâàíèÿ.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè â èçäàíèÿõ, ðå-

êîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ è èíäåêñèðóåìûõ áàçàìè

Web of Science è Scopus

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 17 ðàáîò â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

è èíäåêñèðóåìûõ áàçàìè Web of Science è Scopus.

1. Kuzkin, V.A. Comment on negative thermal expansion in single-component

systems with isotropic interactions // Journal of Physical Chemistry, 118(41),
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9793�9794 (2014).

2. Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M., Jones, R.E., Zimmerman, J.A. Material stress

representation of equivalent stress tensor for discrete solids // Physical

Mesomechanics, 18 (1), 13 (2015).

3. Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M. Nonlinear positive/negative thermal expansion

and equations of state of a chain with longitudinal and transverse vibrations.

Physica Statatus Solidi b, 252, 1664 (2015).

4. Kuzkin, V.A., Kachanov, M. Contact of rough surfaces: Conductance-sti�ness

connection for contacting transversely isotropic half-spaces // International

Journal of Engineering Science, Vol. 97, pp. 1-5 (2015).

5. Kuzkin, V.A. On angular momentum balance in particle systems with periodic

boundary conditions // ZAMM � Journal of Applied Mathematics and

Mechanics, Vol. 95, Is. 11, pp. 1290-1295, (2015).

6. Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M., Podolskaya, E.A., Kachanov, M.L. Lattice with

vacancies: elastic �elds and e�ective properties in frameworks of discrete and

continuum models // Philosophical Magazine, 96 (15), 1538-1555, (2016).

7. Êóçüêèí, Â.À., Êðèâöîâ, À.Ì. Âûñîêî÷àñòîòíûå òåïëîâûå ïðîöåññû â ãàð-

ìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ // Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê, Ò. 472, No. 5, c. 529-533

(2017).

8. Êóçüêèí, Â.À., Êðèâöîâ, À.Ì. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäíûõ òåïëî-

âûõ ïðîöåññîâ â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ // Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà, òîì

59, âûï. 5, c. 1023-1035 (2017).

9. Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M. Fast and slow thermal processes in harmonic

scalar lattices // Journal of Physics: Condensed Matter, 29, 505401, (2017).
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10. Tsaplin, V.A., Kuzkin, V.A., An asymptotic formula for displacement �eld in

triangular lattice with vacancy // Letters on materials, 7 (4), pp. 341-344 (2017).

11. Saadatmand, D., Xiong, D., Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M., Savin, A.V.,

Dmitriev, S.V., Discrete breathers assist energy transfer to ac driven nonlinear

chains // Physical Review E, 97, 022217 (2018).

12. Tsaplin, V.A., Kuzkin, V.A., Temperature oscillations in harmonic triangular

lattice with random initial velocities // Letters on materials, 8(1), 16-20 (2018).

13. Krivtsov, A.M., Kuzkin, V.A. Discrete and continuum thermomechanics.

In: Altenbach H., �Ochsner A. (eds) Encyclopedia of Continuum Mechanics.

Springer, Berlin, Heidelberg (2018).

14. Kuzkin, V.A. Thermal equilibration in in�nite harmonic crystals // Continuum

Mechanics and Thermodynamics, 31(5), 1401-1423. (2019).

15. Kuzkin, V.A. Unsteady ballistic heat transport in harmonic crystals with

polyatomic unit cell // Continuum Mechanics and Thermodynamics, 31(6),

1573-1599 (2019).

16. Berinskii, I.E., Kuzkin, V.A. Equilibration of energies in a two-dimensional

harmonic graphene lattice // Philosophical Transactions of the Royal Society

A, Vol. 378, Is. 2162 (2019).

17. Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M. Ballistic resonance and thermalization in Fermi-

Pasta-Ulam-Tsingou chain at �nite temperature // Physical Review E, Vol. 101,

p. 42209 (2020).

Äðóãèå ïóáëèêàöèè:

1. Kuzkin, V.A., Asonov, I.E. Vector-based model of elastic bonds for simulation

of granular solids // Physical Review E, 86, 051301 (2012).
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2. Êóçüêèí, Â.À., Êðèâöîâ, À.Ì., Ëèíüêîâ, À.Ì. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâà-

íèå ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè ñìåñè ïðîïïàíò - æèäêîñòü, èñïîëüçóåìîé ïðè

ãèäðîðàçðûâå // Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè ïîëåçíûõ èñ-

êîïàåìûõ, No. 1, c. 3-12 (2014).

3. Êóçüêèí, Â.À., Êðèâöîâ, À.Ì., Ëèíüêîâ, À.Ì. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåî-

ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñóñïåíçíèé ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé

Ïóàçåéëÿ è Êóýòòà // Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû ðàçðàáîòêè ïîëåçíûõ

èñêîïàåìûõ, No. 6, c. 23-33 (2014).

4. Roberts-Thomson, C., Lokshin, A.M., Kuzkin, V.A. Jump detection using fuzzy

logic // Proceedings of IEEE Symposium Series on Computational Intelligence,

pp. 125 � 131 (2014).

5. Kuzkin, V.A., Dannert, M.M. Buckling of a column under a constant speed

compression: a dynamic correction to the Euler formula // Acta Mechanica,

227(6), 1645-1652 (2016).

6. Lapin, R.L., Kuzkin, V.A. On calculation of e�ective elastic properties of

materials with cracks // Materials Physics and Mechanics, No. 2, Vol. 32, pp.

213-221 (2017).

7. Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M. Enhanced vector-based model for elastic bonds

in solids // Letters on materials, 7 (4), pp. 455-458 (2017).

8. Ostanin, I., Zhilyaev, P., Petrov V., Dumitrica T., Eibl S., Ruede U., Kuzkin

V.A., Toward large scale modeling of carbon nanotube systems with the

mesoscopic distinct element method // Letters on Materials, 8 (3), pp. 240-

245 (2018).

9. Lapin, R.L., Kuzkin, V.A., Kachanov, M.L. On the anisotropy of cracked solids

// International Journal of Engineering Science, 124, pp. 16-23 (2018).
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10. Ëàïèí, Ð.Ë., Êóçüêèí, Â.À. Âû÷èñëåíèå íîðìàëüíîé è ñäâèãîâîé ïîäàòëè-

âîñòåé òðåõìåðíîé òðåùèíû ñ ó÷åòîì êîíòàêòà ìåæäó áåðåãàìè // Ïèñüìà

î ìàòåðèàëàõ, 9 (2), 2019 pp. 228-232 (2018).

11. Lapin, R.L., Kuzkin, V.A., Kachanov, M.L. Rough contacting surfaces with

elevated contact areas // International Journal of Engineering Science, Vol.

145, 103171 (2019).

12. Lapin, R.L., Muschak, N.D., Tsaplin, V.A., Kuzkin, V.A., Krivtsov, A.M.

Estimation of Energy of Fracture Initiation in Brittle Materials with Cracks.

In: State of the Art and Future Trends in Material Modeling, Springer, pp.

173-182, (2019).



Ãëàâà 1

Óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå è

ýôôåêòèâíûå óïðóãèå

ñâîéñòâà òâåðäûõ òåë ñ

äåôåêòàìè

1.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ìîäåëèðîâàíèþ óïðó-

ãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë ñ äåôåêòàìè

Ðåàëüíûå êðèñòàëëû ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå äåôåêòû, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà

èõ òåðìîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, ïîç-

âîëÿþùèé ó÷åñòü âëèÿíèå äåôåêòîâ. Çàäà÷à î âëèÿíèè äåôåêòîâ íà ñâîéñòâà

êðèñòàëëîâ ðàññìàòðèâàëàñü â ëèòåðàòóðå â ðàìêàõ äèñêðåòíîãî è êîíòèíó-

àëüíîãî ïîäõîäîâ. Îñíîâû êîíòèíóàëüíîé òåîðèè äåôåêòîâ áûëè çàëîæåíû â

ðàáîòàõ Ýøåëáè [40, 41]. Â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè äåôåêòû ÷àñòî ìîäåëèðó-

þòñÿ êàê ïîðû èëè âêëþ÷åíèÿ â îäíîðîäíîì óïðóãîì êîíòèíóóìå. Ìåòîäû

òåîðèè óïðóãîñòè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðóãèõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ

19



Ãëàâà 1. Óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå òåë ñ äåôåêòàìè 20

äåôåêòàìè [40], óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äåôåêòîâ [41], ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ

ñâîéñòâ [42] è ò.ä. Êîíòèíóàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïè-

ñàíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ [17], íî â òî æå âðåìÿ ìîæåò ïðèâîäèòü

ê ñóùåñòâåííûì ñëîæíîñòÿì íà ìèêðî- è íàíîóðîâíå, ãäå âàæíóþ ðîëü èãðàåò

äèñêðåòíîñòü ðåøåòêè [228, 167]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [242] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ýôôåêò äèñêðåòíîñòè ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì äàæå ïðè îòñóòñòâèè ïîâåðõ-

íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ [39]. Îäíà èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàñ÷åòó ïîëåé ïå-

ðåìåùåíèé â êðèñòàëëàõ ñ âàêàíñèÿìè â äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêå, ïðèíàäëåæèò

Êàíçàêè [88]. Â ðàáîòå [88] ðàññìàòðèâàëàñü ïåðèîäè÷åñêàÿ ÿ÷åéêà êðèñòàëëà,

ñîäåðæàùàÿ âàêàíñèþ â öåíòðå. Âëèÿíèå âàêàíñèè ó÷èòûâàëîñü çà ñ÷åò ïðè-

ëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âíåøíèõ ñèë ê àòîìàì ÿ÷åéêè, áëèçêèì ê âàêàíñèè.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåøåòêè ðåøàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîäõîä Êàíçàêè è åãî ìîäèôèêàöèè (ñì. íàïðèìåð [52])

øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âàêàíñèé è ìåæóçåëüíûõ

àòîìîâ â ìåòàëëàõ [68, 69, 53, 54, 55, 153] è ñïëàâàõ [172]. Îáîáùåíèå ìåòî-

äà [88] íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé ïðîâîäèëîñü â

ðàáîòàõ [49, 215, 94]. Äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè äèñêðåò-

íîé ôóíêöèè Ãðèíà, ïðåäëîæåí â ðàáîòå [195]. Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ìåòîä ýêâèâàëåíòåí ìåòîäó Êàíçàêè, íî ïðè ýòîì ïðîùå ñ âû÷èñëèòåëüíîé

òî÷êè çðåíèÿ. Äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà âû÷èñëÿëàñü äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì,

âêëþ÷àÿ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó [196, 133], ðåøåòêó àëìàçà [213], ãðàôåí [214] è

ãðàíåöåíòðèðîâàííóþ êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó [151]. Îäíàêî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ

ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ïîëó÷åíî íå áûëî.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î äå-

ôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà ñ âàêàíñèÿìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàëîæåíèå ñðåäíåé

äåôîðìàöèè íà ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè êðèñòàëëà, ñîäåðæàùóþ îäèíî÷íóþ âà-

êàíñèþ. Â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ [88, 195], ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ÿ÷åéêè âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç ñðåäíþþ äåôîðìàöèþ. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà àíàëîãè÷íà äâîÿêî-

ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å òåîðèè óïðóãîñòè, ðàññìîòðåííîé, íàïðèìåð, â ìîíîãðà-
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ôèÿõ [254, 229, 249]. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìèðîâàíèå òðåóãîëü-

íîé ðåøåòêè. Ïîëó÷àþòñÿ òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ïîëÿ ïåðåìå-

ùåíèé ðåøåòêè ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ äåôîðìèðîâàíèÿ. ×èñëåííî èññëåäóåòñÿ

äåôîðìèðîâàíèå ðåøåòêè ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé. Íà îñíîâå

ïîëó÷åííûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé âû÷èñëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè

ðåøåòêè è êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèè. Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ

ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ ðåøåòêè è êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè â ðàì-

êàõ êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàí-

íîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [114, 198].

1.2 Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåøåòêè ñ âàêàíñèÿ-

ìè

Â äàííîì ïàðàãðàôå âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåò-

êè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé ïîä âîçäåéñòâèåì íàãðóçêè, ïðè-

ëîæåííîé íà áåñêîíå÷íîñòè (Ðèñ. 1.1). Ïåðèîäè÷åñêàÿ ÿ÷åéêà èìååò ôîðìó ðîì-

áà ñî ñòîðîíîé, ñîäåðæàùåé 2N + 1 ÷àñòèö. Âàêàíñèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ â öåíòðå

ðîìáà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé àòîì âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñ áëèæàéøè-

ìè ñîñåäÿìè ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ ñèë. Äàëåå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö â ÿ÷åéêå

ïåðèîäè÷íîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñðåäíþþ äåôîðìàöèþ ÿ÷åéêè.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðåøåòêè çàïèñûâàþòñÿ â ðàçíîñòíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî

ââîäÿòñÿ åäèíè÷íûå âåêòîðû eu, ev, ew, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿì ñâÿçåé

â ðåøåòêå:

eu =

√
3

2
i +

1

2
j, ev = −

√
3

2
i +

1

2
j, ew = eu + ev, (1.1)

ãäå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðû äâóìåðíîãî äåêàðòîâà áàçèñà, ñîîòâåòñòâóþùèå

îñÿì x è y (ñì. Ðèñ. 1.1); I = ii+jj = 2
3(eueu+evev+ewew) � äâóìåðíûé åäèíè÷-

íûé òåíçîð. Âî ââåäåííîì áàçèñå ëþáîé äâóìåðíûé âåêòîð, u, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 1.1: Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé (N =
2). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îãðàíè÷èâàåò ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè.

â âèäå:

u =
2

3
(ueu + vev + wew), u = u · eu, v = u · ev, w = u · ew = u+ v. (1.2)

Ââåäåì èíäåêñû n,m, íóìåðóþùèå ÷àñòèöû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîðû

÷àñòèö ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè èìåþò âèä:

rn,m = a(neu +mev), (1.3)

ãäå a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Ðàññìîòðèì ðàç-

íîñòíûå îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿäêà ∆u, ∆v, ∆w, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëå-

íèÿì u, v, w:

∆u(u
n,m) = un+1,m − 2un,m + un−1,m, ∆v(u

n,m) = un,m+1 − 2un,m + un,m−1,

∆w(un,m) = un+1,m+1 − 2un,m + un−1,m−1.

(1.4)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû n,m, èìå-
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þùåé 6 áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆uu
n,meu + ∆vv

n,mev + ∆ww
n,mew = 0. (1.5)

Ïðîåöèðóÿ äàííîå óðàâíåíèå íà áàçèñíûå âåêòîðû eu, ev, ïîëó÷èì:

∆uu
n,m + ∆w(un,m + vn,m) = 0,

∆vv
n,m + ∆w(un,m + vn,m) = 0.

(1.6)

Óðàâíåíèÿ (1.6) îïèñûâàþò ðàâíîâåñèå ÷àñòèö, èìåþùèõ øåñòü áëèæàéøèõ ñî-

ñåäåé, â îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàêàíñèþ, ðàñïîëîæåííóþ â òî÷êå r0,0 = 0. ×àñòèöû,

îêðóæàþùèå âàêàíñèþ, èìåþò òîëüêî ïÿòü áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ñëåäîâàòåëüíî

èõ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèö, äàëåêèõ

îò âàêàíñèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âñåõ ÷àñòèö ÿ÷åéêè

ïåðèîäè÷íîñòè â åäèíîì âèäå, ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàòîðû óäàëåíèÿ ñâÿçåé:

β±u un,m = δn,m(un±1,m − un,m) + δn∓1,m(un∓1,m − un,m),

β±v un,m = δn,m(un,m±1 − un,m) + δn,m∓1(un,m∓1 − un,m),

β±wun,m = δn,m(un±1,m±1 − un,m) + δn∓1,m∓1(un∓1,m∓1 − un,m).

(1.7)

Çäåñü δn,m = 1 äëÿ n = m = 0 è δn,m = 0 äëÿ îñòàëüíûõ n,m èç ÿ÷åéêè ïåðèî-

äè÷íîñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ óäàëåíèÿ ñâÿçåé óðàâíåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ëþáîé ÷àñòèöû {n,m} ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(∆u − β+
u − β−u )un,m + (∆w − β+

w − β−w )(un,m + vn,m) = 0,

(∆v − β+
v − β−v )vn,m + (∆w − β+

w − β−w )(un,m + vn,m) = 0.

(1.8)

Äàííàÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåíèå îïåðàòîðîâ óäàëåíèÿ ñâÿçåé ýêâèâà-
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ëåíòíî ââåäåíèþ ïðóæèíîê ñ îòðèöàòåëüíûìè æåñòêîñòÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.8) îïèñûâàåò ðàâíîâåñèå ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íî-

ñòè. Äëÿ çàìûêàíèÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

1.3 Ïîëå ïåðåìåùåíèé â ðåøåòêå ñ âàêàíñèÿìè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1.8) ðåøàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè.

Ââåäåì ñðåäíèé òåíçîð äåôîðìàöèè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ε, ïîëó÷àþùèé-

ñÿ ïðè âîçäåéñòâèè íà ðåøåòêó íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïå-

ðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ÷à-

ñòè ũn,m è ëèíåéíîé ôóíêöèè òåíçîðà äåôîðìàöèè ε [249]:

un,m = ũn,m + aε · (neu +mev), ũn+α(2N+1),m+β(2N+1) = ũn,m, (1.9)

ãäå α è β � öåëûå ÷èñëà. Äàííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ â óðàâíåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ (1.8). Ïîäñòàíîâêà äàåò óðàâíåíèÿ äëÿ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ïåðå-

ìåùåíèé ũn,m:

(∆u − β+
u − β−u )ũn,m + (∆w − β+

w − β−w )(ũn,m + ṽn,m) = du + dw,

(∆v − β+
v − β−v )ṽn,m + (∆w − β+

w − β−w )(ũn,m + ṽn,m) = dv + dw,

n,m = −N, .., N,

(1.10)

du = εua(δn−1,m − δn+1,m), dv = εva(δn,m−1 − δn,m+1),

dw = εwa(δn−1,m−1 − δn+1,m+1), εs = es · ε · es, s = u, v, w.

(1.11)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç 2(2N + 1)2 óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåùåíèé.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.10) èùåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå. Ýòî ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðèòü ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì
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óñëîâèÿì (1.9).

Ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-

ëàìè:

Zs,p = Φ(zn,m) =
N∑

n,m=−N

zn,mξ−sn−mp, ξ = eiθ, θ =
2π

2N + 1
,

zn,m = Φ−1(Zs,p) =
1

(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

Zs,pξsn+mp,

(1.12)

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

ñèñòåìó äëÿ îáðàçîâ U s,p = Φ(un,m), V s,p = Φ(vn,m):(
sin2 sθ

2
+ sin2 (s+ p)θ

2

)
U s,p + sin2 (s+ p)θ

2
V s,p = Q1,

sin2 (s+ p)θ

2
U s,p +

(
sin2 pθ

2
+ sin2 (s+ p)θ

2

)
V s,p = Q2,

(1.13)

Ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

Q1 = Y s,p − ia

2
(εu sin sθ + εw sin(s+ p)θ) ,

Q2 = Y p,s − ia

2
(εv sin pθ + εw sin(s+ p)θ) ,

Y s,p =
1

4

[
w̃1,1(ξ−p−s − 1) + w̃−1,−1(ξp+s − 1) + ũ1,0(ξ−s − 1) + ũ−1,0(ξs − 1)

]
.

(1.14)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ s = p = 0 óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ñëå-

äîâàòåëüíî U 0,0, V 0,0 � ïðîèçâîëüíûå. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû èìååò âèä:

Ds,p = sin2 sθ

2
sin2 pθ

2
+ sin2 pθ

2
sin2 (s+ p)θ

2
+ sin2 sθ

2
sin2 (s+ p)θ

2
. (1.15)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îáðàçîâ è ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè
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ïåðåìåùåíèé:

ũn,m = Φ−1

(
1

Ds,p

[
Q1

(
sin2 pθ

2
+ sin2 (s+ p)θ

2

)
−Q2 sin2 (s+ p)θ

2

])
,

ṽn,m = Φ−1

(
1

Ds,p

[
Q2

(
sin2 sθ

2
+ sin2 (s+ p)θ

2

)
−Q1 sin2 (s+ p)θ

2

])
.

(1.16)

Ôîðìóëà (1.16) äàåò îáùåå ðåøåíèå äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ òðåóãîëü-

íîé ðåøåòêè ñ âàêàíñèÿìè.

1.3.1 Ïðèìåð. Îáúåìíîå äåôîðìèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îáúåìíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, ò.å.

ε = εI. Èññëåäóåì ýôôåêò óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âàêàíñèé. Äëÿ ýòîãî ïðî-

âîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè ñ îäèíî÷íîé

âàêàíñèåé ñ ïîëåì ïåðåìåùåíèé êîíå÷íîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè. Ðåøåíèå äëÿ

áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè îáîçíà÷àåòñÿ èíäåêñîì ∞.

Â ñëó÷àå îáúåìíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ:

ε = εI, εu = εv = εw = ε. (1.17)

Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, îêðóæàþùèõ âàêàíñèþ, óäî-

âëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì:

ũ1,0 = −ũ−1,0 = ũ1,0eu, ũ0,1 = −ũ0,−1 = ũ1,0ev, ũ1,1 = −ũ−1,−1 = ũ1,0ew.

(1.18)

Â òàêîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.13) ïðèíèìàåò âèä:

Q1(s, p) = −
i
(
aε+ ũ1,0

)
2

[sin sθ + sin(s+ p)θ], Q2(s, p) = Q1(p, s). (1.19)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.13) ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.19) è ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðà-
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çîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì:

ũn,m = ṽm,n = −
(
aε+ ũ1,0

)
Gn,m,

Gn,m =
1

2(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

sin((sn+ pm)θ)

Ds,p

(
sin pθ sin2 sθ

2
− sin sθ sin2 (s+ p)θ

2

)
.

(1.20)

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü ũ1,0, ïîäñòàâèì n = 1, m = 0. Â ðåçóëüòàòå ïåðå-

ìåùåíèÿ â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå â ñëó÷àå îáúåìíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èìåþò

âèä:

un,m = vm,n = aε

(
n− m

2
− Gn,m

1 +G1,0

)
. (1.21)

Gn,m =
1

2(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

g(sθ, pθ) sin((sn+ pm)θ), θ =
2π

2N + 1
,

g(x, y) =
sin y sin2 x

2 − sinx sin2 x+y
2

sin2 x
2 sin2 y

2 + sin2 x
2 sin2 x+y

2 + sin2 y
2 sin2 x+y

2

.

(1.22)

Îòìåòèì, ÷òî ñóììà (1.22) áûñòðî ñõîäèòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì N . Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ÷àñòèö, îêðóæàþùèõ âàêàíñèþ, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

N → ∞, ïðàêòè÷åñêè äîñòèãàåòñÿ óæå ïðè N ∼ 10 (see Fig. 1.2a). Â ñëó÷àå

áåñêîíå÷íîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè Gn,m îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì:

Gn,m
∞ =

1

8π2

∫ π

−π

∫ π

−π
g(x, y) sin(nx+my)dxdy. (1.23)

Ôîðìóëû (1.21)�(1.23) äàþò òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö.

Ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû, ñîñåäíåé ñ âàêàíñèåé. Âû÷èñëÿÿ ïðåäåë

N →∞ (áåñêîíå÷íàÿ ÿ÷åéêà) â ôîðìóëàõ (1.21)�(1.23), ïîëó÷èì:

u1,0
∞ ≈ 1.642aε. (1.24)

Çäåñü aε � ïåðåìåùåíèå òîé æå ÷àñòèöû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âàêàíñèè.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âàêàíñèé ïðîâåäåì ñðàâíåíèå
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ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö âáëèçè âàêàíñèè ïðè N = 1 (ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ÿ÷åé-

êè ïåðèîäè÷íîñòè) è N → ∞ (îäèíî÷íàÿ âàêàíñèÿ â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå).

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçëè÷èå ñîñòàâëÿåò îêîëî 20% (Ðèñ. 1.2a).

Ñðàâíèì òåïåðü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîé ìî-

äåëè, ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè êîíòèíóàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîëå ïå-

ðåìåùåíèé â ïëàñòèíå ñ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν0 = 1/3 (ñîîòâåòñòâóþùèì

òðåóãîëüíîé ðåøåòêå), ñîäåðæàùåé êðóãîâîå îòâåðñòèå ðàäèóñà R, íàãðóæåí-

íîé ïðèëîæåííûì íà áåñêîíå÷íîñòè ãèäðîñòàòè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì σ0 (çàäà÷à

Êèðøà), èìååò âèä:

u · er = εr + 2
εR2

r
, ε =

σ0

2K0
, (1.25)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îòâåðñòèÿ, er = r/r, K0 � ìîäóëü îáúåìíîãî

ñæàòèÿ.

Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö â ðåøåòêå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â àíàëîãè÷íîì

âèäå:

un,m · er = εr + ũn,m · er. (1.26)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (1.25) ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì êîíòèíóàëüíûì

âûðàæåíèåì (1.26). Ïðîâåðèì, íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò âàêàíñèè âòîðîå ñëàãà-

åìîå ũn,m · er ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ôóíêöèåé A/r.

Ðèñ. 1.2b ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ũn,m · er îò áåç-

ðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ r/a äî öåíòðà âàêàíñèè ïðèN = 100. Â ñèëó ëèíåéíîñòè

çàäà÷è äëÿ ïðîñòîòû â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ε = 1. Êðóãè ïîêàçûâà-

þò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è. Ëèíèè ïîêàçûâàþò àíàëîãè÷íûå

êîíòèíóàëüíûå çàâèñèìîñòè. Äëÿ íàèëó÷øåãî ñîâïàäåíèÿ êîýôôèöèåíò A âû-

áðàí ðàâíûì 0.604a2. Âèäíî, ÷òî ïðè r/a > 10 ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö õîðîøî

îïèñûâàþòñÿ êîíòèíóàëüíîé òåîðèåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.25), êîýô-
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ôèöèåíò A îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíûé ðàäèóñ âàêàíñèè:

R ≈ 0.55a. (1.27)

Îñíîâíîå îòëè÷èå äèñêðåòíîãî è êîíòèíóàëüíîãî ðåøåíèé ïîêàçàíî íà

Ðèñ. 1.2b. Â îêðåñòíîñòè âàêàíñèè çàâèñèìîñòü ur(r/a) íåìîíîòîííà. Äàííûé

ôàêò ïîêàçûâàåò, ÷òî âáëèçè âàêàíñèè êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ íåïðèìåíèìà. Ïî-

õîæèé ýôôåêò îáíàðóæåí â êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ, ïðîâåäåííûõ â

ðàáîòå [149] äëÿ íèêåëÿ. Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ èñ-

a b

Ðèñ. 1.2: Îáúåìíîå äåôîðìèðîâàíèå òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñ âàêàíñèåé. Ïîëíîå
ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû 1, 0, ãðàíè÷àùåé ñ âàêàíñèåé (n = 1, m = 0) â çàâèñèìî-
ñòè îò ðàçìåðà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè N (ñëåâà). Ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ïåðåìåùå-
íèÿ ũn,m ·er â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ r/a îò öåíòðà âàêàíñèè
ïðè N = 100 (ñïðàâà).

ïîëüçîâàíèåì êîíòèíóàëüíîé òåîðèè, ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 1.6, ãäå ðàññ÷èòû-

âàþòñÿ êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèè âáëèçè âàêàíñèè.
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1.3.2 Ïðèìåð. Äâóõîñíîå äåôîðìèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì äâóõîñíîå äåôîðìèðîâàíèå ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, ïðè êîòîðîì

ñðåäíèé òåíçîð íàïðÿæåíèé èìååò âèä:

ε =
εxx
3

(eu − ev)(eu − ev) + εyyewew, εu = εv =
3εxx + εyy

4
, εw = εyy.

(1.28)

Âû÷èñëèì ïîëå ïåðåìåùåíèé â ñëó÷àå äâóõîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âäîëü íà-

ïðàâëåíèé i = (eu − ev)/
√

3 è j = eu + ev. Ïðåäñòàâèì òåíçîð íàïðÿæåíèé â

áàçèñå, ñâÿçàííîì ñ ðåøåòêîé:

ε =
εxx
3

(eu − ev)(eu − ev) + εyyewew, εu = εv =
3εxx + εyy

4
, εw = εyy.

(1.29)

Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, ãðàíè÷àùèõ ñ âàêàíñèåé, óäî-

âëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì:

ũ1,0 = −ũ−1,0, ṽ0,1 = −ṽ0,−1, ũ1,0 = ṽ0,1, w̃1,1 = −w̃−1,−1. (1.30)

Èíûìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ íåèçâåñòíûõ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

ũ1,0, w̃1,1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.13) äàåò:

Q1(s, p) = Q2(p, s) = − i
2

[
(aεu + ũ1,0) sin sθ + (aεw + w̃1,1) sin(s+ p)θ

]
.

(1.31)

Òîãäà äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü âåêòîðà ïåðåìåùåíèé èìååò âèä:

ũn,m = ṽm,n = Hn,m(aεu + ũ1,0) +Kn,m(aεw + w̃1,1), (1.32)
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ãäå Hn,m, Kn,m îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

Hn,m =

1

2(2N+1)2

N∑
s,p=−N

sin((sn+pm)θ)

Ds,p

(
sin sθ sin2 pθ

2
+ sin2 (s+ p)θ

2
(sin sθ − sin pθ)

)
,

Kn,m =
1

2(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

sin((sn+ pm)θ)

Ds,p
sin((s+ p)θ) sin2 pθ

2
,

Ds,p = sin2 sθ

2
sin2 pθ

2
+ sin2 pθ

2
sin2 (s+ p)θ

2
+ sin2 sθ

2
sin2 (s+ p)θ

2
.

(1.33)

Ïîäñòàíîâêà n = 1,m = 0 è n = 1,m = 1 â ôîðìóëó (1.32) äàåò ñèñòåìó

óðàâíåíèé äëÿ ũ1,0, w̃1,1. Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû èìååò âèä:

ũ1,0 = a
(H1,0(1− 2K1,1) + 2H1,1K1,0)εu +K1,0εw

(1−H1,0)(1− 2K1,1)− 2K1,0H1,1
,

w̃1,1 = 2a
H1,1εu + (K1,1(1−H1,0) +H1,1K1,0)εw

(1−H1,0)(1− 2K1,1)− 2K1,0H1,1
.

(1.34)

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè N → ∞ ñóììû â ôîðìóëàõ (1.33) ìîæíî çà-

ìåíèòü íà èíòåãðàëû, àíàëîãè÷íûå (1.23). Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ äàííûå

âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé è

êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè.

1.4 Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè (ïåðèîäè÷å-

ñêîå ðàñïðåäåëåíèå âàêàíñèé)

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè ðåøåòêè. Â ñè-

ëó ãåêñàãîíàëüíîé ñèììåòðèè óïðóãèå ñâîéñòâà èçîòðîïíû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ K è ìîäóëÿ ñäâèãà µ äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: îáúåìíîå äåôîðìèðîâàíèå εxx = εyy è ñæàòèå ñ ðàñòÿæå-

íèåì εxx = −εyy. Ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Ãóêà óïðóãèå ìîäóëè âûðàæàþòñÿ
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÷åðåç ñðåäíèé âåêòîð íàïðÿæåíèé T íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ñ íîð-

ìàëüþ n:

K =
1

2

T · n
n · ε · n

|εxx=εyy , µ =
1

2

T · n
n · ε · n

|εxx=−εyy , n =
1

2
(i +
√

3j). (1.35)

Âåêòîð íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ ñèëà íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè ïåðèî-

äè÷íîñòè. Ñóììèðóÿ ñèëû, äåéñòâóþùèå â íàïðàâëåíèÿõ eu, ew, ïîëó÷èì:

T = Tueu + Twew, Tu =
c

4
(3εxx + εyy) +

c

(2N + 1)a

N∑
m=−N

(ũ−N,m − ũN,m),

Tw = cεyy +
c

(2N + 1)a

N∑
m=−N

(w̃−N,m+1 − w̃N,m).

(1.36)

Çäåñü c � æåñòêîñòü ñâÿçè; aTu, aTw � ñðåäíèå ñèëû â ñâÿçÿõ, íàïðàâëåííûõ

âäîëü eu è ew ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíû Tu, Tw âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðåøåíèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ (1.32). Â ðåçóëüòàòå óïðóãèå ìîäóëè âû÷èñëÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ôîðìóë (1.32), (1.36) â (1.35).

a b

Ðèñ. 1.3: Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîäóëÿ îáúåì-
íîãî ñæàòèÿ (íîðìèðîâàííûõ íà çíà÷åíèÿ äëÿ èäåàëüíîé ðåøåòêè) îò ðàçìåðà
ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè N . Ñ óâåëè÷åíèåì N êîíöåíòðàöèÿ âàêàíñèé óìåíüøà-
åòñÿ.

Ðèñ. 1.3 ïîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü óïðóãèõ ìîäóëåé ê çíà÷åíèÿì, ñîîòâåòñòâó-

þùèì èäåàëüíîé ðåøåòêå áåç âàêàíñèé. Â ïàðàãðàôå 1.6 ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå
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ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíòèíóàëüíîé

òåîðèè.

1.5 Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè (ñëó÷àéíîå

ðàñïðåäåëåíèå âàêàíñèé)

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ìîëåêóëÿðíî-

äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Êàê è ðàíåå, âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè

ìîäåëèðóþòñÿ ëèíåéíûìè ïðóæèíêàìè ñ æåñòêîñòüþ c. Ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî

âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ÿ÷åéêà ïå-

ðèîäè÷íîñòè [118], ñîäåðæàùàÿ áîëüøîå ÷èñëî âàêàíñèé (Ðèñ. 1.4). Ñ âû÷èñëè-

òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíåå ïîëó÷àòü ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è êàê ïðå-

äåëüíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ äèññèïàöèåé. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå ñêîðîñòè, ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûå â êðóãå ðàäèóñà v0. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîãî èíòåãðàòîðà leap-frog.

Ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè ðåøåòêè âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè íàêëàäûâàåòñÿ îäíî-

ðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ è ìîäóëÿ ñäâè-

ãà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: εxx = εyy è εxx = −εyy. Ïðè íàëè÷èè âàêàíñèé

îäíîðîäíàÿ äåôîðìàöèÿ ðåøåòêè íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèåé. Âîç-

íèêàþùèå äâèæåíèÿ â ðåøåòêå ãàñÿòñÿ çà ñ÷åò ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïîñëå òîãî

êàê êîëåáàíèÿ ðåøåòêè çàòóõíóò, âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíèé âåêòîð íàïðÿæåíèÿ â

ñå÷åíèè ñ íîðìàëüþ n = j. Ïðè èçâåñòíîì âåêòîðå íàïðÿæåíèé óïðóãèå ìîäóëè

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.35). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
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a b

c d

Ðèñ. 1.4: Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé. Ïîðè-
ñòîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî óäàëåííûõ ÷àñòèö, îòíåñåííîå ê ïîëíîìó ÷èñëó
÷àñòèö â îáðàçöå: (a) p = 0.01, (b) p = 0.025, (c) p = 0.05, (d) p = 0.1.

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

M = 2.25 · 104, εxx = ±εyy = ±10−5,
b

b0
= 5 · 10−3,

∆t

T∗
= 0.02,

v0

vs
= 10−4, smax = 25 · 103.

(1.37)

ãäå M � ÷èñëî ÷àñòèö; vs = a/T∗; T∗ � ïåðèîä êîëåáàíèé îäíîé ÷àñòèöû íà

ïðóæèíêå æåñòêîñòè c; b0 = 2
√
mc � êðèòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè;

∆t � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ; smax � ÷èñëî øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ êàæäîãî

çíà÷åíèÿ ïîðèñòîñòè ïðîâîäèòñÿ 10 ðàñ÷åòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè

âàêàíñèé. Ðåçóëüòàòû îñðåäíÿþòñÿ ïî äàííûì ðåàëèçàöèÿì.
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Çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñî ñëó÷àé-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.5. Â ÷àñòíîñòè, ðèñ. 1.5

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îäèíàêîâîé ïîðèñòîñòè ðåøåòêà ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðå-

äåëåíèåì âàêàíñèé áîëåå æåñòêàÿ, ÷åì ðåøåòêà ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì

âàêàíñèé. Äëÿ ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âàêàíñèé çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ìî-

äóëåé îò ïîðèñòîñòè áëèçêè ê ëèíåéíûì, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ âàêàíñèé îíè çàìåòíî íåëèíåéíûå. Â ïàðàãðàôå 1.6 ðåçóëüòà-

òû ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè

ðàñ÷åòîâ ïî êîíòèíóàëüíîé òåîðèè.

1.6 Ñðàâíåíèå ñ êîíòèíóàëüíîé òåîðèåé

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè çàìåíû ðåøåòêè ñ âàêàíñèÿìè äâóìåðíîé

ñïëîøíîé ñðåäîé ñ îòâåðñòèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèì ýôôåêòèâíóþ ôîð-

ìó äàííûõ îòâåðñòèé. Äàííûé âîïðîñ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ

ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé è êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè.

Äëÿ ðåøåòêè ïîðèñòîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî óäàëåííûõ ÷àñòèö, îò-

íåñåííîå ê ïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âàêàíñèé. Â ÷àñòíî-

ñòè, â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âàêàíñèé, ïîðèñòîñòü èìååò âèä

p = 1/(2N + 1)2, ãäå N � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ðàçìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íî-

ñòè. Â ñëó÷àå äâóìåðíîãî êîíòèíóóìà ñ îòâåðñòèÿìè, ïîðèñòîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

êàê äîëÿ ïëîùàäè, çàíÿòàÿ îòâåðñòèÿìè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîðèñòîñòü ìîæåò

áûòü èçìåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ìàññû îáðàçöà.

Â êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëÿõ (ñì. íàïðèìåð, ðàáîòû [92, 93, 37, 38]) ýôôåê-

òèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà çàâèñÿò îò ôîðìû ïîð. Ïðè çàäàííîé ïëîùàäè íàè-

ìåíüøèé ýôôåêò íà óïðóãèå ìîäóëè îêàçûâàþò êðóãëûå ïîðû. Ðèñóíîê 1.5

ïîêàçûâàåò, ÷òî âàêàíñèè íå ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû êðóãëûìè ïîðàìè,

ò.ê. äàííàÿ ôîðìà ïîðû ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷èÿì â ýôôåêòèâíûõ

óïðóãèõ ìîäóëÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ äîëæíà èñïîëüçî-
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âàòüñÿ äðóãàÿ ôîðìà ýêâèâàëåíòíîé ïîðû.

Âêëàä ïîðû â ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòîðàìè ôîð-

ìû h1, h2. Äëÿ íåñêîëüêèõ ôîðì ïîðû äàííûå ôàêòîðû ðàññ÷èòàíû â ðàáî-

òàõ [93, 37, 38]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòå [93] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîãíóòîñòü

ïîð ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà (ïðè îäíîé ïëîùà-

äè âîãíóòûå ïîðû îêàçûâàþò áîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå íà óïðóãèå ìîäóëè, ÷åì

âûïóêëûå). Èíûìè ñëîâàìè, óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ ïîðàìè çàâèñÿò íå

òîëüêî îò ïîðèñòîñòè p, íî è îò ôàêòîðîâ ôîðìû. Â ïðèáëèæåíèè íåâçàèìî-

äåéñòâèÿ ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ìîäóëè ìàòåðèàëà ñ ïîðàìè èìåþò âèä:

E =
E0

1 + 2h1p
, K =

K0

1 + 2(h1 − h2)p/(1− ν0)
,

ν =
ν0 + 2h2p

1 + 2h1p
, µ =

µ0

1 + 2(h1 + h2)p/(1 + ν0)
,

(1.38)

ãäå ôàêòîðû ôîðìû h1, h2 äëÿ íåñêîëüêèõ âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ ïîëèãî-

íàëüíûõ ôîðì ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [93, 37, 38]. Äëÿ êðóãà h1 = 1.5, h2 = 0.5;

äëÿ äðóãèõ ôîðì hi áîëüøå, ÷åì äëÿ êðóãà.

Â ñëó÷àå, åñëè ôàêòîðû ôîðìû áåðóòñÿ òàêèìè æå êàê äëÿ êðóãëûõ ïîð, ïî-

ëó÷àåòñÿ áîëüøîå îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ äèñêðåòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Õîðîøåå

ñîîòâåòñòâèå êîíòèíóàëüíûõ è äèñêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè h1 =

2.036, h2 = 0.810. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî íå ÿñíî êàêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîðû ñîîò-

âåòñòâóåò òàêèì ôàêòîðàì ôîðìû. Òàêæå îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîýô-

ôèöèåíò Ïóàññîíà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïîðèñòîñòè. Â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ

ìàòåðèàëàõ íàáëþäàåòñÿ îáðàòíûé ýôôåêò [100].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè óïðóãèõ ñâîéñòâ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà

ñ âàêàíñèÿìè ìîæåò áûòü çàìåíåíà äâóìåðíîé ñïëîøíîé ñðåäîé ñ ïîðàìè. Îä-

íàêî ïðè ýòîì ïîðû èìåþò íåêðóãëóþ ôîðìó. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðû ôîð-

ìû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû, èñõîäÿ èç íàèëó÷øåãî ñîîòâåòñòâèÿ ýôôåêòèâíûõ

óïðóãèõ ìîäóëåé ðåøåòêè è êîíòèíóóìà. Îäíàêî ñàìó ôîðìó òàêèì ñïîñîáîì

îïðåäåëèòü íå óäàåòñÿ.
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a

b

Ðèñ. 1.5: Çàâèñèìîñòü óïðóãèõ ìîäóëåé îò ïîðèñòîñòè äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåò-
êè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé (ñì. ïàðàãðàô 1.4) è ñëó÷àéíûì
ðàñïðåäåëåíèåì âàêàíñèé (ñì. ïàðàãðàô 1.5): (a) êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, (b)
ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ. Óïðóãèå ìîäóëè íîðìèðîâàíû íà èõ çíà÷åíèÿ ïðè
îòñóòñòâèè âàêàíñèé. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè êîíòèíó-
àëüíîé òåîðèè ïðè íàèëó÷øåì âûáîðå ôàêòîðîâ ôîðìû ïîð (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)
è äëÿ êðóãëûõ ïîð (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).

Íàëè÷èå îòâåðñòèÿ â ïëàñòèíå ïðèâîäèò ê êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé. Â

÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé äëÿ ïëàñòèíû ñ êðóãëûì

îòâåðñòèåì ïðè âñåñòîðîííåì ðàñòÿæåíèè ðàâåí 2 âî âñåõ òî÷êàõ êðóãà. Äëÿ

äðóãèõ ôîðì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé âûøå, ÷åì äëÿ

êðóãà. Âàêàíñèÿ ïðîèçâîäèò àíàëîãè÷íûé ýôôåêò. Îäíàêî âû÷èñëåíèå êîýôôè-
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öèåíòà êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé çàòðóäíÿåòñÿ òåì, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé

äëÿ äèñêðåòíîé ñðåäû îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî [111], [106]. Ïîýòîìó ââîäèò-

ñÿ êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé, k, îïðåäåëÿåìûé êàê îòíîøåíèå

ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè ñâÿçè, áëèçêîé ê âàêàíñèè, ê ìàêñèìàëüíîé äåôîð-

ìàöèè ñâÿçåé íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå îáúåìíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå äåôîðìàöèè äîñòèãàåòñÿ â ñâÿçÿõ, îêðóæàþùèõ âàêàíñèþ.

Êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé, kvol, âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîëÿ ïåðåìåùåíèé (1.24):

kvol =
u1,0
∞
aε
≈ 1.642, (1.39)

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå êðóãëîìó îòâåðñòèþ. Â ñëó÷àå çàìåíû âàêàíñèè íåêðóãëîé ïîðîé, ñî-

îòâåòñòâóþùåé ôàêòîðàì ôîðìû ïîëó÷åííûì âûøå, îòëè÷èå ïîëó÷èòñÿ åùå

áîëüøå.

Äëÿ äðóãèõ âèäîâ äåôîðìèðîâàíèÿ îòëè÷èÿ ìåæäó êîíòèíóàëüíîé è äèñ-

êðåòíîé òåîðèÿìè åùå áîëåå ñóùåñòâåííûå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îäíîîñíîå

íàãðóæåíèå ðåøåòêè â ãîðèçîíòàëüíîì (y) è âåðòèêàëüíîì (x) íàïðàâëåíè-

ÿõ (ñì. ðèñ. 1.1). Ñðåäíèå äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîîñíîìó äåôîð-

ìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ â íàïðàâëåíèè y, èìåþò âèä:

εxx = −ν0ε, εyy = ε, ν0 =
1

3
⇒ εu = εv = 0, εw = ε. (1.40)

Êàê è îæèäàëîñü, ìàêñèìàëüíîå óäëèíåíèå íàáëþäàåòñÿ â ñâÿçÿõ, îãðàíè÷è-

âàþùèõ âàêàíñèþ (ðèñ. 1.6a). Ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè

äåôîðìàöèé, âû÷èñëåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (1.32), (1.33), ðàâåí:

ky ≈ 1.283. (1.41)

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ
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êîíòèíóàëüíîé çàäà÷è Êèðøà äëÿ êðóãëîé ïîðû (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êîýôôè-

öèåíò êîíöåíòðàöèè ðàâåí 3). Äëÿ äðóãèõ ôîðì ïîð îòëè÷èÿ åùå ñóùåñòâåííåå.

a b

Ðèñ. 1.6: Êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè:
(a) â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (σ0xx = 0, σ0yy = σ0) è (b) â âåðòèêàëüíîì
íàïðàâëåíèè (σ0xx = σ0, σ0yy = 0). Ñâÿçè, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ
äåôîðìàöèÿ, çà÷åðêíóòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîîñíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â íàïðàâëåíèè x:

εxx = ε, εyy = −ν0ε ⇒ εu = εv =
2

3
ε, εw = −1

3
ε. (1.42)

Âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé íà îñíîâå ïîëÿ ïåðåìåùå-

íèé (1.32), (1.33), ïîëó÷èì:

kx ≈ 1.449. (1.43)

Êàê è ðàíåå, ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì àíàëîãè÷íûé ðåçóëü-

òàò êîíòèíóàëüíîé òåîðèè.

1.7 Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 1

Ðàçâèò ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàòü âëèÿíèå âà-

êàíñèé íà óïðóãèå è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëè-
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òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé êðèñòàë-

ëè÷åñêîé ðåøåòêè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â

îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ïðè

îáúåìíîì äåôîðìèðîâàíèè ïîëå ïåðåìåùåíèé íå îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèì-

ìåòðèåé è íåìîíîòîííî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà âàêàíñèè.

Ïîëó÷åííîå ïîëå ïåðåìåùåíèé èñïîëüçîâàëîñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ

óïðóãèõ ñâîéñòâ êðèñòàëëà ñ âàêàíñèÿìè è êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè äå-

ôîðìàöèé âáëèçè âàêàíñèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå âàêàíñèé íà óïðóãèå ñâîé-

ñòâà ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ ýòîãî ðå-

øåòêó ñ âàêàíñèÿìè íåîáõîäèìî çàìåíèòü ïëàñòèíîé ñ âûðåçàìè. Ïîëó÷åíû

êîýôôèöèåíòû ôîðìû âûðåçîâ, îïðåäåëèòü èõ ãåîìåòðèþ îäíîçíà÷íî íå óäà-

åòñÿ.

Îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé ïðè îáúåìíîì è îä-

íîîñíîì äåôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè ñ îäèíî÷íîé âàêàíñèåé. Ïîêàçàíî, ÷òî äàí-

íûå êîýôôèöèåíòû ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ â çàäà÷àõ

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè (äàæå â ñëó÷àå êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ). Ñëåäîâàòåëü-

íî, êîíöåíòðàöèÿ äåôîðìàöèé âáëèçè âàêàíñèé íå ìîæåò áûòü îïèñàíà â ðàì-

êàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîâåäåíèÿ

äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ âáëèçè âàêàíñèè áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàíèå íåëîêàëüíûõ òåîðèé óïðóãîñòè, ðàçâèâàåìûõ, íàïðèìåð, â ðàáî-

òàõ [142, 143, 144]. Ñðàâíåíèå äèñêðåòíîãî è êîíòèíóàëüíîãî ðåøåíèÿ òàêæå

ìîæåò ïîçâîëèòü îïðåäåëèòü ìàñøòàáíûå ïàðàìåòðû, èñïîëüçóåìûå â íåëî-

êàëüíûõ òåîðèÿõ. Îäíàêî ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîé

ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [114, 198].



Ãëàâà 2

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â

òâåðäûõ òåëàõ ñ

êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

2.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ïåðåõîäíûì ïðîöåññàì

â äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåëàõ

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ òåðìîìåõàíèêè â óñëîâèÿõ, êîãäà ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â

ñèëüíî íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Â ñèñòåìàõ, íàõîäÿùèõñÿ â òåïëîâîì ðàâíî-

âåñèè, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îáû÷íî ðàâíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû.

Äàííûé ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåìû î ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè [77, 219]. Äàííàÿ

òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü òåïëîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ îäíîãî

ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà � êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, ïðîïîðöèîíàëüíîé ýíåð-

ãèè õàîòè÷åñêîãî òåïëîâîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ. Âäàëè îò òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ

êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ìîãóò

ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ [21, 63, 72, 73, 76, 132]. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ ðàáîòàõ

ââîäèòñÿ íåñêîëüêî òåìïåðàòóð [21, 63, 234, 85, 132]. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî,

41
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÷òî òåìïåðàòóðû ðåøåòêè è ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû â òâåðäûõ òåëàõ, ïîä-

âåðæåííûõ ëàçåðíîìó âîçäåéñòâèþ, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ (ñì. íàïðèìåð, îáçîðíóþ

ñòàòüþ [132]). Íåñêîëüêî òåìïåðàòóð òàêæå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè ìîëåêóëÿðíî-

äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè óäàðíûõ âîëí. Â ðàáîòàõ [72, 73, 76, 203] ïîêà-

çàíî, ÷òî êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèÿì àòîìîâ âäîëü è

ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíîé âîëíû, âáëèçè åå ôðîíòà ìîãóò

îòëè÷àòüñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà. Â ðàáîòàõ [89, 90] ðàññìàòðèâàëîñü ðàñïðîñòðàíåíèå

òåïëà â äâóõàòîìíîé îäíîìåðíîé ãàðìîíè÷åñêîé öåïî÷êå, ïîìåùåííîé ìåæäó

äâóìÿ òåïëîâûìè ðåçåðâóàðàìè ñ ðàçëè÷íûìè òåìïåðàòóðàìè. Áûëî ïîêàçàíî,

÷òî òåìïåðàòóðû ïîäðåøåòîê â íåðàâíîâåñíîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè îòëè-

÷àþòñÿ. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà [117].

Â ðàáîòå [117] ïîêàçàíî, ÷òî òåìïåðàòóðû ïîäðåøåòîê â ïðîöåññå òåïëîïðîâîä-

íîñòè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå îòëè÷àþòñÿ, äàæå åñëè èçíà÷àëüíî îíè ðàâíû.

Â îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íåðàâíîâåñíàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê òåï-

ëîâîìó ðàâíîâåñèþ. Ïåðåõîä ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ ñîïðîâîæäàåòñÿ íåñêîëü-

êèìè ìåõàíè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ñòðåìèòñÿ

ê Ãàóññîâîé [34, 70, 95, 128, 188]. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó

êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé [2, 6, 95, 240, 246, 187]. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [246]. Ýíåðãèÿ ïåðåðàñïðåäåëÿ-

åòñÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè ñèñòåìû [170]. Äàííûå ïðîöåññû, çà èñ-

êëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî, ïðîèñõîäÿò êàê â ëèíåéíûõ, òàê è â íåëèíåéíûõ ñèñòå-

ìàõ [2, 34, 95, 240, 246, 128, 188]. Â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ýíåðãèè ñîáñòâåí-

íûõ ôîðì íå ìåíÿþòñÿ. Îäíàêî ïîëå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íûõ

ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ ñòðåìèòñÿ ñòàòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì è ïî-

ñòîÿííûì âî âðåìåíè [70, 188, 109]. Ïîýòîìó ïîíÿòèå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ øè-

ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêèì êðèñòàëëàì [18, 33, 34, 35, 82, 128, 188, 201].

Ïåðåõîä ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ ðàññìàòðèâàåòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [18,

33, 34, 35, 70, 82, 95, 240, 245, 246, 109, 128, 131, 150, 188]. Èññëåäóþò-

ñÿ òàêèå àñïåêòû äàííîãî ïðîöåññà êàê ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿ-
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íèÿ [128], ýðãîäè÷íîñòü [201], ñòðåìëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê íîðìàëü-

íîìó [18, 34, 35, 95], ýâîëþöèÿ ýíòðîïèè [81, 82, 184] è äðóãèå. Â íàñòîÿùåé ãëàâå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå îñíîâíîé ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû

� êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû (òåìïåðàòóð), ïðîïîðöèîíàëüíîé êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö.

Â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíî äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ. Ïåðâûé ïîäõîä èñ-

ïîëüçóåò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè [230, 70, 95, 82, 131].

Ïðè èçâåñòíîì òî÷íîì ðåøåíèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â ÷àñòíîñòè, â ïèîíåðñêîé ðàáîòå

Êëåéíà è Ïðèãîæèíà [95] ðàññìàòðèâàëñÿ ïåðåõîä ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ â

áåñêîíå÷íîé ãàðìîíè÷åñêîé öåïî÷êå ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ñ

èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî Øðåäèíãåðîì [182], áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè öåïî÷êè îñöèëëèðóþò âî

âðåìåíè è ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíûì ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèÿì [95]. Â ðàìêàõ âòîðî-

ãî ïîäõîäà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ êîâàðèàöèè ñêîðî-

ñòåé è êîâàðèàöèè ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö1. Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà

äëÿ êîâàðèàöèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ñòàöèîíàð-

íîì [89, 136, 173] è íåñòàöèîíàðíîì [57, 240, 245, 246, 109, 137] ñëó÷àÿõ. Ðåøåíèå

äàííîé ñèñòåìû îïèñûâàåò, â ÷àñòíîñòè, èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû

âî âðåìåíè. Â ðàáîòàõ [240, 245, 246, 109] äàííàÿ èäåÿ èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñà-

íèÿ ïåðåõîäà ê ðàâíîâåñèþ â êðèñòàëëàõ ñ ïðîñòîé (ìîíîàòîìíîé) ðåøåòêîé2.

Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü îäíîìåðíûå öåïî÷êè [6, 240] è äâóìåðíûå òðå-

óãîëüíàÿ è êâàäðàòíàÿ ðåøåòêè [245, 246, 109]. Îäíàêî âûðàæåíèÿ äëÿ êèíå-

òè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ áûëè ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ

íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ðåøåòîê. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîëó÷àåòñÿ îáùàÿ ôîðìóëà

1Êîâàðèàöèåé äâóõ öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ ïðîèç-
âåäåíèÿ.

2Ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ ñîáîé ïðè ïåðåìåùåíèè íà âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå
ëþáûå ÷àñòèöû.
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äëÿ òåìïåðàòóðû, âåðíàÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðåøåòîê.

Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïàðàãðàôå 2.2 ïðèâîäèòñÿ ïîñòà-

íîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ â ïðîñòûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåò-

êàõ (ðåøåòêàõ, â êîòîðûõ êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò òîëüêî îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû).

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ ðåøåòîê ñ âçàèìîäåéñòâèåì

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: íà îñíîâå

òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè è íà îñíîâå êîâàðèàöèîííîãî

ïîäõîäà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå

ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíî-

ìåðíàÿ öåïî÷êà, à òàêæå êâàäðàòíàÿ è òðåóãîëüíûå ðåøåòêè, ñîâåðøàþùèå

ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Â ïàðàãðàôå 2.3 ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ñëîæíûõ ðåøåòîê ñ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â êà÷å-

ñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ öåïî÷êà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè, òðåóãîëü-

íàÿ ðåøåòêà è ðåøåòêà ãðàôåíà. Òàêæå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ìàëîé íåëèíåéíî-

ñòè íà ðàññìàòðèâàåìûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå â äàííîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [109, 245, 246, 115, 9].

2.2 Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â óïðóãèõ òåëàõ ñî

ñêàëÿðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé

2.2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå ìîäåëè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäî-

ãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ ðåøåòêà ïðîñòîé ñòðóêòóðû â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíî-

ñòè d = 1, 2, êàæäàÿ ÷àñòèöà êîòîðîé èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Â òàêîì ñëó-

÷àå ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû çàäàåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé u(x), ãäå x � ðàäèóñ-

âåêòîð ÷àñòèöû â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Òàêèå ðåøåòêè â ëèòåðàòóðå

÷àñòî íàçûâàþòñÿ �ñêàëÿðíûìè� [150, 67, 179, 161, 155].
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Êàæäàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ñîñåäÿìè, íóìåðóåìûìè èíäåêñîì α.

Âåêòîðû aα, ñîåäèíÿþùèå ÷àñòèöó ñ åå ñîñåäÿìè, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

aα = −a−α. (2.1)

Ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ a0 = 0.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå ðåøåòêè, â êîòîðûõ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà êàæäóþ ÷àñòèöó, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðåìåùåíèé

âñåõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ü (x) = Du (x) , Du (x) = ω2
∗

∑
α

bαu(x + aα), bα = b−α, (2.2)

ãäå ω∗ � õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà (ñì. íàïðèìåð ôîðìóëû (2.3), (2.5)); D � ëè-

íåéíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðìóëà (2.2)

� äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñâÿçàí-

íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèÿ (2.2) îïèñûâàþò ïîâåäåíèå öåëîãî êëàññà îäíîìåðíûõ è äâóìåð-

íûõ ðåøåòîê. Íàïðèìåð, ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (2.2),

ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Â òàêîì

ñëó÷àå

Du (x) = ω2
∗

(
u(x + a1)− 2u(x) + u(x + a−1)

)
⇒

⇒ ω∗ =
√

C
M , a±1 = ±ai, b±1 = 1, b0 = −2,

(2.3)

ãäå i � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü öåïî÷êè; a � ðàâíîâåñíîå ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè; C � æåñòêîñòü ñâÿçè; M � ìàññà ÷àñòèö. Îòìåòèì,

÷òî óðàâíåíèå (2.3) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ω∗ òàêæå îïèñûâàåò ëèíåàðèçîâàí-

íûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ðàñòÿíóòîé öåïî÷êè ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè
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áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Â äàííîì ñëó÷àå

Du (x) = −ω2
∗

(
u(x + a2)− 4u(x + a1) + 6u(x)− 4u(x + a−1) + u(x + a−2)

)
⇒ ω∗ =

√
Ca
Ma2

, a±1 = ±ai, a±2 = ±2ai, b0 = −6, b±1 = 4, b±2 = −1,

(2.4)

ãäå Ca � æåñòêîñòü óãëîâîé ïðóæèíêè. Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ,

íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â êàðáèíå, íàíîïðîâîëîêàõ èëè

àëìàçíûõ íàíîíèòÿõ.

Ïðîñòåéøàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (2.2), � ðàñòÿíó-

òàÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ñîâåðøàþ-

ùàÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå

Du (x) = ω2
∗

(
u(x + a1) + u(x + a2)− 4u(x) + u(x + a−1) + u(x + a−2)

)
⇒

⇒ ω∗ =
√

F
Ma , a±1 = ±ai, a±2 = ±aj, b±1 = b±2 = 1, b0 = −4,

(2.5)

ãäå i, j � îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû; F � âåëè÷èíà ñèëû íàòÿæåíèÿ

â ðàâíîâåñèè. Äàííàÿ ðåøåòêà ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïàðàãðàôå 3.2.5.2.

Äâóìåðíûå ðåøåòêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîñòåéøèå ìîäåëè ïîïåðå÷-

íûõ êîëåáàíèé äâóìåðíûõ ìàòåðèàëîâ, òàêèõ êàê ãðàôåí, äèñóëüôèä ìîëèáäå-

íà, íèòðèä áîðà è äð.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëüíûé ïîäáîð ïàðàìåòðîâ aα è bα â óðàâíåíèè (2.2)

ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ëèíåàðèçîâàííûå êîëåáàíèÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ

ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê ñ ïàðíûìè è ìíîãî÷àñòè÷íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ïðîèç-

âîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Óðàâíåíèå (2.2) òàêæå îïèñûâàåò íåêîòîðûå ñèñòåìû

ñ ìîìåíòíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè [162], íàïðèìåð, öåïî÷êó èç òâåðäûõ òåë, ñî-

åäèíåííûõ óïðóãèìè ñâÿçÿìè è ôèêñèðîâàííûìè òðàíñëÿöèîííûìè ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû [235]. Òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ äâóìåðíûõ

ðåøåòîê ñ ìîìåíòíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ïðè óñëîâèè, ÷òî âðàùàòåëüíûå ñòå-
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ïåíè ñâîáîäû çàôèêñèðîâàíû.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òèïè÷íûå

äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

u(x) = 0, v(x) = v0 (x) , (2.6)

ãäå v = u̇; íà÷àëüíûå ñêîðîñòè v0 (x) � íåêîðåëëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2.6) ñîîòâåò-

ñòâóþò íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåøåò-

êå.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì íèæå âûâîäå íå èñïîëüçóþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ

î ïîâåäåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ è åå ñòðåìëåíèå ê ðàñïðåäåëåíèþ Ãàóññà îáñóæäàåòñÿ, íàïðèìåð, â

ðàáîòàõ [34, 35].

2.2.2 Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

Ïîñòðîèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê, îïèñûâàåìûõ

óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ (2.2). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå u = Aei(ωt+k·x). Ïîä-

ñòàíîâêà äàííîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ (2.2) äàåò:

ω2(k) = −ω2
∗

(
b0 + 2

∑
α>0

bα cos (k · aα)

)
, k =

1

a

d∑
j=1

pjẽj. (2.7)

Îòìåòèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.7). Ïåðâîå ñâîé-

ñòâî � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíû k íà −k:

ω(−k)2 = ω(k)2. (2.8)
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Âòîðîå ñâîéñòâî � ïåðèîäè÷íîñòü. Ôóíêöèÿ ω2(p1, p2, ..., pd) ÿâëÿåòñÿ 2π-

ïåðèîäè÷åñêîé:

ω2(p1, p2, ..., pd) = ω2(p1 + 2C1π, p2 + 2C2π, ..., pd + 2Cdπ), (2.9)

ãäå Ci � öåëûå ÷èñëà.

2.2.3 Î ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì

2.2.3.1 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñ-

êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïîëó÷èì òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.2) ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíû-

ìè óñëîâèÿìè îáùåãî âèäà:

u(x) = u0(x), v(x) = v0(x). (2.10)

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Îñíîâíûì ñâîé-

ñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà (2.2),

ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ñäâèãà:

Φ (κ(z + aα)) = Φ (κ(z)) eik·aα. (2.11)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî òîæäåñòâà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Φ (Dκ) = D̂κ̂, Φ
(
D2κ

)
= D̂Φ (Dκ) = D̂2κ̂, D̂ = ω2

∗

∑
α

bαe
ik·aα. (2.12)

Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ (2.2), ïîëó÷èì:

¨̂u(k) = −ω(k)2û(k), ω2 = −D̂. (2.13)
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Âèäíî, ÷òî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ñèñòå-

ìû ñâÿçàííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåùå-

íèé (2.2) ê ñèñòåìå íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé (2.13) äëÿ Ôóðüå-îáðàçîâ ïåðåìå-

ùåíèé.

Ïðèìåíèì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

û(k) = Φ(u0 (x)), v̂(k) = v̂0 = Φ(v0 (x)). (2.14)

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (2.13) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.14), ïîëó÷èì:

û = û0 cos (ωt) +
v̂0

ω
sin (ωt) , v̂ = v̂0 cos (ωt)− ωû0 sin (ωt) . (2.15)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

u = Φ−1

(
û0 cos (ω(k)t) +

v̂0

ω(k)
sin (ω(k)t)

)
,

v = Φ−1 (v̂0 cos (ω(k)t)− ωû0 sin (ω(k)t)) .

(2.16)

Ôîðìóëà (2.16) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-

ÿìè (2.10).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.10) ìîæåò áûòü

ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè. Ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñêîðîñòè è ïåðåìå-

ùåíèÿ ÷àñòèö (2.16) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Äàëåå òî÷íîå ðåøåíèå

óðàâíåíèé äèíàìèêè (2.16) èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ñèñòåìû.



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 50

2.2.3.2 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

â âèäå êîëåáàíèÿ íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ω:

u(x) = A(x)eiωt. (2.17)

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (2.17) â óðàâíåíèå (2.2) äàåò:

ω2
∗

∑
α

bαA(x + aα) + ω2A(x) = 0. (2.18)

Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé èìåþò âèä:

u(x) = u

(
x +

d∑
j=1

Cjnajej

)
, (2.19)

ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö âäîëü êàæäîé ñòîðîíû ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, Cj �

ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, ajej � áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.18) èùåì â âèäå:

A(x) = C1 sin(k · x) + C2 cos(k · x). (2.20)

Äàííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.19) äëÿ

ëþáûõ C1, C2 â ñëó÷àå, åñëè âîëíîâîé âåêòîð âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-

ìóëîé (2.7). Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (2.20) â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (2.2), óìíîæàÿ

îáå ÷àñòè íà sin(k · x), cos(k · x) è ñóììèðóÿ ïî x, ïîëó÷èì:

C1

(
ω2 +

∑
α

bα cos(k · aα)

)
− C2

∑
α

bα sin(k · aα) = 0,

C1

∑
α

bα sin(k · aα)− C2

(
ω2 +

∑
α

bα cos(k · aα)

)
= 0.

(2.21)
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Ïðîâîäÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

∑
α

bα sin(k · aα) =
∑
α

b−α sin(k · a−α) = −
∑
α

bα sin(k · aα) = 0, (2.22)

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.21) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå òîëü-

êî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

ω2(k) = −
∑
α

bα cos(k · aα). (2.23)

Äàííàÿ ôîðìóëà äàåò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñêàëÿðíîé ðåøåòêè.

Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî âñåì

ñîáñòâåííûì ôîðìàì:

u(x) =

=
∑
k

(
(C1 sin(k · x) + C2 cos(k · x)) eiωt + (B1 sin(k · x) +B2 cos(k · x)) e−iωt

)
=

=
∑
k

((
C1e

iωt +B1e
−iωt
)

sin(k · x) +
(
C2e

iωt +B2e
−iωt
)

cos(k · x)
)
.

(2.24)

Çäåñü âåëè÷èíû C1, C2, B1, B2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âîëíîâîãî âåêòîðà. Âûðà-

çèì èõ ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ è

ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàâíû:

u0(x) =
∑
k

((C1 +B1) sin(k · x) + (C2 +B2) cos(k · x)) ,

v0(x) =
∑
k

iω(k) ((C1 −B1) sin(k · x) + (C2 −B2) cos(k · x)) .
(2.25)

Ôîðìóëû (2.25) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèå ôóíêöèé u0, v0 ïî ñèíóñàì è

êîñèíóñàì. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà sin(k·x) è cos(k·x) è ñóììèðóÿ ïî x, ïîëó÷èì



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 52

ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ C1, C2, B1, B2:

C1 +B1 =
1

nd
ûs0, C2 +B2 =

1

nd
ûc0,

C1 −B1 =
1

iω(k)nd
v̂s0, C2 −B2 =

1

iω(k)nd
v̂c0,

ûs0 =
∑
x

u0(x) sin(k · x), ûc0 =
∑
x

u0(x) cos(k · x).

(2.26)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.26), ïîëó÷èì:

C1 =
1

2nd

(
ûs0 +

v̂s0
iω

)
, C2 =

1

2nd

(
ûc0 +

v̂c0
iω

)
,

B1 =
1

2nd

(
ûs0 −

v̂s0
iω

)
, B2 =

1

2nd

(
ûc0 −

v̂c0
iω

)
.

(2.27)

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷èâøèõñÿ âûðàæåíèé äëÿ êîíñòàíò â ðåøåíèå (2.24) äàåò:

u(x) =
1

nd

∑
k

[(ûs0 sin(k · x) + ûc0 cos(k · x)) cos(ωt)+

+
1

ω
(v̂s0 sin(k · x) + v̂c0 cos(k · x)) sin(ωt)

]
.

(2.28)

Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîð-

ìàì.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå (2.28) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (2.16), ïîëó-

÷åííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äëÿ ýòîãî âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

û0 = ûc0 − iûs0, v̂0 = v̂c0 − iv̂s0, eik·x = cos(k · x) + i sin(k · x). (2.29)

Â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

u(x) =
1

2

(
u(x) + u(x)∗

)
. (2.30)
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Ïîëüçóÿñü äàííûì ñîîòíîøåíèåì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà ôîð-

ìóë (2.29), (2.30) â (2.16) äàåò (2.28).

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ðàçëîæåíèå ïî ñîá-

ñòâåííûì ôîðìàì ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó. Ïðè ýòîì ðåøå-

íèå íà îñíîâå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷àåòñÿ ñ íàèìåíüøèìè

�òðóäîçàòðàòàìè�. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàèáîëåå ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ÷åðåç ðàçëîæåíèå ïî âåùåñòâåííûì ñîáñòâåííûì ôîð-

ìàì.

2.2.3.3 Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ðàâ-

íû íóëþ. Òîãäà ðåøåíèå (2.28) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

u(x) =
1

nd

∑
k

1

ω(k)
(v̂s0 sin(k · x) + v̂c0 cos(k · x)) sin(ωt). (2.31)

Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñîáñòâåííûõ ôîðì. Âû÷èñ-

ëèì ñêîðîñòè ÷àñòèö ïðè äâèæåíèè ïî ñîáñòâåííîé ôîðìå ñ âîëíîâûì âåêòî-

ðîì k:

ν(x,k) =
1

nd
(v̂s0 sin(k · x) + v̂c0 cos(k · x)) cos(ωt). (2.32)

Ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîáñòâåííîé ôîðìû

ðàâíà åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðîâåäåì ñëåäó-

þùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

ν0(x,k) =
1

nd
(v̂s0 sin(k · x) + v̂c0 cos(k · x)) =

1

nd

∑
y

v0(y) cos (k · (x− y)) .

(2.33)
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Òîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîáñòâåííîé ôîðìû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

E(k) =
M

2

∑
x

ν0(x,k)2 =
M

2n2d

∑
x

(∑
y

v0(y) cos (k · (x− y))

)2

. (2.34)

Â ñèëó ñëó÷àéíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ýíåðãèè ñîáñòâåííûõ ôîðì òîæå ñëó-

÷àéíû. Ïîýòîìó äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íå ñàìè ýíåðãèè, à èõ ìàòåìàòè-

÷åñêèå îæèäàíèÿ. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëåäóþùåãî

âûðàæåíèÿ:

〈(∑
y

v0(y) cos (k · (x− y))

)2〉
=

=
∑
z,y

〈
v0(x)v0(y)

〉
cos (k · (x− y)) cos (k · (x− z)) =

=
〈
v2

0

〉∑
y

cos2 (k · (x− y)) =
1

2

〈
v2

0

〉(
nd +

∑
y

cos (2k · (x− y))

)
.

(2.35)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ðàç-

ëè÷íûõ ÷àñòèö, à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííàÿ îäíîðîäíîñòü íà÷àëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âû÷èñëÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýíåðãèè ñ

ó÷åòîì ôîðìóëû (2.35), ïîëó÷èì:

〈
E(k)

〉
=
M

4

〈
v2

0

〉(
1 +

1

n2d

∑
x,y

cos (2k · (x− y))

)
. (2.36)

Äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà (çà èñêëþ÷åíèåì, íàïðèìåð,

k = 0) ñóììà â ñêîáêàõ ðàâíà íóëþ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, ïðîâåäåì

ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

∑
x,y

cos (2k · (x− y)) =
1

2

(∑
x,y

e2ik·(x−y) +
∑
x,y

e−2ik·(x−y)

)
,∑

x,y

e2ik·(x−y) =
∑
x

e2ik·x
∑
y

e−2ik·y = |
∑
x

e2ik·x|2.
(2.37)
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Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

∑
x

e2ik·x =
n−1∑
z1=0

...
n−1∑
zd=0

ei 4π
n z1k1...ei 4π

n zdkd. (2.38)

Çäåñü zj = 0, .., n− 1, kj = 0, .., n− 1. Òîãäà äàííàÿ ñóììà îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè

k = 0 è k1 = ... = kd = n
2 (äëÿ ÷åòíûõ n). Ñóììà êîñèíóñîâ â ôîðìóëå (2.37)

îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé k. Â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ýíåðãèè äëÿ ïî÷òè âñåõ k ïðèíèìàåò âèä:

〈
E(k)

〉
=

1

4
M
〈
v2

0

〉
. (2.39)

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè çàäàíèè ñëó÷àéíûõ íåêîððåëèðîâàííûõ

íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýíåðãèé âñåõ íîðìàëü-

íûõ ìîä (êðîìå k = 0 è k1 = ... = kd = n
2 ) îäèíàêîâû.

2.2.4 Óðàâíåíèå äèíàìèêè êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé

Äàëåå â ðàìêàõ äàííîãî ïàðàãðàôà èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êðèñòàëëà ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðî-

ñòÿìè. Äàííàÿ âåëè÷èíà ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ,

ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäîì ïîëîâèíû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíóþ. Äëÿ

îïèñàíèÿ ýòèõ êîëåáàíèé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ êîâàðèàöèè ñêîðî-

ñòåé è ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö. Äëÿ êîâàðèàöèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äèíà-

ìèêè, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè. Ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîâàðèàöèé îïèñûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé îäíîãî è òîãî æå êðèñòàëëà,

îòëè÷àþùèõñÿ ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ââåäåì êîâàðèàöèè ñêîðî-



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 56

ñòåé ÷àñòèö ñ ðàäèóñ-âåêòîðàìè x è y ôîðìóëîé

κ(x,y) =
〈
v(x)v(y)

〉
. (2.40)

Çäåñü è äàëåå óãëîâûìè ñêîáêàìè
〈
...
〉
îáîçíà÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Â ðàñ÷åòàõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì ñ

ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Êîâàðèàöèÿ ñêîðîñòåé ñâÿçàíà ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé T ñëåäóþùèì ñîîò-

íîøåíèåì:

T (x) =
1

2
M
〈
v(x)2

〉
=

1

2
Mκ|x=y. (2.41)

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòè ÷àñòèö

òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.2):

v̈ (x) = Dv (x) . (2.42)

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó � êîâàðèàöèþ óñêîðåíèé

ζ =
〈
v̇(x)v̇(y)

〉
. (2.43)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé κ è êîâàðèàöèé óñêîðåíèé ζ ïî âðå-

ìåíè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.2), (2.42) äàåò:

κ̈ = (Dx +Dy)κ+ 2ζ, ζ̈ = (Dx +Dy) ζ + 2DxDyκ,

Dxκ = ω2
∗

∑
α

bακ(x + aα,y), Dyκ = ω2
∗

∑
α

bακ(x,y + aα).
(2.44)

Èñêëþ÷àÿ êîâàðèàöèè óñêîðåíèé ζ èç ñèñòåìû (2.44), ïîëó÷èì:

....
κ − 2 (Dx +Dy) κ̈+ (Dx −Dy)

2 κ = 0. (2.45)
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Óðàâíåíèå (2.45) â òî÷íîñòè îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

â ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ñêàëÿðíîé ðåøåòêå.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âûâîä óðàâíåíèÿ (2.45) äëÿ êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé [57].

Ââåäåì êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé:

ξ(x,y) =
〈
u(x)u(y)

〉
, ν(x,y) =

〈
u(x)v(y)

〉
, ν(x,y)∗ =

〈
v(x)u(y)

〉
.

(2.46)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå êîâàðèàöèé ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äà-

åò:

ξ̇ = ν + ν∗, ν̇ = Dyξ + κ, κ̇ = Dxν +Dyν
∗. (2.47)

Ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò:

ξ̈ = Dxξ +Dyξ + 2κ, κ̈ = Dxκ+Dyκ+ 2DxDyξ. (2.48)

Ïåðâîå èç äàííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü κ ÷åðåç ξ:

κ =
1

2

(
ξ̈ −Dxξ −Dyξ

)
. (2.49)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé ñâÿçàíû

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì, ñòîÿùèì â ïðàâîé ÷àñòè (2.49).

Ïðèìåíÿÿ äàííûé îïåðàòîð ê ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (2.48), ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå (2.45) äëÿ κ. Îòìåòèì, ÷òî êîâàðèàöèè ïåðåìåùåíèé ξ òàêæå óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (2.45).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (2.45), ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì äëÿ ÷àñòèö (2.6), èìåþò âèä:

κ =
2

M
T0(x)δD(x− y), κ̇ = 0, κ̈ =

2

M
(Dx +Dy) (T0(x)δD(x− y)) ,

...
κ = 0,

T0(x) =
1

2
M
〈
v0(x)2

〉
,

(2.50)
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ãäå T0(x) � ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè;

ôóíêöèÿ δD(x− y) ðàâíà åäèíèöå ïðè x = y è íóëþ ïðè x 6= y.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî òî÷íîå äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå (2.45) äëÿ

ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è. Òî÷íîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå îäíîðîä-

íîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷åíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Àíàëîãè÷íûé ìåòîä âûâîäà óðàâíåíèé äëÿ êîâàðèàöèé ìîæåò òàêæå ïðè-

ìåíÿòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâûõ ïðîöåññîâ â öåïî÷êàõ ñ êîíñåðâàòèâíûì øó-

ìîì [137]. Îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî

äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå êîâàðèàöèé ïåðåìåùåíèé è ñìåøàí-

íûõ êîâàðèàöèé.

2.2.5 Êîëåáàíèÿ ýíåðãèé

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ðåøåòêå. Ââåäåì

ïåðåìåííûå

(x,y)→ (r, x− y) , r =
x + y

2
. (2.51)

Òîãäà êîâàðèàöèÿ ñêîðîñòåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå κ(r,x−y). Ïðè îäíîðîäíûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ êîâàðèàöèè íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû

r. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðîâ Dx, Dy âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

Dx = Dy = D, D = ω2
∗

∑
α

bαSα, Sακ = κ (r,x− y + aα) . (2.52)

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (3.171) â (2.45), (2.50) äàåò óðàâíåíèå

....
κ − 4Dκ̈ = 0 (2.53)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

κ =
2

M
T0δD(x− y), κ̇ = 0, κ̈ =

4

M
T0DδD(x− y),

...
κ = 0. (2.54)



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 59

Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.53), (2.54) â òî÷íîñòè îïèñûâàåò èçìåíåíèå êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåøåòêå.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.53) ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå ïî âåêòîðó x−y. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå

ïðîñòûõ ðåøåòîê âåêòîðû x− y ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

x− y = a
d∑
j=1

zjej, (2.55)

ãäå ej, j = 1, .., d � åäèíè÷íûå âåêòîðû, ñîíàïðàâëåííûå ñ áàçèñíûìè âåêòîðà-

ìè ðåøåòêè; d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà; a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå; zj �

öåëûå ÷èñëà.

Ïðèìåíÿÿ â óðàâíåíèè (2.53) äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî zj, ïîëó-

÷èì óðàâíåíèå äëÿ îáðàçîâ:

....
κ̂ + 4ω2¨̂κ = 0. (2.56)

Çäåñü ω = ω(k) � äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðåøåòêè (2.7), k =

1
a

∑d
j=1 pjẽj � âîëíîâîé âåêòîð, ẽj � âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî áàçèñà. Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ äëÿ îáðàçîâ ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå ê ôîðìóëå (2.54):

κ̂ =
2

M
T0, ˙̂κ = 0, ¨̂κ = − 4

M
T0ω

2,
...
κ̂ = 0. (2.57)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.56) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.54) è ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå

äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

T =
T0

2

[
1 + Φ−1

(
cos
(
2ωt
))]

. (2.58)

Ôîðìóëà (2.58) â òî÷íîñòè îïèñûâàåò èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Êèíåòè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäîì
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÷àñòè ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíóþ. Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå (2.58)

ìåíÿåò çíàê è îñöèëëèðóåò ñ ÷àñòîòîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ3. Áîëåå ïîäðîáíîå èññëå-

äîâàíèå äàííîãî ïðîöåññà äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå

êîëåáàíèÿ, ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 3.2.5.2. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (2.58) ÿâëÿåò-

ñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî îòíîøåíèþ êî âðåìåíè (çàìåíå t→ −t). Â òî æå âðåìÿ îïè-

ñûâàåìûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì (ñì. ïàðàãðàô 3.2.5.2).

2.2.6 Ïðèìåðû

2.2.6.1 Ïðèìåð. Îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà (âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ

ñîñåäåé)

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ öåïî÷êè èìåþò âèä:

ü(x) = ω2
∗

(
u(x+ a)− 2u(x) + u(x− a)

)
. (2.59)

Îñöèëëÿöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òàêîé ñèñòåìå îïèñûâàþòñÿ èíòåãðà-

ëîì (2.58). Ïîäñòàâëÿÿ ïàðàìåòðû (2.3) â ôîðìóëó (2.58) è ïðîâîä èíòåãðè-

ðîâàíèå, ïîëó÷èì

T =
T0

2
(1 + J0(4ω∗t)) , (2.60)

ãäå J0 � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ äàííóþ ôîð-

ìóëó ìîæíî óïðîñòèòü, ïðèìåíÿÿ èçâåñòíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ

ôóíêöèè Áåññåëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

T ≈ T0

2

(
1 +

1√
2πω∗t

cos
(

4ω∗t−
π

4

))
. (2.61)

3Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ, íàïðè-
ìåð, â ìîíîãðàôèè [208].
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Ôîðìóëà (2.60) ïîêàçûâàåò, ÷òî îòêëîíåíèå ýíåðãèè îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ èç âðåìåíè. Äàííûé ôàêò ñëåäó-

åò èç àñèìïòîòèêè ôóíêöèè Áåññåëÿ J0. Ôîðìóëà (2.60) áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà

â ðàáîòå [240].

2.2.6.2 Ïðèìåð. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàñòÿíóòîé êâàäðàòíîé ðåøåò-

êå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ðàäèóñ-âåêòîðû ÷àñòèö â íåäåôîðìè-

ðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

xn,m = a (ni +mj) , (2.62)

ãäå i, j � îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû; a � íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ñ ñîñåäÿìè ëèíåéíûìè ïðóæèíêà-

ìè. Ðàâíîâåñíàÿ äëèíà ïðóæèíîê ìåíüøå a, ò.å. ðåøåòêà ðàñòÿíóòà (â íåðàñ-

òÿíóòîé ðåøåòêå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè).

Òîãäà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿ èìåþò âèä:

ü(x) = ω2
∗

∑
α=±2;±1

(u(x + aα)− u(x)) , a±1 = ±ai, a±2 = ±aj, (2.63)

ãäå u(x) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ íà íîðìàëü ê ïëîñêîñòè ðåøåòêè.

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.74) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (2.2), ãäå

ïàðàìåòðû ω∗, bα îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5):

ω∗ =

√
F

Ma
, b±1 = b±2 = 1, b0 = −4, (2.64)

ãäå F � ñèëà íàòÿæåíèÿ, M � ìàññà ÷àñòèöû.

Äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (3.74)
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óäîáíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ èíäåêñíóþ çàïèñü:

ün,m = ω2
∗ (un+1,m + un,m+1 − 4un,m + un−1,m + un,m−1) , (2.65)

ãäå un,m = u(xn,m).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü êîí-

êðåòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ bα è âåêòîðîâ aα â îáùóþ ôîðìóëó (2.7).

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì:

ω = 2ω∗

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2
, k =

1

a
(p1i + p2j) . (2.66)

Äèñïåðñèîííàÿ ïîâåðõíîñòü (2.66) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.1. Âèäíî, ÷òî äèñïåðñè-

Ðèñ. 2.1: Äèñïåðñèîííàÿ ïîâåðõíîñòü ω(p1, p2)/ω∗ äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè, ñî-
âåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

îííîå ñîîòíîøåíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî çàìåíû p1 íà p2. Äàííàÿ ñèì-

ìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèììåòðèè ðåøåòêè. Îíà ïîçâîëÿåò ïðè îïèñàíèè

êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåóãîëüíèêà p2[0; p1],

p1 ∈ [0;π]. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì òðåóãîëüíèêå êîìïîíåíòû ãðóïïîâîé ñêî-

ðîñòè ∂ω
∂p1

è ∂ω
∂p2

îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íîëü â äâóõ òî÷êàõ: p1 = π, p2 = 0
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è p1 = p2 = π. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû èìåþò âèä:

Ω1 = 2ω∗, Ω2 = 2
√

2ω∗. (2.67)

Ïî-âèäèìîìó, îñíîâíûå êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäÿò íà

äàííûõ ÷àñòîòàõ (óäâîåííûõ).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèå îä-

íîðîäíîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T0, èìåþò âèä

un,m = 0, vn,m = v0, (2.68)

ãäå v0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äèñïåðñèåé
〈
v2

0

〉
= 2T0/M . Â òàêîì ñëó÷àå

íà÷àëüíûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè íå ðàâíû. Âûðàâíèâàíèå

ýíåðãèé ïðèâîäèò ê êîëåáàíèÿì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, îïèñûâàåìûì ôîðìó-

ëîé (2.58). Ïîäñòàíîâêà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.66) â ôîðìóëó (2.58)

äàåò:

T =
T0

2

(
1 +

1

π2

∫ π

0

∫ π

0

cos

(
4ω∗t

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2

)
dp1dp2

)
. (2.69)

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.69) ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.74). Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ ìåòîä öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé ñ øàãîì 0.0025τ∗, τ∗ = 2π/ω∗. Â îáîèõ íà-

ïðàâëåíèÿõ ñòàâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè

ñîäåðæèò 106 ÷àñòèö. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ êèíåòè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 2.2). Ïðè òàêîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèö îñðåäíåíèå

ïî ðåàëèçàöèÿì íå òðåáóåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè íà ãðàôèêå � ðåçóëüòàò âñåãî

îäíîé ðåàëèçàöèè. Ïðè âû÷èñëåíèè òåìïåðàòóðû ïî ôîðìóëå (2.69) èíòåãðàë â

äàííîé ôîðìóëå, ò.å. ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàëîñü äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé N 2 = 5002 êîâàðèàöèé. Äàëüíåé-

øåå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà êîâàðèàöèé âëèÿåò íà âèä ãðàôèêà. Èç ðèñóíêà 2.2
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Ðèñ. 2.2: Îñöèëëÿöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàñòÿíóòîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå.
Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.69), ðîìáû � ÷èñëåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè (3.74).

âèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.69) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè (3.74). Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ñðåäíåãî

ïðè îïðåäåëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîðÿäêà ðàçìåðà òî÷åê íà ãðàôèêå.

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè çàòóõàþò ñî âðåìåíåì. Õàðàêòåðíîå âðå-

ìÿ äàííîãî ïðîöåññà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ τ∗. Äîìíîæàÿ

ýíåðãèþ íà âðåìÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòêëîíåíèå îò ñòàöèîíàðíîãî çíà÷å-

íèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê 1/t. Àíàëîãè÷íûå êîëåáàíèÿ â îäíîìåðíîé öåïî÷êå

çàòóõàþò êàê 1/
√
t.

2.2.6.3 Ïðèìåð. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàñòÿíóòîé òðåóãîëüíîé ðåøåò-

êå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ðàäèóñ-âåêòîðû ÷àñòèö â íåäåôîðìè-

ðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

xn,m = a (ne1 +me2) , e1 =

√
3

2
i +

1

2
j, e2 = −

√
3

2
i +

1

2
j, (2.70)
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ãäå i, j � îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû; a � íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.

×àñòèöû ñîåäèíåíû ñ ñîñåäÿìè ëèíåéíûìè ïðóæèíêàìè. Ðàâíîâåñíàÿ äëèíà

ïðóæèíîê ìåíüøå a, ò.å. ðåøåòêà ðàñòÿíóòà (â íåðàñòÿíóòîé ðåøåòêå ïîïåðå÷-

íûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè). Òîãäà ëèíåàðèçîâàííûå

óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿ èìåþò âèä:

ü(x) = ω2
∗ (u(x + a1) + u(x + a2) + u(x + a3)− 6u(x) + u(x + a−1)+

+ u(x + a−2) + u(x + a−3)) .

(2.71)

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.71) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (2.2), ãäå

ïàðàìåòðû ω∗, aα, bα îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

ω∗ =

√
F

Ma
, b±1 = b±2 = b±3 = 1, b0 = −6,

a1 = ae1, a2 = ae2, a3 = a1 + a2,

(2.72)

ãäå F � ñèëà íàòÿæåíèÿ, M � ìàññà ÷àñòèöû. Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-

þùåé èíäåêñíîé ôîðìîé çàïèñè:

ün,m = ω2
∗ (un+1,m + un,m+1 + un+1,m+1 − 6un,m + un−1,m + un,m−1 + un−1,m−1) ,

(2.73)

ãäå un,m = u(xn,m) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ íà íîðìàëü ê ïëîñêîñòè

ðåøåòêè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü êîí-

êðåòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ bα è âåêòîðîâ aα â îáùóþ ôîðìóëó (2.7).

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì:

ω = 2ω∗

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2
+ sin2 p1 + p2

2
, k =

1

a
(p1ẽ1 + p2ẽ2) . (2.74)
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Äèñïåðñèîííàÿ ïîâåðõíîñòü (2.74) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.3.

Ðèñ. 2.3: Äèñïåðñèîííàÿ ïîâåðõíîñòü ω(p1, p2)/ω∗ äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè, ñî-
âåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùèå îä-

íîðîäíîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèè T0, èìåþò âèä

un,m = 0, vn,m = v0, (2.75)

ãäå v0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äèñïåðñèåé
〈
v2

0

〉
= 2T0/M . Â òàêîì ñëó÷àå

íà÷àëüíûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè íå ðàâíû. Âûðàâíèâàíèå

ýíåðãèé ïðèâîäèò ê êîëåáàíèÿì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, îïèñûâàåìûì ôîðìó-

ëîé (2.58). Ïîäñòàíîâêà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.3) â ôîðìóëó (3.46)

äàåò:

T =
T0

2

(
1 +

1

π2

∫ π

0

∫ π

0

cos

(
4ω∗t

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2
+ sin2 p1 + p2

2

)
dp1dp2

)
.

(2.76)

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.76) ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.73). Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ ìåòîä öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé ñ øàãîì 0.0025τ∗, τ∗ = 2π/ω∗. Â îáîèõ íà-
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ïðàâëåíèÿõ ñòàâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè

ñîäåðæèò 106 ÷àñòèö. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ êèíåòè÷å-

ñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 2.4). Ïðè òàêîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèö îñðåäíåíèå ïî

ðåàëèçàöèÿì íå òðåáóåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè íà ãðàôèêå � ðåçóëüòàò âñåãî îä-

íîé ðåàëèçàöèè. Èç ðèñóíêà 2.4 âèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.76) ñîâïà-

Ðèñ. 2.4: Îñöèëëÿöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå, ñîâåðøàþ-
ùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.76),
ðîìáû � ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè (2.73).

äàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè (2.73).

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìåþò äâå õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû, áëèçêèå ïî

âåëè÷èíå. Â ðåçóëüòàòå íàáëþäàþòñÿ áèåíèÿ.

2.2.7 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.2

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñêàëÿðíûõ

ðåøåòêàõ ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïè-

ñàíû â îáùåì âèäå, ïîçâîëÿþùåì ïðîâîäèòü âûêëàäêè äëÿ øèðîêîãî êëàññà

ñèñòåì, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, îäíîìåðíûå öåïî÷êè è äâóìåðíûå ïðî-

ñòûå ðåøåòêè, ñîâåðøàþùèå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîäõîä ïîçâîëÿåò

ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Ïîñòðîåí îáùèé âèä

äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Èññëåäîâàíû êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.
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Âûâåäåíî òî÷íîå óðàâíåíèå äëÿ êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé ñ äåòåðìèíèðîâàííû-

ìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïèñûâàþùåå äàííûé ïðîöåññ. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå

äàííîãî óðàâíåíèÿ (2.58), îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ

âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ðåøåòîê. Èíôîðìàöèÿ î ðåøåòêå âõîäèò â äàí-

íóþ ôîðìóëó ÷åðåç äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðåíû òðè êîíêðåòíûõ ðåøåòêè: îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ñ

âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ðàñòÿíóòàÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà, ñîâåð-

øàþùàÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ è ðàñòÿíóòàÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà, ñîâåðøàþ-

ùàÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Äëÿ öåïî÷êè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âîñïðîèçâî-

äÿò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [240]. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî îíà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ âûðàâíèâàíèåì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Ïðè ýòîì

îòêëîíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ñîâåðøàåò çàòó-

õàþùèå êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé çàòóõàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî

âðåìåíè. Êîëåáàíèÿ èìåþò äâå îñíîâíûå ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì

çíà÷åíèÿì ãðóïïîâîé ñêîðîñòè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ òðå-

óãîëüíîé ðåøåòêè, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî êîëå-

áàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òàêæå èìåþò äâå îñíîâíûõ ÷àñòîòû, íî â îòëè÷èå

îò êâàäðàòíîé ðåøåòêè, äàííûå ÷àñòîòû áëèçêè ïî âåëè÷èíå, ÷òî ïðèâîäèò ê

âîçíèêíîâåíèþ áèåíèé.

2.3 Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â óïðóãèõ òåëàõ ñî

ñëîæíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ

íà ñëó÷àé ïðîñòûõ è ñëîæíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê â ïðîñòðàíñòâå ïðîèç-

âîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññà: âûðàâíèâà-

íèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé
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ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû.

2.3.1 Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñëîæíîé ðåøåòêè çàïèñûâàþò-

ñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê èñïîëüçóþò-

ñÿ ðàäèóñ-âåêòîðû, x, èõ öåíòðîâ. Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê ýòî óäîáíåå,

÷åì èñïîëüçîâàíèå èíäåêñîâ, ò.ê. ÷èñëî èíäåêñîâ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà, à ðàäèóñ-âåêòîð âñåãäà îäèí. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà èìååò N

ñòåïåíåé ñâîáîäû ui(x), i = 1, .., N , ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ

ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â äàííîé ÿ÷åéêå. Êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé

ôîðìèðóþò âåêòîð-ñòîëáåö:

u(x) = (u1, u2, .., uN)>, (2.77)

ãäå > � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå

ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x, â ìàòðè÷íîì âèäå:

Mv̇(x) = Dxu(x), (2.78)

ãäå u(x), v(x) � âåêòîð-ñòîëáöû èç êîìïîíåíò âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è ñêîðî-

ñòåé ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ÿ÷åéêå ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x; M � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà N × N , ñîñòàâëåííàÿ èç ìàññ ÷àñòèö; Dx � ìàòðè÷íûé ðàçíîñòíûé

îïåðàòîð.

Äëÿ íóìåðàöèè âñåõ ÿ÷ååê, ñîñåäíèõ ñ ÿ÷åéêîé x, áóäåì èñïîëüçîâàòü èí-

äåêñ α. Âåêòîðû, ñîåäèíÿþùèå öåíòð ÿ÷åéêè x è ñîñåäíåé ÿ÷åéêè íîìåð α,

îáîçíà÷èì aα. Ïðè ýòîì êàê è ðàíåå âåêòîðû aα óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó:

aα = −a−α. (2.79)
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Äàííîå òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî, ò.ê. ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè ñëîæíîé ðåøåòêè

âñåãäà îáðàçóþò ïðîñòóþ ðåøåòêó.

Êàê è ðàíåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó

÷àñòèöàìè. Ïðè ýòîì ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè x,

ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðåìåùåíèé âñåõ ÷àñòèö ðåøåòêè:

Dxu(x) =
∑
α

Cαu(x + aα), Cα = C>−α, (2.80)

ãäå Cα � ìàòðèöà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþò âêëàä ÿ÷åéêè α â ñóì-

ìàðíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ðàññìàòðèâàåìóþ ÿ÷åéêó. Ñóììèðîâàíèå âåäåò-

ñÿ ïî âñåì ñîñåäíèì ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì α. Ïîõîæàÿ ôîðìà èñïîëüçóåòñÿ â

ðàáîòå [150], ãäå òàêæå ââîäèòñÿ óñëîâèå Cα = C>−α. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ ìàòðèöà, ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîòîðîé äàþò

äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé. Ýðìèòîâà ìàòðèöà � ìàò-

ðèöà ðàâíàÿ ñåáå òðàíñïîíèðîâàííîé, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé. Èçâåñòíî, ÷òî

ýðìèòîâû ìàòðèöû èìåþò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîá-

õîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ âîëí â ðåøåòêå (íóæíî

òàêæå, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ÷èñëà áûëè ïîëîæèòåëüíûìè).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(x) = 0, v(x) = v0(x), (2.81)

ãäå v0(x) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.78) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.81)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò äèíàìèêó êðèñòàëëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

2.3.2 Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ðåøåòêå îïðåäåëÿåòñÿ åå äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíè-

åì. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, äàííàÿ âåëè÷èíà òàêæå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü
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è ïðè îïèñàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ðåøåòêàõ. Ïîñòðîèì äèñïåðñèîííîå

ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (2.78).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ðåøåòêè (2.78). Ñäåëàåì ïîäñòàíîâ-

êóM
1
2u(x) = Aei(ωt+k·x). Èíûìè ñëîâàìè, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ãàðìî-

íè÷åñêîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì:(∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα + ω2E

)
A = 0. (2.82)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-

íî A. Ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

det

(∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα + ω2E

)
= 0. (2.83)

Ôîðìóëà (2.83) � óðàâíåíèå ñòåïåíèN îòíîñèòåëüíî ω2. Ðåøåíèå äàííîãî óðàâ-

íåíèÿ äàåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ω2(k). Èíûìè ñëîâàìè, êâàäðàòû ÷à-

ñòîò, ω2, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû:

Ω = −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα. (2.84)

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Ω � ýðìèòîâà ïðè âûïîëíåíèè ââåäåííîãî âûøå óñëî-

âèÿ Cα = C>−α:

ΩT∗ = −
∑
α

M− 1
2C>αM

− 1
2e−ik·aα = −

∑
α

M− 1
2C>−αM

− 1
2e−ik·a−α =

= −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα = Ω,

(2.85)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ÷åòíî ïî îòíîøåíèþ ê

âîëíîâîìó âåêòîðó. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíû îäíîé äëèíû, ðàñïðî-
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ñòðàíÿþùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, èìåþò îäèíàêîâûå ÷àñòîòû:

ω2(−k) = ω2(k). (2.86)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðåïèøåì ôîðìóëó (2.83):

det
(
Ω(k) + ω2(k)E

)
= det

(∑
α

M− 1
2C>αM

− 1
2eik·aα + ω2E

)
=

= det

(∑
α

M− 1
2C>−αM

− 1
2eik·a−α + ω2E

)
=

= det

(∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2e−ik·aα + ω2(k)E

)
=

= det
(
Ω(−k) + ω2(k)E

)
.

(2.87)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà âòîðàÿ èç ôîðìóë (2.80) è òîæäåñòâî detA = detA>. Âèä-

íî, ÷òî ìàòðèöû Ω(k) è Ω(−k) èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñëåäî-

âàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà (2.86).

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå

ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ:

Ω(k) = Ω(−k)∗. (2.88)

Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, p, äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû îáëàäàþò ñâîé-

ñòâîì:

p(k) = p(−k)∗. (2.89)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûå âåêòîðû òàêèå, ÷òî

Ω(k)p(k) = ω2(k)p(k)⇒ Ω(−k)p(−k) = ω2(−k)p(−k)⇒

Ω(−k)∗p(−k)∗ = ω2(−k)p(−k)∗ ⇒ Ω(k)p(−k)∗ = ω2(k)p(−k)∗.

(2.90)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñâîéñòâà (2.86) è (2.88). Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,
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÷òî p(−k)∗ � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû Ω(k), ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-

íîìó ÷èñëó ω2(k). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû p(k) è p(−k)∗ êîëëèíåàðíû. Åñëè

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñîáñòâåííûå âåêòîðû áûëè åäèíè÷íûìè, òî ïîëó÷èì (2.89).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñ-

êàíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû Ω, îïðåäåëåííîé ôîðìó-

ëîé (2.84). Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà âîëíîâîãî âåêòîðà.

2.3.2.1 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýðìèòîâûõ ìàòðèö

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðåøåòêè ÿâëÿ-

åòñÿ ýðìèòîâîé. Ïîýòîìó â äàííîì ïàðàãðàôå êðàòêî ïåðå÷èñëÿþòñÿ íåêîòîðûå

èçâåñòíûå ñâîéñòâà ýðìèòîâûõ ìàòðèö, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.

Êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà Ω íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñî-

îòíîøåíèþ:

Ω = Ω∗>, (2.91)

ãäå ∗ � çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, > � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ýðìèòîâû ìàòðèöû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü λj � ñîá-

ñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöûΩ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó pj:

Ωpj = λjpj. (2.92)

Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýðìèòîâîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

âåêòîð p∗>j ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Ω. Äåéñòâèòåëüíî,

òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè (2.92) è äåëàÿ îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ,

ïîëó÷èì:

(Ωpj)
∗> = p∗>j Ω

∗> = p∗>j Ω = λjpj. (2.93)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (2.91) è âåùåñòâåííîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðåøåòêè ÿâëÿþò-
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ñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé.

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåòêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû áûëè âåùå-

ñòâåííûìè, à èõ êâàäðàòû � ïîëîæèòåëüíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äèíàìè÷åñêàÿ

ìàòðèöà äîëæíà áûòü íå òîëüêî ýðìèòîâîé, íî è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýðìèòîâîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, îðòîãîíàëüíû. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Òîãäà äëÿ íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âûïîë-

íÿåòñÿ òîæäåñòâî:

p∗>i pj = p>i p
∗
j = δij. (2.94)

Ýðìèòîâà ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

Ω = PΛP ∗>, (2.95)

ãäå P = {p1,p2, ..,pN} � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

âåêòîðàìè Ω; Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë Ω. Ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, ò.å. îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

P ∗>P = PP ∗> = E. (2.96)

Òàêæå äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâî, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöû A:

tr
(
PAP ∗>

)
= trA. (2.97)

×èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è îíè îðòîãî-

íàëüíû (çíà÷èò, ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

â êà÷åñòâå áàçèñà. Ïðåäñòàâèì âåêòîð-ñòîëáåö a â áàçèñå pj:

a =
N∑
j=1

ajpj. (2.98)
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Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà p∗>i , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîîðäèíàòû ai âåêòîðà a

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

ai = p∗>i a. (2.99)

Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå (2.98) âåêòîðà a ïðèíèìàåò âèä:

a =
N∑
j=1

(
p∗>j a

)
pj =

(
N∑
j=1

pjp
∗>
j

)
a. (2.100)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó â ïðàâîé ÷àñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíà ýðìèòîâà:

(
N∑
j=1

pjp
∗>
j

)∗>
=

N∑
j=1

(
p∗>j
)∗>

p∗>j =
N∑
j=1

pjp
∗>
j . (2.101)

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå ýðìèòîâîé ìàòðèöû B íà ïðîèçâîëüíûé

êîìïëåêñíûé âåêòîð ñïðàâà ðàâíî ýòîìó âåêòîðó, òî ýòà ìàòðèöà åäèíè÷íàÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð c è ýðìèòîâó ìàòðèöó B òàêóþ, ÷òî

Bc = c. (2.102)

Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû B íà ëþáóþ ñòðîêó ðàâíî òîé æå ñòðîêå,

ò.å. c>B = c>. Ôîðìóëà (2.102) ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà. Çíà÷èò

îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ c∗:

Bc∗ = c∗. (2.103)

Òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè ôîðìóëû (2.102) è âûïîëíÿÿ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå,

ïîëó÷èì:

c∗>B> = c∗> ⇒ c>B∗> = c> ⇒ c>B = c>. (2.104)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (2.102), � åäèíè÷íàÿ, ò.ê. åå

ïðîèçâåäåíèå íà ëþáóþ ñòðîêó ñëåâà è íà ëþáîé âåêòîð ñïðàâà ðàâíî ýòîé æå
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ñòðîêå/ñòîëáöó. Èç äîêàçàííîãî ôàêòà è ôîðìóëû (2.100) ñëåäóåò, ÷òî

N∑
j=1

pjp
∗>
j = E. (2.105)

Äàëåå ñâîéñòâà ýðìèòîâûõ ìàòðèö, èõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ

÷èñåë áóäóò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè è ïðè îïè-

ñàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ ðåøåòêàõ.

2.3.3 Óðàâíåíèå äèíàìèêè êîâàðèàöèé

Â ñèëó ñëó÷àéíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñêîðîñòè ÷àñòèö â

ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðå-

ñîâàòü íå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð,

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðîå ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ

êàê âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå. Äëÿ òîãî ÷òîáû

ââåñòè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî ðåàëèçàöèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.81).

Â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-

íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû

îõàðàêòåðèçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè, ââîäèòñÿ ìàòðèöà T ðàçìåðíîñòè N ×N :

T (x) =
1

2
M

1
2

〈
v(x)v(x)>

〉
M

1
2 ⇔ Tij =

1

2

√
MiMj

〈
vivj

〉
, (2.106)

ãäå M
1
2M

1
2 = M ; Mi � ýëåìåíò ii ìàòðèöû M , ðàâíûé ìàññå, ñîîòâåòñòâó-

þùåé iîé ñòåïåíè ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Tii

íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè ñâîáîäû íîìåð i

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Tij õàðàêòåðèçóåò êîððåëÿöèþ

ìåæäó êîìïîíåíòàìè i, j ñòîëáöà ñêîðîñòåé v(x).
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Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè T :

T (x) =
1

N
trT (x), (2.107)

ãäå N � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, tr(..) � ñëåä (ñóììà

äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèöû. Â ñëó÷àå, åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, âñå êèíåòè-

÷åñêèå ýíåðãèè Tii ðàâíû T .

Äàëåå âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó îáîáùåííîé êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé:

K(x,y) =
1

2
M

1
2

〈
v(x)v(y)>

〉
M

1
2 , Z =

1

2
M

1
2

〈
ü(x)ü(y)>

〉
M

1
2 , (2.108)

ãäå > � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îáîáùåííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé T ñîîòíîøåíèåì:

T = K(x,x). (2.109)

Äèôôåðåíöèðóÿ âåëè÷èíû (2.108) ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ (2.78), ïîëó÷èì:

K̈ = DxK +KD>y + 2Z, Z̈ = DxZ +ZD>y + 2DxKD
>
y ,

DxK =
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2K (x + aα,y) ,

KD>y =
∑
α

K (x,y + aα)M− 1
2C>αM

− 1
2 .

(2.110)

Èñêëþ÷àÿ Z èç äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:

....
K − 2

(
DxK̈ + K̈D>y

)
+D2

xK − 2DxKD
>
y +K

(
D>y
)2

= 0, (2.111)
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ãäå D2
x = DxDx.

Ïðåäñòàâèì îáîáùåííóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â âèäå ôóíêöèè ïðîñòðàí-

ñòâåííîé êîîðäèíàòû r = 1
2(x + y) è êîâàðèàöèîííîé êîîðäèíàòû x− y:

K(x,y) = K

(
x + y

2
,x− y

)
. (2.112)

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ýíåðãèè ïî ïðîñòðàíñòâó,

ôóíêöèÿ K íå çàâèñèò îò r. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

DxK =
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2K (x− y + aα) = DK,

KD>y =
∑
α

K(x− y − aα)M− 1
2C>αM

− 1
2 =

∑
α

K(x− y + aα)M− 1
2CαM

− 1
2 =

= KD.

(2.113)

Çäåñü ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî Cα = C>−α. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðîâ:

Dx = D>y = D. (2.114)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ (2.114) â óðàâíåíèå (2.111), ïîëó÷èì:

....
K − 2

(
DK̈ + K̈D

)
+D2K − 2DKD +KD2 = 0. (2.115)

Çäåñü D2K = D (DK). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ K, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì (2.81), èìåþò âèä:

K = K0 = T 0δD(x− y), K̇ = 0, K̈ = DK0 +K0D,
...
K = 0,

(2.116)

ãäå δ(0) = 1; δ(x− y) = 0 ïðè x 6= y.

Óðàâíåíèå (2.115) îïèñûâàåò äèíàìèêó îáîáùåííûõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé
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â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè.

2.3.4 Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (2.115) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.116). Ðåøåíèå äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå

äëÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè.

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ïî ïåðåìåííîé x−y. Âåêòîðû x−y îáðàçóþò òó æå ðåøåòêó, ÷òî è âåêòîðû x,

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî:

x− y =
d∑
j=1

zjbj, (2.117)

ãäå bj, j = 1, .., d � áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè; zj � öåëûå ÷èñëà; d � ðàçìåð-

íîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ôîðìóëàõ (2.115), (2.116),

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

....
K̂ + 2

(
Ω

¨̂
K +

¨̂
KΩ

)
+Ω2K̂ − 2ΩK̂Ω + K̂Ω2 = 0,

Ω(k) = −
∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα,

(2.118)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

K̂ = T 0,
˙̂
K = 0,

¨̂
K = − (ΩT 0 + T 0Ω) ,

...
K̂ = 0. (2.119)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâà Φ (K(x− y + aα)) = K̂eik·aα, Φ(δD(x−y)) = 1,

Φ (DK) = −ΩK̂, Φ
(
D2K

)
= −ΩΦ (DK) = Ω2K̂, ãäå K̂ � Ôóðüå-îáðàç K;

i2 = −1; k � âîëíîâîé âåêòîð; b̃j �âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî áàçèñà, ò.å. b̃j · bk =

δjk.

Ìàòðèöà Ω â ôîðìóëå (2.118) ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé ðàíåå äèíàìè÷åñêîé
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ìàòðèöåé ðåøåòêè. Äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.118) âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

ìàòðèöà Ω � ýðìèòîâà. Ïîýòîìó îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Ω = PΛP ∗>, Λij = ω2
j δij, (2.120)

ãäå ω2
j , j = 1, .., N � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ω, ωj(k) � âåòêè äèñïåðñè-

îííîãî ñîîòíîøåíèÿ ðåøåòêè (íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå

÷àñòîòû ωj(k) ≥ 0); ∗ � çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ; ìàòðèöà P ñîñòàâëåíà

èç íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Ω, êîòîðûå ÷àñòî íàçûâàþò

âåêòîðàìè ïîëÿðèçàöèè [32].

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (2.120) â óðàâíåíèå (2.118) è óìíîæèì îáå ÷à-

ñòè ñëåâà íà P ∗> è ñïðàâà íà P . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó íåñâÿçàííûõ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K ′ =

P ∗>K̂P :

....
K
′
+ 2

(
ΛK̈

′
+ K̈

′
Λ
)

+Λ2K ′ − 2ΛK ′Λ+K ′Λ2 = 0⇔

⇔
....
K ′ij + 2(ω2

i + ω2
j )K̈

′
ij + (ω2

i − ω2
j )

2K ′ij = 0.

(2.121)

Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëå (2.119) äàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

äëÿ K ′. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (2.121) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, èñïîëüçóÿ ñâÿçü

ìàòðèö T è K è ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó-

÷èì:

T =

∫
k

PT ′P ∗>dk, T ′ij =
1

2
{P ∗> T 0P }ij [cos((ωi − ωj)t) + cos((ωi + ωj)t)] .

(2.122)

Çäåñü {...}ij � ýëåìåíò ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè i, j; ωi(k) ≥ 0, i = 1, .., N . Èíòå-

ãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî áåçðàçìåðíûì êîìïîíåíòàì âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ôîð-

ìóëà (2.122) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå âî âðåìåíè êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñòå-
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ïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè T 0 = T0E, ôîðìóëà (2.122) ïðèíèìàåò âèä

T =
T0

2

(
E +

∫
k

PB(t)P ∗>dk

)
, Bij = cos(2ωjt)δij, (2.123)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ò.å. Eij = δij. Ôîðìóëà (2.123) ïîêàçûâàåò, ÷òî

ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ ìàòðèöà T , âîîáùå ãîâîðÿ, íå øàðîâàÿ. Èíûìè

ñëîâàìè, ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè,

îòëè÷àþòñÿ, äàæå åñëè èõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû. Â îáùåì ñëó÷àå ìàò-

ðèöà P ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé. Ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöû P ∗>T 0P è PBP ∗> â

ôîðìóëàõ (2.122), (2.123) òîæå êîìïëåêñíûå. Îäíàêî ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðè-

öà T � âåùåñòâåííàÿ. Äàííûé ôàêò ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà: P (k) = P (−k)∗, ω2
j (k) = ω2

j (−k). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2.122) â

òî÷íîñòè îïèñûâàåò èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé âî âðåìåíè.

Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (2.122) èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè T (ñì. ôîðìóëû (2.106), (2.107)). Ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ÿ÷åéêè ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó

èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âûçâàíî ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ìåæäó

êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (2.122) è

òîæäåñòâà tr
(
PT ′P ∗>

)
= trT ′:

T =
T0

2

[
1 +

1

N

N∑
j=1

∫
k

(
1 +
{P ∗>devT 0P }jj

T0

)
cos (2ωj(k)t) dk

]
, (2.124)

ãäå devT 0 = T 0 − T0E, T0 = 1
N trT 0. Ôîðìóëà (2.124) ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ïî-

âåäåíèå ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T âëèÿåò åå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî

ñòåïåíÿì ñâîáîäû ÿ÷åéêè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí íèæå.

Â ñëó÷àå ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ñòåïå-
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íÿì ñâîáîäû (devT 0 = 0) ôîðìóëà (2.124) ïðèíèìàåò âèä

T =
T0

2

[
1 +

1

N

N∑
j=1

∫
k

cos (2ωj(k)t) dk

]
. (2.125)

Äàííîå âûðàæåíèå òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëÿÿ ñëåä â ôîðìóëå (2.123).

Ôîðìóëà (2.125) ñïðàâåäëèâà äëÿ ðåøåòîê ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòåïå-

íåé ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Îíà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

ðàáîòàõ [6, 240, 245, 246] äëÿ íåñêîëüêèõ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ïðîñòûõ

ðåøåòîê. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê (N = 1), ôîðìóëà (2.125) ñîâïàäàåò ñ

âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì âûøå.

Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëàõ (2.124), (2.125) � áûñòðî îñöèë-

ëèðóþùèå çíàêîïåðåìåííûå ôóíêöèè. Èíòåãðàëû òàêîãî òèïà, êàê ïðàâèëî,

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè áîëüøîãî ïàðàìåòðà (âðåìåíè) ê áåñêîíå÷-

íîñòè [47]. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñòðåìèòñÿ ê T0

2 . Óìåíüøåíèå

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâÿçàíî ñ ïåðåõîäîì ÷àñòè ýíåðãèè â ïîòåíöèàëüíóþ. Îò-

ìåòèì, ÷òî äàííûé ïåðåõîä â áåñêîíå÷íûõ êðèñòàëëàõ ïðîèñõîäèò íåîáðàòèìî.

Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ (2.124), (2.125) íà

áîëüøèõ âðåìåíàõ � ñëîæíàÿ îòäåëüíàÿ çàäà÷à. Îäíàêî íà îñíîâàíèè îáùèõ

ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû [47], ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî âåëè÷èíà T − T0/2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê 1/t
d
2 , ãäå d � ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà. Ïîäòâåðæäåíèå äàííîãî ôàêòà äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ðåøå-

òîê ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [6, 240, 197]. Ñòðîãèé âûâîä âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé

ðàáîòû.

Ôîðìóëû (2.122), (2.124), (2.125) ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî êðè-

ñòàëëà ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàëû, ñî-

îòâåòñòâóþùèå îáðàòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå, çàìåíÿþòñÿ íà ñóììû. Ïðè

ýòîì âîçíèêàþò íîâûå èíòåðåñíûå ýôôåêòû, íàïðèìåð, òåïëîâîå ýõî [156].

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ìàòðèöû T ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ â òî÷íî-

ñòè îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (2.122). Ïåðåõîä ñîïðîâîæäàåòñÿ äâóìÿ ïðîöåññà-
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ìè: âûðàâíèâàíèåì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé (ôîðìóëû (2.124),

(2.125)) è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åé-

êè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïåðâûé ïðîöåññ ñâÿçàí ñ èçìåíåíèåì trT ,

à âòîðîé � ñ èçìåíåíèåì devT .

2.3.4.1 Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â îä-

íîìåðíûõ öåïî÷êàõ

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðå-

ìåíàõ â îäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ. Çàïèøåì ôîðìóëó (2.125) äëÿ áåñêîíå÷íîé îä-

íîìåðíîé öåïî÷êè:

T =
T0

2

(
1 +

1

2πN

N∑
k=1

∫ 2π

0

cos(2ωkt)dp

)
. (2.126)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåéäåì â íåì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

âîëíîâîìó âåêòîðó ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ñïåêòðó:

∫ 2π

0

cos(2ωjt)dp = a

∫
cos(2ωjt)

cg,j(ωj)
dωj,

cg,j = |cg,j|, cg,j =
dωj
dk

, k =
p

a
e,

(2.127)

ãäå e � âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü öåïî÷êè. Âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè îïèñûâàþòñÿ èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè, îñöèëëèðóþùåé ñ ÷àñòîòîé,

ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òàêèõ èíòåãðàëîâ ïðè

ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà t ê áåñêîíå÷íîñòè õîðîøî èçó÷åíî. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñò-

íî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêó âíîñÿò òî÷êè, â êîòîðûõ ïîäèíòåãðàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñîáûå òî÷êè �

ýòî ÷àñòîòû, íà êîòîðûõ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â êîëåáàíèÿ ýíåðãèè íà �áîëüøèõ� âðåìåíàõ îñíîâíîé âêëàä âíîñÿò ÷àñòî-

òû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì ãðóïïîâûì ñêîðîñòÿì. Íà ïðàêòèêå àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ìîæåò äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòüñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.
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Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ê ñîæàëåíèþ, ñèòóàöèÿ îáñòîèò ñëîæíåå, ò.ê. îáðàòíîå

äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ôîðìóëå (2.125) ïðåâðàùàåòñÿ â êðàòíûé

èíòåãðàë. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ðåøåòîê óäàåòñÿ äîêàçàòü àíàëî-

ãè÷íûé ôàêò. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [197] ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé ýíåðãèé â

òðåóãîëüíîé ðåøåòêå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêó òàêæå

âíîñÿò ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì ãðóïïîâûì ñêîðîñòÿì.

2.3.5 Äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âûâîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðûõ äàëåå áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ

ýíåðãèé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Ââåäåì îáîáùåííûé ãàìèëüòîíèàí H è ëàãðàíæèàí L [246]:

H = K +Π , L = K −Π , Π = −1

4

(
DxU +UDT

y

)
,

U = M
1
2

〈
u(x)u(y)T

〉
M

1
2 .

(2.128)

Äèôôåðåíöèðóÿ K è U , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

K̈ = DxK +KD>y +DxUD
>
y , Ü = DxU +UD>y + 4K. (2.129)

Èñêëþ÷àÿ K èç äàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì

....
U − 2

(
DxÜ + ÜD>y

)
+D2

xU − 2DxUD
>
y +U

(
D>y
)2

= 0. (2.130)

Ñëåäîâàòåëüíî, U óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è K.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò îáîáùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà:

Ḣ =
1

4

(
DxW −WDT

y

)
, W = M

1
2

〈
u(x)v(y)T − v(x)u(y)T

〉
M

1
2 .

(2.131)
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Â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ W = W (x − y) è

DxW = DW ,WDT
y = WD, òîãäà

Ḣ =
1

4
(DW −WD) . (2.132)

Äîìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.132) íà Dn, âû÷èñëÿÿ ñëåä è èñïîëüçóÿ òîæäå-

ñòâî tr (AB) = tr (BA), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

tr (DnH) = tr (DnH0) , n = 0, 1, 2, .., (2.133)

ãäå H0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îáîáùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà. Äëÿ n = 0 è x = y

ôîðìóëà (2.133) ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ôîðìó-

ëà (2.133) òàêæå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà äëÿ ñëåäà è äåâèàòîðà îáîáùåííîãî

ãàìèëüòîíèàíà:

trH = trH0, tr (DndevH) = tr (DndevH0) , n = 0, 1, 2... (2.134)

Äàëåå ïîëó÷åííûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàâíîâåñ-

íûõ (ñòàöèîíàðíûõ) çíà÷åíèé êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé.

2.3.6 Ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé

Íàéäåì ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, â êîòîðîì âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò êî-

âàðèàöèé ñêîðîñòåé è ïåðåìåùåíèé ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì îáîáùåííûé ëàãðàí-

æèàí òàêæå îáðàùàåòñÿ â íîëü â ñèëó ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

L =
1

4
Ü . (2.135)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè:

Keq = Πeq =
1

2
Heq. (2.136)
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Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè øàðîâûå ÷àñòè îáîáùåííûõ êèíåòè÷åñêîé è

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

trKeq = trΠeq =
1

2
trH0, (2.137)

ãäå H0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îáîáùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ äåâèàòîðîâ îáîáùåííûõ ýíåðãèé. Îáîáùåí-

íûé ãàìèëüòîíèàí óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ 4 ïîðÿäêà, ÷òî è K. Â

äàííîì óðàâíåíèè ïîëîæèì ðàâíûìè íóëþ âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïðîèç-

âîäíûå ïî âðåìåíè. Òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ (2.133), êîòîðûå

ìîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ devH . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ devH :

D2devH − 2DdevHD + devHD2 = 0 tr (DndevH) = tr (DndevH0) .

(2.138)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðèñòàëëîâ ñ ïðîñòîé ðåøåòêîé äàííàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà â

ðàáîòå [246].

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.138). Ïðèìåíèì ê íåé äèñêðåòíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (2.120) äëÿ ìàòðèöû Ω. Òîãäà

ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.138) ïðèíèìàåò âèä:

Λ2H ′ − 2ΛH ′Λ+H ′Λ2 = 0, tr (ΛnH ′) = tr
(
ΩndevĤ0

)
,

H ′ = P ∗>devĤP .

(2.139)

Ïîêàæåì, ÷òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà H ′ � äèàãîíàëüíàÿ.

Ïåðåïèøåì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.139) â âèäå:

{Λ2H ′ − 2ΛH ′Λ+H ′Λ2}ij = (ω2
i − ω2

j )
2H ′ij = 0. (2.140)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H ′ij = 0 äëÿ âñåõ i 6= j. Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà H ′ �
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äèàãîíàëüíàÿ. Òîãäà áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.139) â âèäå:

H ′ = diag
(
H ′jj
)
, trH ′ = 0. (2.141)

Ïîäñòàíîâêà (2.141) âî âòîðîå èç óðàâíåíèé (2.139) äàåò:

N∑
j=1

ω2
jH
′
jj = tr

(
ΩdevĤ0

)
,

...

N∑
j=1

ω2n
j H

′
jj = tr

(
ΩndevĤ0

)
.

(2.142)

Ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

tr
(
ΩndevĤ0

)
=

N∑
j=1

ω2n
j {P ∗>devĤ0P }jj. (2.143)

C ó÷åòîì äàííîé ôîðìóëû ëåãêî óãàäàòü ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.142):

H ′ = diag
(
P ∗>devĤ0P

)
. (2.144)

Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû H ′, ïîëó÷èì:

devĤ = Pdiag
(
P ∗>devĤ0P

)
P ∗>. (2.145)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è èñïîëüçóÿ ñâÿçü îáîá-

ùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ îáîáùåííîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé â ñòàöèîíàðíîì

ñîñòîÿíèè (2.136), ïîëó÷èì:

trKeq =
1

2
trH0, devKeq =

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devĤ0P

)
P ∗>dk. (2.146)

Ôîðìóëà (2.146) ñïðàâåäëèâà ïðè ïðîèçâîëüíûõ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëî-



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 88

âèÿõ. Íà îñíîâå äàííîé ôîðìóëû íåòðóäíî âû÷èñëèòü ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû T :

T eq =
1

2N
tr (H0)E +

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devĤ0P

)
P ∗>dk. (2.147)

Çäåñü â ïåðâîì ñëàãàåìîì H0 âû÷èñëÿåòñÿ ïðè x = y. Çàìåòèì, ÷òî â ôîð-

ìóëó (2.146) âõîäèò òîëüêî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà è íå âõîäÿò íà-

÷àëüíûå çíà÷åíèÿ åãî ïðîèçâîäíûõ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþò ñëó÷àéíûå

íà÷àëüíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ, ôîðìóëà (2.146) óïðîùàåòñÿ:

trK =
1

2
trK0, devK =

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devK0P

)
P ∗>dk. (2.148)

Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T ïðèíèìàåò

âèä:

T eq =
1

2N
tr (T 0)E +

1

2

∫
k

Pdiag
(
P ∗>devT 0P

)
P ∗>dk. (2.149)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðè-

öû Ω (ñòîëáöîâ ìàòðèöû P ) è ïîäñòàíîâêå ðåçóëüòàòîâ â ôîðìóëó (2.147) èëè

ôîðìóëó (2.149). Ôîðìóëû (2.147), (2.149) çàìåíÿþò òåîðåìó î ðàâíîì ðàñïðå-

äåëåíèè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Ôîðìóëà (2.149) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó-

÷àå åñëè íà÷àëüíûå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíÿì ñâîáîäû

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ðàâíû (devT 0 = 0), òî îíè òàêæå ðàâíû â ðàâíîâåñíîì

ñîñòîÿíèè (devT eq = 0). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ òåìïåðàòóð-

íàÿ ìàòðèöà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå øàðîâàÿ, ò.å. devT 6= 0.

Äàëåå ïîëó÷åííûå îáùèå ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäíûõ

ïðîöåññîâ è îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû â íåñêîëü-

êèõ êîíêðåòíûõ ðåøåòêàõ.
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2.3.7 Ïðèìåðû

2.3.7.1 Ïðèìåð. Öåïî÷êà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè è æåñòêîñòÿìè

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

Ðàññìîòðèì äâóõàòîìíóþ öåïî÷êó ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè m1, m2 è æåñòêî-

ñòÿìè c1, c2 (ñì. ðèñ. 2.5). Öåïî÷êà ñîñòîèò èç äâóõ ïîäðåøåòîê, ôîðìèðóåìûõ

ìàññàìè m1 è m2. Äàííàÿ ìîäåëü ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà

Ðèñ. 2.5: Äâå ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè äâóõàòîìíîé öåïî÷êè. ×àñòèöû ðàçíîãî ðàç-
ìåðà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîäðåøåòêàì.

ñèñòåìû ñ äâóìÿ äèñïåðñèîííûìè âåòêàìè [32, 98, 185, 219].

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå (2.78). Ýëåìåíòàðíûå

ÿ÷åéêè íóìåðóþòñÿ èíäåêñîì j. Ïîëîæåíèå ÿ÷åéêè j çàäàåòñÿ âåêòîðîì xj =

jb, ãäå b � áàçèñíûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü öåïî÷êè. Êàæäàÿ ÷àñòèöà

èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ÿ÷åéêè j ôîðìèðóþò ñòîëáåö

uj = u(xj) =
[
u1j u2j

]>
, (2.150)

ãäå u1j, u2j � ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä:

M üj = C1uj+1 +C0uj +C−1uj−1,

M =

m1 0

0 m2

 , C0 =

−c1 − c2 c1

c1 −c1 − c2

 , C1 =

 0 0

c2 0

 . (2.151)

Çäåñü C−1 = C>1 .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå
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ïåðåìåùåíèÿ:

u1j = u2j = 0, u̇1j = βj

√
2

m1
T 0

11, u̇2j = γj

√
2

m2
T 0

22, (2.152)

ãäå T 0
11, T

0
22 � íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê, íåçàâèñÿùèå îò j; βj, γj � íåêîð-

ðåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäè-

íè÷íîé äèñïåðñèåé, ò.å.
〈
βj

〉
=
〈
γj

〉
= 0,

〈
β2
j

〉
=
〈
γ2
j

〉
= 1,

〈
βiγj

〉
= 0 äëÿ

âñåõ i, j. Íà÷àëüíàÿ ìàòðèöà T 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñëîâèÿì (2.152), èìååò âèä

T 0 =

T 0
11 0

0 T 0
22

 , 2T 0
11 = m1

〈
u̇2

1j

〉
, 2T 0

22 = m2

〈
u̇2

2j

〉
. (2.153)

Çäåñü ñêîðîñòè âû÷èñëåíû ïðè t = 0.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ýíåðãèé ïîäðåøåòîê T11, T22.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.118). Ïîäñòàâëÿÿ âûðà-

æåíèÿ (2.151) äëÿ ìàòðèö Cα, α = 0;±1 â ôîðìóëó (2.118), ïîëó÷èì:

Ω =

 c1+c2
m1

−c1+c2e
−ip

√
m1m2

−c1+c2e
ip

√
m1m2

c1+c2
m2

 , k = pb̃, (2.154)

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð; b̃ · b = 1; p ∈ [0; 2π]. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû äàåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

ω2
1,2(p) =

ω2
max

2

1±

√
1−

16m1m2c1c2 sin2 p
2

(m1 +m2)2(c1 + c2)2

 ,

ω2
max =

(c1 + c2)(m1 +m2)

m1m2
,

(2.155)

ãäå èíäåêñ 1 ó ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñ. Ôóíêöèè ω1(p), ω2(p) íàçû-

âàþòñÿ îïòè÷åñêîé è àêóñòè÷åñêîé âåòêàìè äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Îò-
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ìåòèì, ÷òî ω1,2/ωmax îäèíàêîâî çàâèñèò îò m1/m2 è c1/c2. Äèñïåðñèîííîå ñî-

îòíîøåíèå äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèé æåñòêîñòåé ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.6.

Ðèñ. 2.6: Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ öåïî÷êè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ æåñòêî-
ñòÿìè (m1 = m2). Êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì îòíîøåíèÿì æåñòêîñòåé:
c1
c2

= 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ); 1
2 (òî÷êè);

1
4 (ïóíêòèð);

1
8 (øòðèõ-ïóíêòèð).

Âû÷èñëèì ïîëÿðèçàöèîííóþ ìàòðöó P . Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà P ñîñòîèò

èç íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû Ω. Ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû d1,2, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ω2
1,2 (ôîðìóëà (2.155)),

èìåþò âèä:

d1,2 =

[
1− m1

m2
±
√(

1− m1

m2

)2

+ 4|g|2m1

m2
−2g

√
m1

m2

]>
, g =

c1 + c2e
ip

c1 + c2
.

(2.156)

Íîðìèðîâàíèå âåêòîðîâ d1,2 äàåò ñòîëáöû ìàòðèöû P .

Äàëåå ôîðìóëû (2.155), (2.156) äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåð-

ãèé ïîäðåøåòîê.

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T = 1
2 (T11 + T22) è èññëåäóåì
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âêëàä àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ âåòîê â äàííûå êîëåáàíèÿ. Êîëåáàíèÿ âû-

çâàíû óðàâíèâàíèåì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íó-

ëåâûå ïåðåìåùåíèÿ (2.152). Íà÷àëüíûå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê

ðàâíû (T 0
11 = T 0

22). Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïèñûâàþòñÿ ôîðìó-

ëîé (2.125). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä:

T =
T0

2
+ Tac + Top,

Tac =
T0

8π

∫ 2π

0

cos(2ω2(p)t)dp, Top =
T0

8π

∫ 2π

0

cos(2ω1(p)t)dp,

(2.157)

ãäå T0 = 1
2

(
T 0

11 + T 0
22

)
� íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ; äèñïåðñèîííîå ñîîò-

íîøåíèå ωj(p), j = 1, 2 äàíî ôîðìóëîé (2.155). Âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷å-

ñêèõ êîëåáàíèé äàíû ñëàãàåìûìè Tac, Top. Â äàëüíåéøåì èíòåãðàëû â ôîðìó-

ëå (2.157) âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëåííî. Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà 103

îäèíàêîâûõ îòðåçêîâ, íà êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïî-

ñòîÿííûì.

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.157) ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (2.151) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.152).

Â ðàñ÷åòàõ öåïî÷êà ñîñòîèò èç 5 · 105 ÷àñòèö ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Âåð-

ëå ñ øàãîì 10−3τmin, ãäå τmin = 2π/ωmax, ωmax îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2.155). Â

ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öåïî÷êè.

Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò âðåìåíè äëÿ m2/m1 = 4 ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.7A. Âèäíî,

÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.157) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîãî èíòå-

ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âêëàäû âåòîê äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ Tac, Top â êîëåáà-

íèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Çàâèñèìîñòè Tac, Top îò âðåìåíè äëÿ m2 = 4m1,

c1 = c2 ïîêàçàíû íà. 2.7B. Âèäíî, ÷òî âêëàä îïòè÷åñêîé âåòêè èìååò ôîðìó
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Ðèñ. 2.7: A. Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè öåïî÷êè (m2 = 4m1, c1 = c2). Íà-
÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ðàâíû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå (2.157), òî÷êè � ÷èñëåííîå ðåøåíèå. B. Âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ (Tac, ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ) è îïòè÷åñêèõ (Top, òî÷êè) âåòîê â êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè (m2 = 4m1, c1 = c2).

áèåíèé, â òî âðåìÿ êàê âêëàä àêóñòè÷åñêîé âåòêè èìååò îäíó îñíîâíóþ ÷à-

ñòîòó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé ôàçû [47] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

÷àñòîòû êîëåáàíèé ýíåðãèè ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó öåïî÷êè. Ãðóïïîâûå ñêîðî-

ñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì ÷àñòîòàì, ðàâíû íóëþ. Ðèñ. 2.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî

ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè p = π, à

îïòè÷åñêèõ � ïðè p = 0 è p = π. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû èìåþò âèä:

ω1|p=0 = ωmax, ω2
1|p=π =

ω2
max

2

(
1 +

√
1− 16m1m2c1c2

(m1 +m2)2(c1 + c2)2

)
,

ω2
2|p=π =

ω2
max

2

(
1−

√
1− 16m1m2c1c2

(m1 +m2)2(c1 + c2)2

)
.

(2.158)

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå ñóììû òðåõ ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè (2.158) è àìïëèòóäàìè, çàòóõàþùèìè

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî
√
t. Ðàçíèöà ìåæäó îïòè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè ω1|p=0 è

ω1|p=π óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ìàññ, ïîýòîìó íà ðèñ. 2.7 íàáëþäàþòñÿ

áèåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå áèåíèÿ íàáëþäàþòñÿ â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå [197].
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Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ðàçíèöû êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê T 0
11, T

0
22 íà

êîëåáàíèÿ ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Êîëåáàíèÿ äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ T 0
11 6=

0, T 0
22 = 0 è T 0

11 = 0, T 0
22 6= 0 ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.8. Âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ ñóùå-

ñòâåííî çàâèñÿò îò ðàçíîñòè T 0
11 è T

0
22. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòà-

òû (2.125) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 2.8: Âëèÿíèå íà÷àëüíûõ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê íà êîëåáàíèÿ ïîëíîé êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè (m2 = 4m1, c1 = c2). Çäåñü T

0
11 6= 0, T 0

22 = 0 (ñëåâà) è
T 0

11 = 0, T 0
22 6= 0 (ñïðàâà). Ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (2.125), òî÷êè �

÷èñëåííîå ðåøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òî÷íîñòè îïèñûâàþòñÿ

ôîðìóëîé (2.125). Àìïëèòóäà êîëåáàíèé çàòóõàåò êàê 1/
√
t. Îñíîâíûå ÷àñòîòû

êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ãðóïïîâûì ñêîðîñòÿì. Ôîðìà êîëåáàíèé ñó-

ùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íà÷àëüíûìè ýíåðãèÿìè ïîäðåøåòîê.

Ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê íå ðàâíû (T 0
11 6= T 0

22).

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.151) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçíèöà ýíåð-

ãèé ïîäðåøåòîê T11 − T22 ñòðåìèòñÿ ê íåêîòðîìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ. Íà-

ïðèìåð, çàâèñèìîñòü T11 − T22 äëÿ m2 = 4m1, c1 = c2 ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.9.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ: T 0
11 6= 0, T 0

22 = 0 è T 0
11 = 0, T 0

22 6= 0. Âèäíî, ÷òî â

Ðèñ. 2.9: Ðàçíèöà ýíåðãèé ïîäðåøåòîê äëÿ T 0
11 6= 0, T 0

22 = 0 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è
T 0

11 = 0, T 0
22 6= 0 (òî÷êè). Çäåñü m2 = 4m1, c1 = c2.

îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàçíèöà òåìïåðàòóð ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó çíà÷åíèþ 0.3(T 0
11−T 0

22),

ïîëó÷àþùåìóñÿ èç ôîðìóëû (2.160). Îòìåòèì, ÷òî ôîðìà êðèâûõ äëÿ äâóõ ñëó-

÷àåâ çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè

çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íà÷àëüíûìè ýíåðãèÿìè T 0
11 è T

0
22.

Âû÷èñëèì ðàçíèöó ýíåðãèé ïîäðåøåòîê â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó (2.148). Äåâèàòîð ìàòðèöû T èìååò âèä

devT 0 =
T 0

11 − T 0
22

2
I, I =

1 0

0 −1

 . (2.159)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.159) â ôîðìóëó (2.148), ïîëó÷èì:

T eq =
1

4

(
T 0

11 + T 0
22

)
E +

T 0
11 − T 0

22

4π

∫ 2π

0

Pdiag
(
P ∗>IP

)
P ∗>dp. (2.160)

Çäåñü ìàòðèöà P äàíà ôîðìóëîé (2.156). Ôîðìóëà (2.160) äàåò ðàâíîâåñíûå

çíà÷åíèÿ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê. Èíòåãðàë â ôîðìóëå (2.160) áåðåòñÿ ÷èñëåííî
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ìåòîäîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ äåëèòñÿ íà 103 ðàâíûõ

îòðåçêîâ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâíûõ ìàññ m1 = m2. Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìó-

ëû (2.156) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû P ∗>IP ðàâ-

íû íóëþ. Òîãäà èç ôîðìóëû (2.160) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ m1 = m2 è ëþáîãî c1/c2

ðàâíîâåñíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ðàâíû.

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.160) ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòîì ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.151) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.152). Â ðàñ÷åòàõ

öåïî÷êè ñîñòîÿò èç 104 ÷àñòèö ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé äèàïàçîí ïàðàìåòðîâ: m1/m2 ∈ [0; 1] è c1/c2 ∈ [0; 1].

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ øàãîì 10−3τ∗, ãäå τ∗ =
√

c1+c2
m1

. Â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè òàêèå, ÷òî îäíà èç ïîäðå-

øåòîê èìååò íóëåâóþ ýíåðãèþ. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ êèíåòè-

÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê. Ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì îñðåä-

íåíèÿ ïî âðåìåííîìó èíòåðâàëó [tmax/4; tmax], ãäå tmax � ïîëíîå âðåìÿ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Ïðèåìëåìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè tmax = 102τ∗.

Ðàâíîâåñíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ýíåðãèÿìè ïîäðåøåòîê ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.10.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ ìàññ ðàçíèöà ýíåðãèé óìåíüøàåòñÿ ñ

óìåíüøåíèåì c1/c2 è ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåìó ñëó÷àþ c1/c2 → 0. Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû äëÿ c2 = 64c1 è c2 = 32c1

ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ýíåð-

ãèé ïîäðåøåòîê ðàâíû, åñëè ëèáî ðàâíû íà÷àëüíûå ýíåðãèè T 0
11 = T 0

22 ëèáî

ðàâíû ìàññû ÷àñòèö m1 = m2, à æåñòêîñòè � ïðîèçâîëüíûå. Â îáùåì ñëó÷àå

êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê íå ðàâíû. Èõ çíà÷åíèÿ â òî÷íîñòè ïðåäñêà-

çûâàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.160).
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Ðèñ. 2.10: Ðàçíèöà ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé ýíåðãèé ïîäðåøåòîê â äâóõàòîìíîé
öåïî÷êå. Çäåñü T 0

11, T
0
22 � íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê. Ëèíèè � ðàñ÷åòû

ïî ôîðìóëå (2.160) ïðè c1
c2

= 1 (ñïëîøíàÿ); 1
2 (òî÷êè); 1

4 (êîðîòêèé ïóíêòèð);
1
8 (ïóíêòèð);

1
16 (øòðèõ-ïóíêòèð);

1
32 (øòðèõ-ïóíêòèð ñ äâóìÿ òî÷êàìè). Êðóãè

� ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (2.151).

2.3.7.2 Ïðèìåð. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ðåøåòêè ãðàôåíà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

Ðàññìîòðèì ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ðàñòÿíóòîãî ãðàôåíîâîãî ëèñòà (ñì.

ðèñ. 2.11). Êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè ëèñòà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî,

ò.ê. â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ è êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè

íåçàâèñèìû. Ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå ïî äâå ÷àñòèöû, íóìåðóþòñÿ

ïàðîé èíäåêñîâ i, j (ñì. ðèñ.2.11). Áàçèñíûå âåêòîðû b1 è b2 èìåþò âèä:

b1 =

√
3a

2

(
i +
√

3j
)
, b2 =

√
3a

2

(√
3j− i

)
, (2.161)

ãäå i, j � âåêòîðû äåêàðòîâà áàçèñà, ñîîòâåòñòâóþùèå îñÿì x è y ñîîòâåòñòâåí-

íî (ñì. 2.11). Ïîëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå

âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: xi,j = ib1 + jb2.

Êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ýëåìåí-
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Ðèñ. 2.11: Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â ãðàôåíå. Ïîäðåøåòêè ïîìå÷åíû
ðàçíûìè öâåòàìè. Çäåñü b1, b2 � áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè. ×àñòèöû äâè-
æóòñÿ âäîëü íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ðèñóíêà.

òàðíîé ÿ÷åéêè i, j ôîðìèðóþò ñòîëáåö:

ui,j = u(xi,j) =
[
u1
i,j u2

i,j

]>
, (2.162)

ãäå u1
i,j, u

2
i,j � ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö äâóõ ïîäðåøåòîê.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿ÷åéêè i, j. Êàæäàÿ ÷àñòèöà ñîåäèíåíà ñ

òðåìÿ ñîñåäÿìè ëèíåéíûìè ïðóæèíêàìè (ñïëîøíûå ëèíèè íà ðèñ. 2.11). Ðàâíî-

âåñíàÿ äëèíà ïðóæèíêè ìåíüøå, ÷åì íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè,

ñëåäîâàòåëüíî ëèñò ãðàôåíà ðàâíîìåðíî ðàñòÿíóò. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

èìåþò âèä:

M üi,j = C1ui+1,j +C−1ui−1,j +C0ui,j +C2ui,j+1 +C−2ui,j−1,

M =

m 0

0 m

 , C0 =

−3c c

c −3c

 , C1 = C2 =

0 0

c 0

 . (2.163)

Çäåñü C−1 = C>1 , C−2 = C>2 ; m � ìàññà ÷àñòèöû; c � æåñòêîñòü, çàâèñÿùàÿ

îò íà÷àëüíîãî íàòÿæåíèÿ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 99

ïåðåìåùåíèÿ:

u1
i,j = u2

i,j = 0, u̇1
i,j = βi,j

√
2

m
T 0

11, u̇2
i,j = γi,j

√
2

m
T 0

22, (2.164)

ãäå T 0
11, T

0
22 � ýíåðãèè ïîäðåøåòîê, íåçàâèñÿùèå îò i, j; βi,j, γi,j � íåêîððåëè-

ðîâàííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷-

íîé äèñïåðñèåé, ò.å.
〈
βi,j

〉
=
〈
γi,j

〉
= 0,

〈
β2
i,j

〉
=
〈
γ2
i,j

〉
= 1,

〈
βi,jγs,p

〉
= 0

äëÿ âñåõ i, j, s, p. Íà÷àëüíàÿ ìàòðèöà T 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâè-

ÿì (2.164), èìååò âèä:

T 0 =

T 0
11 0

0 T 0
22

 , 2T 0
11 = m

〈(
u̇1
i,j

)2
〉
, 2T 0

22 = m
〈(
u̇2
i,j

)2
〉
. (2.165)

Çäåñü ñêîðîñòè âû÷èñëåíû ïðè t = 0. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ýíåðãèé

ïîäðåøåòîê T11, T22.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

Âû÷èñëèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãðàôåíà.

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.118). Ïîäñòàâëÿÿ ôîð-

ìóëû (2.163) äëÿ ìàòðèö Cα, α = 0;±1;±2 â ôîðìóëó (2.118), ïîëó÷èì:

Ω = ω2
∗

 3 −1− e−ip1 − e−ip2

−1− eip1 − eip2 3

 , p1 = k · b1, p2 = k · b2,

(2.166)

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð; ω2
∗ = c

m ; p1, p2 ∈ [0; 2π] � áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû

âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ω2
1, ω

2
2 ìàòðèöû Ω äàþò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

ω2
1,2 = ω2

∗

(
3±

√
3 + 2 (cos p1 + cos p2 + cos (p1 − p2))

)
, (2.167)
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ãäå èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñ. Ôóíêöèè ω1(p1, p2), ω2(p1, p2) íàçûâàþò-

ñÿ îïòè÷åñêîé è àêóñòè÷åñêîé äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíîñòÿìè (ñì. ðèñ. 2.12).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Ω äàþò ñòîëáöû ìàòðèöû P :

Ðèñ. 2.12: Àêóñòè÷åñêàÿ (ω2(p1, p2)/ω∗, ñëåâà) è îïòè÷åñêàÿ (ω1(p1, p2)/ω∗, ñïðà-
âà) äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè (2.167) äëÿ ãðàôåíà.

P =
1√

|g|2 + g2

 |g| |g|
−g g

 , g = 1 + eip1 + eip2. (2.168)

Äàëåå ôîðìóëû (2.166), (2.167), (2.168) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäíûõ

ïðîöåññîâ â ãðàôåíå.

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ âåëè÷èíû T = 1
2(T11 + T22), ïðîïîðöèîíàëüíîé ïîëíîé

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ãðàôåíà.

Â îáùåì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (2.124). Èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëû (2.165), (2.168), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðè-

öû P ∗>devT 0P ðàâíû íóëþ. Òîãäà èç ôîðìóëû (2.124) ñëåäóåò, ÷òî êîëåáà-

íèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íå çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýíåðãèÿìè ïîäðå-

øåòîê T 0
11 è T

0
22. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ êîëåáàíèé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìó-
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ëà (2.125):

T =
T0

2
+ Tac + Top, Tac =

T0

16π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

cos(2ω2(p1, p2)t)dp1dp2,

Top =
T0

16π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

cos(2ω1(p1, p2)t)dp1dp2,

(2.169)

ãäå T0 = 1
2

(
T 0

11 + T 0
22

)
� íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ; ôóíêöèè ω1,2(p1, p2)

îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (2.167). Â äàëüíåéøåì èíòåãðàëû â ôîðìóëå (2.169) âû-

÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ñóììó Ðèìàíà. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ýòîì ðàçáèâàåòñÿ

íà 400× 400 îäèíàêîâûõ êâàäðàòîâ.

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.169) ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ÷èñëåí-

íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè (2.163) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.164).

Â ðàñ÷åòàõ ëèñò ãðàôåíà ñîäåðæèò 103 × 103 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ïðè ïåðèî-

äè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì

Âåðëå ñ øàãîì 5·10−3τ∗, ãäå τ∗ = 2π/ω∗. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ

ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Â òàêîì ñëó÷àå îñðåäíåíèå ïî ðåàëèçà-

öèÿì íå òðåáóåòñÿ. Ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.13A.

Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëà (2.169) â òî÷íîñòè îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ êè-

íåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âû÷èñëåíèÿ ñ ðàçíûìè íà÷àëüíûìè ýíåðãèÿìè ïîäðåøå-

òîê (T 0
11 6= T 0

22) ïîäòâåðæäàþò íàøå çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî îòíîøåíèå äàííûõ

ýíåðãèé íå âëèÿåò ïî ïîâåäåíèå T .

Âêëàä äâóõ äèñïåðñèîííûõ ïîâåðõíîñòåé â êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè ïîêàçàí íà ðèñ. 2.13B. Âêëàäû äàíû èíòåãðàëàìè Tac è Top (ñì. ôîðìó-

ëó (2.169)). Âèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäó îïòè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè, èìåþò äâå îñíîâíûå ÷àñòîòû, â òî âðåìÿ êàê êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå âêëàäó àêóñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, èìåþò òîëüêî îäíó ÷àñòîòó. Äàííûå

÷àñòîòû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà

èíòåãðàëîâ (2.169) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòàöèîíàð-

íîé ôàçû [47]. Òàêîå èññëåäîâàíèå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.
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Ðèñ. 2.13: A. Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ëèñòå ãðàôåíà. Òî÷êè � ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.163), ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå (2.169). B. Âêëàä àêóñòè÷åñêèõ (Tac, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è îïòè÷åñêèõ (Top,
òî÷êè) äèñïåðñèîííûõ ïîâåðõíîñòåé â êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ãðà-
ôåíå.

Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òî÷íîñòè îïèñûâàþò-

ñÿ ôîðìóëîé (2.169). Àìïëèòóäà äàííûõ êîëåáàíèé çàòóõàåò êàê 1/t. Ôîðìó-

ëà (2.169) ñïðàâåäëèâà ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè ýíåðãèé ïîäðåøåòîê.

Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ýíåðãèé ïîäðåøåòîê â ñëó÷àå T 0
11 6= T 0

22. Ðàâíîâåñ-

íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìó-

ëû (2.148). Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîé ìàòðèöû T äàíû ôîð-

ìóëîé (2.165). Ìàòðèöà P ∗>devT 0P â ôîðìóëå (2.148) èìååò íóëåâûå äèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà èç ôîðìóëû (2.148) ñëåäóåò, ÷òî devT eq = 0, ò.å.

ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ñî âðåìåíåì óðàâíèâàþòñÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè äàííîãî ôàêòà ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ (2.163) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.164). Ðàññìàòðèâàëàñü ÿ÷åéêà ïå-

ðèîäè÷íîñòè, ñîäåðæàùàÿ 103 × 103 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ÷àñòèöû îäíîé ïîäðåøåòêè èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè, à âòîðîé �

íåïîäâèæíû. Íà÷àëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
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ïðîâîäèòñÿ ñ øàãîì 5 · 10−3τ∗, ãäå τ∗ = 2π/ω∗. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ýíåð-

ãèé T11 − T22 îò âðåìåíè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.14. Âèäíî, ÷òî ðàçíèöà ýíåðãèé

Ðèñ. 2.14: Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè â ãðàôåíå (÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.163)).

ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, ïîõîæèå íà áèåíèÿ. Àìïëèòóäà áèåíèé çàòóõàåò êàê 1/t.

Òàêèì îáðàçîì, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ýíåðãèè ïîäðåøåòîê â ãðàôåíå óðàâ-

íèâàþòñÿ äàæå â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Îáû÷íî äëÿ óðàâíèâàíèÿ íåîá-

õîäèìî íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè [246].

2.3.7.3 Ïðèìåð. Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà (êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè)

Îáùèå ñîîòíîøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêå. Îãðàíè-

÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî áëèæàéøèå ñîñå-

äè.

Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñ

ðàäèóñ-âåêòîðîì x èìååò âèä:

M v̇(x) =
∑
α

cαeαeα ·
(
u(x + aα)− 2u(x) + u(x− aα)

)
, (2.170)

ãäå v(x) � ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì x; eα = aα/|aα|; M � ìàññà

÷àñòèöû. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íåêîëëèíåàðíûì íàïðàâëåíèÿì ñâÿçåé α =
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1, 2, 3.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

Îïðåäåëèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè. Ïîñòðîåíèå

äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äèíàìè÷å-

ñêîé ìàòðèöû Ω, êîòîðàÿ èìååò âèä:

Ω = ω2
∗

4 sin2 θs − sin2 θp + sin2(θs + θp) −
√

3
(
sin2 θp − sin2(θs + θp)

)
−
√

3
(
sin2 θp − sin2(θs + θp)

)
3
(
sin2 θp + sin2(θs + θp)

)
 .
(2.171)

Òîãäà äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

ω4 − 4ω2
∗ω

2
(
sin2 θs + sin2 θp + sin2(θs + θp)

)
+ 12ω4

∗
(
sin2 θs sin2 θp+

+ sin2(θs + θp)(sin
2 θs + sin2 θp)

)
= 0.

(2.172)

Äâå äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ôîðìóëû (2.172), ïðè-

âåäåíû íà ðèñ. 2.15. Äàëåå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

Ðèñ. 2.15: Äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè äëÿ äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè.
×àñòîòà íîðìèðîâàíà íà ω∗.

äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.
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Îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äèíàìèêè

äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè. Ðåøåíèå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðè-

ðîâàòü àíàëîãèþ ìåæäó êîëåáàíèÿìè ýíåðãèé è êîëåáàíèÿìè ÷àñòèö ðåøåòêè.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó, ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòèö ìàññû M , ñîåäè-

íåííûõ ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè 4C. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè èìååò ôîðìó ðîìáà ñî ñòîðîíîé, ñîñòîÿùåé

èç 2N + 1 ÷àñòèö. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

ük,n = 4ω2
∗ (e1e1 · (uk+1,n − 2uk,n + uk−1,n) + e2e2 · (uk,n+1 − 2uk,n + uk,n−1)+

+e3e3 · (uk+1,n+1 − 2uk,n + uk−1,n−1)) .

(2.173)

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè öåíòðàëüíàÿ ÷àñòèöà (k = 0, n = 0) ñìåùå-

íà âäîëü ñâÿçè e1 íà u0. Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ îñòàëüíûõ ÷àñòèö

ðàâíû íîëþ.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå:

uk,n = w1e1 + w2e2, w1 =
2

3
(2u1 + u2),

w2 =
2

3
(2u2 + u1), ui = uk,n · ei.

(2.174)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñû k, n ó âåëè÷èí w1, w2, u1, u2 äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû. Ñ

ó÷åòîì (2.174) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

ẅ1 = 2ω2
∗
(
∆2

1(2w1 − w2) + ∆2
3(w1 + w2)

)
,

ẅ2 = 2ω2
∗
(
∆2

2(2w2 − w1) + ∆2
3(w1 + w2)

)
.

(2.175)

Äàííûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

uk,n = u0δkδne1, w1 = u0δkδn, w2 = 0; ẇ1 = ẇ2 = 0. (2.176)
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Ïðèìåíèì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî èíäåêñàì k, n ê óðàâíåíè-

ÿì (2.175). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâàìè

Φ
(
∆2

1gk,n
)

= −4 sin2 θsĝs,p, Φ
(
∆2

2gk,n
)

= −4 sin2 θpĝs,p,

Φ
(
∆2

3gk,n
)

= −4 sin2(θs + θp)ĝs,p, θs =
πs

2N + 1
.

(2.177)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ Ôóðüå-îáðàçîâ ŵi = Φ(wi) èìååì

¨̂w1 = −8ω2
∗
[
(2 sin2 θs + sin2(θs + θp))ŵ1 + (sin2(θs + θp)− sin2 θs)ŵ2

]
,

¨̂w2 = −8ω2
∗
[
(sin2(θs + θp)− sin2 θp)ŵ1 + (2 sin2 θp + sin2(θs + θp))ŵ2

]
.

(2.178)

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû Ω1, Ω2, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå (2.178), îïðåäåëÿþòñÿ

óðàâíåíèåì

Ω4
j − 16ω2

∗Ω
2
j(sin

2 θs + sin2 θp + sin2(θs + θp)) + 192ω4
∗
(
sin2(θs + θp) sin2 θs+

+ sin2(θs + θp) sin2 θp + sin2 θs sin2 θp
)

= 0, j = 1, 2.

(2.179)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ Ôóðüå-îáðàçîâ ŵ1, ŵ2 èìåþò âèä:

ŵ1 = u0, ŵ2 = 0, ˙̂w1 = ˙̂w2 = 0. (2.180)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.178) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.180) è ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå



Ãëàâà 2. Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 107

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

uk,n = w1e1 + w2e2,

w1 =
u0

2(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

cos(2θsk + 2θpn)
(

cos(Ω1t) + cos(Ω2t)+

+16ω2
∗
sin2 θs − sin2 θp

Ω2
1 − Ω2

2

(
cos(Ω1t)− cos(Ω2t)

))
,

w2 =
8u0

(2N + 1)2

N∑
s,p=−N

ω2
∗(sin

2(θs + θp)− sin2 θp)

Ω2
1 − Ω2

2

(
cos(Ω1t)−

cos(Ω2t)
)

cos(2θsk + 2θpn).

(2.181)

Ôîðìóëû (2.181) äàþò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ òðåóãîëüíîé ðå-

øåòêè, â êîòîðîé îäíà èç ÷àñòèö èìååò íà÷àëüíîå ñìåùåíèå.

Àíàëèç ðåøåíèÿ (2.181) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîëåáàíèÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû

k = 0, n = 0 (÷àñòèöû, êîòîðîé èçíà÷àëüíî áûëî çàäàíî ñìåùåíèå) îïèñûâà-

åòñÿ òîé æå ôóíêöèåé, ÷òî è êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðåøåòêè ñî ñëó-

÷àéíûìè ñêîðîñòÿìè. Ïîäîáíàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ïðîöåññîì êîëåáàíèé ýíåðãèé

è êîëåáàíèÿìè ñàìîãî êðèñòàëëà âïåðâûå áûëà îòìå÷åíà â ðàáîòå [240], ãäå

ðàññìàòðèâàëàñü îäíîìåðíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ öåïî÷êà.

Âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ âûðàâíèâàíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Ïî-

âåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ïðîöåññå âûðàâíèâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìó-

ëîé:

T =
T0

2
+

T0

4π2
(I1 + I2), Ij =

∫ π

0

∫ π

0

cos (2ωj(p, s)t) dpds, (2.182)

ãäå ω1, ω2 � äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè (2.172).

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.182) ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé

äèíàìèêè ðåøåòêè. Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Âåð-
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Ðèñ. 2.16: Âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé â ãàðìîíè÷å-
ñêîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè: ëèíèÿ �
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; êðóæîê � ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè.

ëå ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ τ = 10−3τ∗. Íà ðèñ. 2.16 ïðåäñòàâëåí ïðîöåññ âû-

ðàâíèâàíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Âèäèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå (2.182) â ìàñøòàáå ðèñóíêà íåîòëè÷èìî îò ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè.

Àíàëèç ôîðìóëû (2.182) ïîêàçûâàåò, ÷òî îòêëîíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé, îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè. Çà âðåìÿ ïîðÿäêà 10τ∗ îòêëîíåíèå óìåíüøàåòñÿ íà

äâà ïîðÿäêà.

Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ îïðåäåëÿþòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì èíòåãðàëîâ Ij ïðè t → ∞. Â ðàáîòå [197] ïî-

êàçàíî, ÷òî êîëåáàíèÿ èìåþò òðè îñíîâíûõ ÷àñòîòû:

Ω1 =
9

2
ω∗, Ω2 = 2

√
6ω∗, Ω3 = 2

√
2ω∗. (2.183)

Ïåðâûå äâå ÷àñòîòû ïîëó÷àþòñÿ èç àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà I1, ïîñëåäíÿÿ � èç

èíòåãðàëà I2. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòîòû Ω1 è Ω2 áëèçêè, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíî-

âåíèþ áèåíèé (ñì. ðèñ. 2.17). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ òåìïåðàòóðû íà
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Ðèñ. 2.17: Êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ãàðìîíè÷åñêîé òðåóãîëüíîé ðå-
øåòêå ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè: ïóíêòèð � òî÷íàÿ ôîðìóëà;
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2.184).

áîëüøèõ âðåìåíàõ èìååò âèä:

T ≈ T0

2

[
1 +

1

2
√

2πω∗t

(
2

√
6

7
cos

(
9

2
ω∗t

)
+
√

3 sin
(

2
√

6ω∗t
)

+

+
3√
7

cos
(

2
√

2ω∗t
))]

.

(2.184)

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóëû (2.184) ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (2.182).

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.17.

Âèäíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2.184) áûñòðî ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøå-

íèþ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòîâ, óæå íà÷èíàÿ ñ âðåìåí t ∼ τ∗.

Âû÷èñëåíèå êîâàðèàöèè ïåðåìåùåíèé â çàäà÷àõ î òåïëîâîì ðàñøè-

ðåíèè

Â ðàáîòàõ [243, 256] ïîêàçàíî, ÷òî êîâàðèàöèÿ ïåðåìåùåíèé èãðàåò âàæíóþ

ðîëü ïðè îïèñàíèè òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êðèñòàëëîâ. Â ÷àñòíîñòè, êîýôôè-

öèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
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ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñëåäóþùåãî òåíçîðà â ñòàöèîíàðíîì ñîñòî-

ÿíèè:

A =
〈(

u(r + aα)− u(r)
)(

u(r + aα)− u(r)
)〉

=

=
1

m
(2U(0)−U(aα)−U(−aα)) , U(r1 − r2) =

〈
u(r1)u(r2)

〉
.

(2.185)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé α = 1. Òîãäà êîìïîíåí-

òû Axx = i ·A · i è Ayy = j ·A · j òåíçîðà A â äåêàðòîâîì áàçèñå õàðàêòåðèçóþò

ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñâÿçè, âûçâàííûå òåïëîâûì äâèæåíè-

åì ÷àñòèö. Â ðàáîòå [256] ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

òðåóãîëüíîé ðåøåòêè çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ Ayy/Axx.

Âû÷èñëèì òåíçîð A â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî êðè-

ñòàëëà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì êîâàðèàöèþ ïåðåìåùåíèé íà îñíîâå ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.129). Êàê è ðàíåå, óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ äëÿ

ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè â ôîðìå ðîìáà. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ:

U = 0, U̇ = 0, K = K0δkδnE, K̇ = 0. (2.186)

Ïðè ýòîì çíà÷åíèåK0 íå âëèÿåò íà îòíîøåíèå Ayy/Axx. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé (2.129) èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Âåðëå ñ øàãîì ïî âðåìåíè 10−3τ∗.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîìïîíåíòà-

ìè òåíçîðà A:
Ayy

Axx
≈ 1.43. (2.187)

Ôîðìóëà (2.187) õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî äëÿ êðèñòàëëà Ëåííàðäà-Äæîíñà â [256], ãäå

áûëî ïîëó÷åíî Ayy/Axx ≈ 1.435.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîä, ðàññìîòðåííûé â äàííîì ïàðàãðàôå, ìîæåò èñïîëü-

çîâàòüñÿ â òîì ÷èñëå è ïðè îïèñàíèè òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êðèñòàëëîâ. Áîëåå

ïîäðîáíî âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êðèñòàëëîâ
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ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâå 4.

2.3.8 Î âëèÿíèè íåëèíåéíîñòè íà ïåðåõîäíûå ïðîöåññû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ÷èñëåííî èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ìàëîé íåëèíåéíîñòè íà äâà

áûñòðûõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññà: âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó, ÷àñòèöû â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóþò ïî-

ñðåäñòâîì ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà-Äæîíñà:

Π(r) = ε

[(a
r

)12

− 2
(a
r

)6
]
, (2.188)

ãäå ε � ýíåðãèÿ ñâÿçè; a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå. Ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöàì ñîîáùàþòñÿ íåçà-

âèñèìûå ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â êðóãå ðàäèóñà v0. Â

êà÷åñòâå ìàñøòàáà ñêîðîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñêîðîñòü äèññîöèàöèè vd =
√

2ε/m.

Íà÷àëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ðàâíû íîëþ.

Âàðüèðóÿ àìïëèòóäó íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö (òåìïåðàòóðó), ìîæíî èç-

ìåíÿòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè

ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ÷àñòèö (íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ) ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â êðè-

ñòàëëå Ëåííàðäà-Äæîíñà õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà âûðàâíèâàíèå êèíåòè÷åñêîé

è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Çàâèñèìîñòü ëàãðàíæèàíà îò âðåìåíè, ïîëó÷åí-

íàÿ â ðåçóëüòàòå ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 2.18. Âèäèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ êèíåòè÷åñêàÿ

è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè âûðàâíèâàþòñÿ. Ïðè v0 = 0, 05vd çàâèñèìîñòü L(t)

â ðàññìàòðèâàåìîì âðåìåííîì èíòåðâàëå â ïðåäåëàõ òîëùèíû ëèíèè ñîâïàäà-

åò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà. Ïðè óâåëè÷åíèè

àìïëèòóäû íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê òî-
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Ðèñ. 2.18: Âûðàâíèâàíèå ëàãðàíæèàíà â òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ âçàèìîäåéñòâè-
ÿìè Ëåííàðäà-Äæîíñà (÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè, ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííûå â êðóãå ðàäèóñà v0: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � v0/vd = 0, 05; òî÷êà �
v0/vd = 0, 25; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � v0/vd = 0, 5.

ìó, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè âûðàâíèâàþòñÿ áûñòðåå, ÷åì â

ãàðìîíè÷åñêîì êðèñòàëëå.

Èññëåäóåì âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî

íàïðàâëåíèÿì. Ïóñòü íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö íàïðàâëåíû âäîëü îñè x, ïà-

ðàëëåëüíîé îäíîìó èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðåøåòêè. Â õîäå ìîëåêóëÿðíî-äè-

íàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿëàñü ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêèé ýíåðãèé Txx,

Tyy, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿì x è y. Çàâèñèìîñòü Txx − Tyy îò âðåìå-

íè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.19. Êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî 25

ðåàëèçàöèÿì ñ ðàçëè÷íûìè ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Âèäèì, ÷òî

ïðè ïåðåõîäå ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ðàçíîñòü Txx − Tyy â òå÷åíèå îäíîãî

ïåðèîäà τ∗ óìåíüøàåòñÿ ïðèìåðíî â ÷åòûðå ðàçà, çàòåì ìåäëåííî ñòðåìèòñÿ ê

íîëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëîé íåëèíåéíîñòè è íà íå ñëèøêîì áîëüøèõ âðå-

ìåíàõ ïîâåäåíèå êðèñòàëëà õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìîäåëüþ. Íà-

ëè÷èå íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Êèíåòè÷å-

ñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè â íåëèíåéíîì êðèñòàëëå âûðàâíèâàþòñÿ áûñò-
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Ðèñ. 2.19: Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì â
òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè Ëåííàðäà-Äæîíñà (÷àñòèöû èìåþò
ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â êðóãå ðàäèóñà v0: òî÷êà �
v0/vd = 0, 05; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � v0/vd = 0, 25; øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
� v0/vd = 0, 5; øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè � àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà; ñïëîøíàÿ ëèíèÿ
� ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè.

ðåå, ÷åì â ãàðìîíè÷åñêîì. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèò ê ïîÿâ-

ëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ìåäëåííîãî ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà, â ðåçóëüòàòå êî-

òîðîãî êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû,

âûðàâíèâàþòñÿ. Ñêîðîñòü ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò ñòåïåíè íåëèíåé-

íîñòè (òåìïåðàòóðû).

2.3.9 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.3

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â äåôîðìè-

ðóåìûõ òâåðäûõ òåëàõ îáîáùåí íà ñëó÷àé èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ ñî ñëîæíîé

ðåøåòêîé, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðîé ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö

ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ðåøåòêè çàïè-

ñàíû â îáùåì ìàòðè÷íîì âèäå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ åäèíûõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàòü

øèðîêèé êëàññ ðåøåòîê ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Ïî-

ñòðîåíî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ.
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Ðàññìîòðåíû ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â êðèñòàëëå ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè

ñêîðîñòÿìè è íóëåâûìè ïåðåìåùåíèÿìè. Ââåäåíû êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé ÷à-

ñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷åéêàõ. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå êî-

âàðèàöèè çàäàþòñÿ êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè ñ ðàçìåðíîñòüþ, ðàâíîé ÷èñëó ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíà-

ìèêó êîâàðèàöèé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê äàííûì óðàâíåíèÿì ÿâëÿþòñÿ äåòåð-

ìèíèðîâàííûìè. Óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò, â ÷àñòíîñòè, äâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññà:

êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ âûðàâíèâàíèåì êèíåòè-

÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåíèÿ êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ

êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé. Âûâåäåíà ôîðìóëà (2.122), îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ êè-

íåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè ìåæäó ïîäðåøåòêàìè.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ââåäåíû îáîáùåííàÿ êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-

ãèè, à òàêæå îáîáùåííûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îáîáùåí-

íîãî ãàìèëüòîíèàíà âûïîëíÿåòñÿ ðÿä çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñîõðà-

íÿåòñÿ åãî ñëåä. Äàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ äåâèàòîðà

îáîáùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè

ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå äàííîãî

óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå

ïåðåìåùåíèÿ.

Ïîñëå çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ïðàêòè÷åñêè

ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå êàê ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì âòîðûå ïðî-

èçâîäíûå êîâàðèàöèé ðàâíû íóëþ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè

îáîáùåííûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ðàâíû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà è óðàâíåíèé äèíàìèêè ïî-
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ëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.138), ñâÿçûâàþùèõ çíà÷åíèÿ îáîáùåííûõ ýíåðãèé

â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè,

÷òî íà ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå îêàçûâàåò âëèÿíèå òîëüêî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

ãàìèëüòîíèàíà è íå âëèÿþò åãî ïðîèçâîäíûå. Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå (2.147)

ñèñòåìû óðàâíåíèÿ (2.138). Äàííîå ðåøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå

çàìåíû òåîðåìû î ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíû ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ äëÿ äâóõ ñèñòåì ñî

ñëîæíîé ðåøåòêîé: öåïî÷êà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè è æåñòêîñòÿìè è ðåøåò-

êà ãðàôåíà, ñîâåðøàþùàÿ òîëüêî ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Äëÿ öåïî÷êè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè è æåñòêîñòÿìè íà îñíîâå îáùåãî ðå-

øåíèÿ (2.122) ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ

îêîëî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî ïîëîâèíå íà÷àëüíîé ýíåðãèè. Îòêëîíåíèå

îò ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé, îá-

ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êîðíþ èç âðåìåíè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñ-

ëåííûå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ïîäðåøåòêè èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷-

íûì íà÷àëüíûì ýíåðãèÿì, è íóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ. Íà îñíîâå ôîðìóëû (2.147)

ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ýíåðãèé ïîäðåøåòîê â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿ-

íèè îò ñîîòíîøåíèÿ ìàññ è æåñòêîñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ÷àñòèöû

èìåþò îäèíàêîâûå ìàññû, â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äëÿ ñèñòåìû âûïîëíÿ-

åòñÿ òåîðåìà î ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

æåñòêîñòÿìè ïðóæèíîê. Åñëè ìàññû ïîäðåøåòîê ðàçëè÷íû, òåîðåìà î ðàâíîì

ðàñïðåäåëåíèè íå âûïîëíÿåòñÿ. Îòíîøåíèå ðàçíîñòè ýíåðãèé â ñòàöèîíàðíîì

ñîñòîÿíèè ê íà÷àëüíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå

îò 1
2 (ïðè ìàññå îäíîé èç ïîäðåøåòîê, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ) äî 0 (êîãäà ìàññû

ïîäðåøåòîê ðàâíû).

Ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ãðàôåíîâîãî ëèñòà, ñîâåðøàþùåãî ïîïå-
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ðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ (2.122) ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîâåñèþ êè-

íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî

ïîëîâèíå íà÷àëüíîé ýíåðãèè. Îòêëîíåíèå îò ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ ñîâåðøà-

åò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè.

Ïîêàçàíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-

þò. Ðàññìîòðåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîäðåøåòêè èìåþò ñëó÷àé-

íûå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì ýíåðãèÿì, è íóëåâûå

ïåðåìåùåíèÿ. Íà îñíîâå îáùåé ôîðìóëû (2.147) ïîêàçàíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì

ñîñòîÿíèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãðàôåíà âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ðàâ-

íîì ðàñïðåäåëåíèè. Äëÿ ïðîâåðêè äàííîãî ôàêòà ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ýíåðãèé ïîäðåøåòîê

ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.

×èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàëàÿ íåëè-

íåéíîñòü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà áûñòðûå ïðîöåññû íàêëàäûâàåòñÿ ìåäëåí-

íûé ïðîöåññ, âûçâàííûé íàëè÷èåì íåëèíåéíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíÿòü â òîì ÷èñëå è äëÿ îïèñàíèÿ áûñòðûõ ïåðåõîäíûõ

ïðîöåññîâ â ñëàáî íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ íà ìàëûõ âðåìåíàõ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [9,

115, 116, 197, 245, 246].

2.4 Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 2

Â ãëàâå ðàçâèò ïîäõîä ê àíàëèòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â

äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåëàõ ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ðàññìîòðåíû

êðèñòàëëû ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ðåøåòêè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé

äèíàìèêè ðåøåòêè � ñòîõàñòè÷åñêèå, ò.å. ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ÿâëÿ-

þòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîäõîä îñíîâàí íà ââåäåíèè êîâàðèàöèé ïåðå-
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ìåùåíèé è ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê äàííûå

âåëè÷èíû � ñêàëÿðû, à â ñëó÷àå ñëîæíûõ ðåøåòîê � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñ

ðàçìåðíîñòüþ, ðàâíîé ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Ïîëó-

÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå êîâàðèàöèé âî âðåìåíè. Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ äëÿ êîâàðèàöèé � äåòåðìèíèðîâàííûå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîâà-

ðèàöèé ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïèñàòü äâà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññà: âûðàâíèâàíèå

êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñòåïå-

íÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè (â ñëó÷àå, åñëè ÿ÷åéêà èìååò íåñêîëüêî ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû). Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè êîâàðèàöèé,

êîòîðûå îïèñûâàþò äàííûå ïåðåõîäíûå ïðîöåññû. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñòðå-

ìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ, â êîòîðîì âòîðûå ïðîèçâîäíûå êîâàðèàöèé

ðàâíû íóëþ. Ââåäåíû îáîáùåííûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè, à

òàêæå îáîáùåííûé ãàìèëüòîíèàí è ëàãðàíæèàí. Äëÿ îáîáùåííîãî ãàìèëüòî-

íèàíà ïîëó÷åí ðÿä çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ

è óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ çíà÷åíèÿ

îáîáùåííûõ ýíåðãèé â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïîêà-

çàíî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè îáîáùåííûå êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèè ðàâíû. Ïðè ýòîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíûì îá-

ðàçîì ðàñïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åíî îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî çíà÷åíèÿ îáîáùåííûõ ýíåðãèé

âûðàæåíû ÷åðåç íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îáîáùåííîãî ëàãðàíæèàíà.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðåí ðÿä êîíêðåòíûõ ðå-

øåòîê: îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè è æåñòêîñòÿìè; êâàä-

ðàòíàÿ ðåøåòêà, ñîâåðøàþùàÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ; ðåøåòêà ãðàôåíà, ñî-

âåðøàþùàÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ; äâóìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà; äâóìåðíàÿ

òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà. Äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ ðåøåòîê ðåøåíà çàäà÷à î êîëåáàíè-

ÿõ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå

ñêîðîñòè è íóëåâûå ïåðåìåùåíèÿ. Äëÿ ðåøåòîê, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ

èìååò íåñêîëüêî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðåøåíà çàäà÷à î ïåðåðàñïðåäåëåíèè ýíåð-
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ãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Äëÿ ïðîâåðêè àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíî

ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðå-

øåòêè.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [9, 109,

115, 116, 197, 245, 246].



Ãëàâà 3

Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ

òâåðäûõ òåëàõ ñ

êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

3.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ïåðåíîñó ýíåðãèè â

êðèñòàëëàõ

Çàäà÷à òåðìîìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñîñòîèò â ðàñ÷åòå ïî-

ëåé äåôîðìàöèé, íàïðÿæåíèé è òåìïåðàòóðû â ìàòåðèàëàõ è êîíñòðóêöèÿõ

ïðè ìåõàíè÷åñêèõ è òåïëîâûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Íà ìàêðîóðîâíå äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è òåðìîìåõàíèêè ìîæåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð,

õîðîøî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè [255]. Â ÷àñòíîñòè,

çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ òåìïåðàòóðû, âûçûâàþùåãî òåðìîóïðóãèå íàïðÿ-

æåíèÿ, íà ìàêðîóðîâíå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óñïåøíî ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì çàêîíà òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå. Çàêîí óòâåðæäàåò, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê

ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó òåìïåðàòóðû ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè, íàçûâàåìûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè. Íåäàâíèå ýêñïåðèìåíòû

ïîêàçàëè, ÷òî â ìàòåðèàëàõ, ñîäåðæàùèõ ìàëîå ÷èñëî äåôåêòîâ, íà ìèêðî-

119
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è íàíîóðîâíå òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ âîëíîâûì îáðàçîì (áàëëèñòè÷å-

ñêè) [19, 26, 78, 171]. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî âî ìíîãèõ ìàòåðèàëàõ, âêëþ-

÷àÿ íàíîïðîâîëîêè [4, 78], íàíîòðóáêè [25], ãðàôåí [7, 160, 212], ñèëèêîíîâûå

ìåìáðàíû [87] è äðóãèå, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò

îò äëèíû îáðàçöà, íà êîòîðîì ïðîâîäèëèñü èçìåðåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå êîýô-

ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ïåðåñòàåò áûòü õàðàêòåðèñòèêîé ìàòåðèàëà è çàêîí

Ôóðüå ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà òåîðåòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé, îïèñûâàþùèõ áàëëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè â äåôîðìèðóåìûõ

òâåðäûõ òåëàõ.

Â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ áàëëèñòè÷åñêî-

ãî ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè. Â êîíòèíóàëüíûõ òåîðèÿõ îïðåäåëÿþùèå óðàâ-

íåíèÿ îáû÷íî ââîäÿòñÿ â ðàìêàõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà. Â ÷àñòíîñòè,

îäíî èç ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíîâûå ñâîéñòâà ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, ýòî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà-Êàòòàíåî-Âåíîòòà [27, 202]. Äàí-

íîå óðàâíåíèå, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå, äàåò êîíå÷-

íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Îäíàêî äàííîå óðàâíåíèå, êàê è çàêîí

Ôóðüå, îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûé, êàê

óæå áûëî ñêàçàíî, íà ìèêðîóðîâíå íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ìàòåðèàëà.

Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà-Êàòòàíåî-Âåíîòòà ïðåäñêàçûâàåò ýêñïîíåí-

öèàëüíîå çàòóõàíèå òåïëîâûõ âîçìóùåíèé, â òî âðåìÿ êàê â áàëëèñòè÷åñêîì

ðåæèìå âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó [244, 117, 223]. Ðàçâèòèå

ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé áàëëèñòè÷åñêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà óñëîæ-

íÿåòñÿ îòñóòñòâèåì äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Äðóãîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà íà íàíîóðîâíå ñîñòî-

èò â èñïîëüçîâàíèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [124, 165]. Óðàâíå-

íèå Áîëüöìàíà îáû÷íî óïðîùàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà àïïðîêñèìàöèé äëÿ

ñòîëêíîâèòåëüíîãî ÷ëåíà, â ÷àñòíîñòè, ïóòåì ââåäåíèÿ âðåìåíè ðåëàêñàöèè [15,

91, 124]. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ÷èñëåííî [79, 154, 175], à

òàêæå ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà [24, 121, 146, 211]. Â îáî-
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èõ ñëó÷àÿõ ÷àñòî ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ [186]. Â ÷àñòíîñòè,

âêëàäîì îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïåðåíîñ òåïëà ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò. Äîñòàòî÷íî

ïîëíûå îáçîðû ëèòåðàòóðû ïî èñïîëüçîâàíèþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ îïè-

ñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [19, 135, 186].

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàçâèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ áàëëèñòè÷åñêîãî ïå-

ðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè. Ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ïåðåíîñ ýíåðãèè, âûâîäÿòñÿ

ëèáî èç óðàâíåíèé äèíàìèêè êîâàðèàöèé, ëèáî èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

äèíàìèêè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âñå âàæíûå îñîáåííîñòè äèñêðåò-

íîé ñèñòåìû, âëèÿþùèå íà ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà. Â ÷àñòíîñòè, îöåíèòü âêëàä

ðàçëè÷íûõ âåòâåé äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Àíàëèç ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ îáû÷íî ïðîâî-

äèòñÿ â òàê íàçûâàåìîì ñòàöèîíàðíîì íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè [173, 135]. Ïðè

ýòîì äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ïîìåùàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ òåðìîñòàòàìè ñ ðàçëè÷íû-

ìè òåìïåðàòóðàìè. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñèñòåìû âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð, ðàññòîÿíèþ ìåæäó òåðìîñòàòà-

ìè è âû÷èñëåííîìó òåïëîâîìó ïîòîêó. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è øèðîêî èñ-

ïîëüçóåòñÿ êàê â àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ [10, 173, 136], òàê è â êîìïüþ-

òåðíîì ìîäåëèðîâàíèè [31, 89, 135, 210] ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Ïîäðîáíûé

îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå, ïðèâåäåí â ðàáî-

òàõ [16, 30, 135]. Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â

çàâèñèìîñòè îò äëèíû îáðàçöà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåà-

ëèçóåòñÿ áàëëèñòè÷åñêèé, àíîìàëüíûé èëè äèôôóçèîííûé ðåæèì ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ òåïëà. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ëèíåéíî ðàñòåò

ñ äëèíîé, âî âòîðîì � íåëèíåéíî ðàñòåò, à â òðåòüåì � íå çàâèñèò îò äëèíû.

Îäíàêî ñòàöèîíàðíàÿ ïîñòàíîâêà íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çàêîí ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ òåïëà. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå â ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå,

ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò âûáîðà òåðìîñòàòà [75, 89]. Ïîýòîìó â íàñòîÿ-

ùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ïåðåíîñå

ýíåðãèè.
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Îäíîé èç çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå çàêîíà èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå. Íà÷àëüíîå ïîëå ìîæåò áûòü çàäàíî, íàïðèìåð,

ïóòåì çàäàíèÿ ÷àñòèöàì ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé. Â òàêîì ñëó÷àå èñ-

ïîëüçîâàíèå òåðìîñòàòà íå òðåáóåòñÿ. Â ëèòåðàòóðå ïîäîáíûå çàäà÷è îáû÷íî

ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíà-

ìèêè [61, 62, 248, 123, 166, 200]. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðå-

àëèñòè÷íûå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ è ó÷èòûâàòü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè,

äåôåêòîâ, ãðàíèö ðàçäåëà è äðóãèõ îñîáåííîñòåé ðåàëüíîé ñèñòåìû, êîòîðûå

ñëîæíî ó÷åñòü àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà îãðîìíûå âîçìîæíîñòè ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ, íà íåêîòîðûå âîïðîñû âñå æå ïðîùå îòâåòèòü àíàëèòè÷åñêè.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðèñòàëëîâ ñ íåñêîëüêèìè âåòâÿìè äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøå-

íèÿ â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíî ðàçäåëèòü âêëàä ðàçëè÷íûõ âåòâåé â

ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè.

Îäíîé èç óäîáíûõ ìîäåëåé äëÿ èññëåäîâàíèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà

ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé (ãàðìîíè÷åñêèé) êðèñòàëë � ñîâîêóïíîñòü ÷à-

ñòèö, îáðàçóþùèõ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåä-

ñòâîì ñèë, ëèíåéíî çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåùåíèé. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè

ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó ïåðåíîñ

ýíåðãèè èìååò ÷èñòî áàëëèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Íåñòàöèîíàðíûé ïåðåíîñ òåï-

ëîâîé ýíåðãèè â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ èññëåäóåòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáî-

òàõ [241, 57, 230, 67, 244, 109, 150, 184]. Â ðàáîòå [244] ïîëó÷åíî óðàâíåíèå,

íàçûâàåìîå áàëëèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùåå èçìå-

íåíèå ïîëÿ òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîé îäíîàòîìíîé öåïî÷êå ñ âçàèìîäåéñòâèÿ-

ìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Äàííîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ öåïî÷êè íà

ëèíåéíîì óïðóãîì îñíîâàíèè [241]. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäëàãàþòñÿ ïîäõîäû,

ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòü áàëëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ ýíåðãèè â ñêàëÿðíûõ ðåøåò-

êàõ è ðåøåòêàõ, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ ñîäåðæèò íåñêîëüêî ÷àñòèö.

Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðå-
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íîñ ýíåðãèè â ëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòêàõ ïðîñòîé ñòðóêòóðû, â êîòîðûõ

êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Ïåðåíîñ ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Âûâîäèòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïè-

ñûâàþùèõ äèíàìèêó êîâàðèàöèé ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Â äàííîé

ñèñòåìå ïðîâîäèòñÿ ðàçäåëåíèå äâèæåíèé íà áûñòðûå è ìåäëåííûå. Äëÿ ìåä-

ëåííûõ äîïîëíèòåëüíî ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé. Ðåøåíèå ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî

óðàâíåíèÿ äàåò âûðàæåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè â ðåøåòêå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøàåòñÿ ðÿä çàäà÷ î ïåðåíîñå ýíåðãèè â

êâàäðàòíîé ðåøåòêå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ ýíåðãèè â êðèñòàëëàõ ñî ñëîæ-

íîé ñòðóêòóðîé, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî

÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëå-

ìåíòàðíîé ðåøåòêè çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðè÷íîé ôîðìå, èñïîëüçîâàííîé â ãëà-

âå 2. Äàííàÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò â åäèíîì âèäå çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ øèðîêîãî

êëàññà ðåøåòîê ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Óðàâíåíèÿ äè-

íàìèêè ðåøåòêè ðåøàþòñÿ òî÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ

ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âûâîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåð-

ãèè, ïîçâîëÿþùåå ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ïðîôèëÿ-

ìè ýíåðãèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î çàòóõàíèè íà÷àëüíîãî

ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò âàæíîå çíà÷å-

íèå, ò.ê. îíî íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîöåäóðîé, íàçûâàåìîé

transient thermal grating (TTG) [80, 87, 174]. Â ðàìêàõ TTG ñèíóñîèäàëüíîå

ïîëå íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (òåìïåðàòóðû) ãåíåðèðóåòñÿ çà ñ÷åò èí-

òåðôåðåíöèè äâóõ ëàçåðíûõ ëó÷åé. Âûðàâíèâàíèå ïîëÿ òåìïåðàòóðû çà ñ÷åò

òåïëîïðîâîäíîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î òåïëîâûõ ñâîéñòâàõ ìà-

òåðèàëà. Èçëîæåííàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà
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â äâóõàòîìíîé îäíîìåðíîé öåïî÷êå è ðåøåòêå ãðàôåíà, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷-

íûå êîëåáàíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 3.4 ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ïîäâîäå ýíåðãèè â îäíîìåðíûé êðè-

ñòàëë, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ ëèíåéíîé öåïî÷êîé íà óïðóãîì îñíîâàíèè. Ïîä-

âîä ýíåðãèè îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ãàðìîíè÷åñêîãî ïî âðåìåíè êèíåìàòè÷åñêî-

ãî èëè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà îäíó èç ÷àñòèö. Ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìè-

êè öåïî÷êè ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî

âîçäåéñòâèÿ äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì, à ïðè

ñèëîâîì � äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ðå-

øåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñè-

ñòåìû. Òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè èìåþò ãðîìîçäêèé âèä è íåóäîáíû äëÿ

àíàëèçà. Ïîýòîìó âûâîäÿòñÿ ïðîñòûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè

ðîñòà ýíåðãèè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó-

÷àþùèõñÿ äèñêðåòíûõ ðåøåíèé ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷

äëÿ êîíòèíóàëüíûõ ñòåðæíåé. Îáñóæäàþòñÿ ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ äèñêðåòíûõ

è êîíòèíóàëüíûõ ðåøåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [109,

110, 117, 113].

3.2 Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òåëàõ ñî ñêàëÿð-

íîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé

3.2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ ðåøåòêó ïðîñòîé ñòðóêòóðû â ïðîñòðàíñòâå ðàç-

ìåðíîñòè d = 1, 2. Êàæäàÿ ÷àñòèöà ðåøåòêè èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Â

òàêîì ñëó÷àå ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû çàäàåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé u(x), ãäå x

� ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.
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Êàæäàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ñîñåäÿìè, íóìåðóåìûìè èíäåêñîì α.

Âåêòîðû aα, ñîåäèíÿþùèå ÷àñòèöó ñ åå ñîñåäÿìè, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ:

aα = −a−α. (3.1)

Ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ a0 = 0.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå (ãàðìîíè÷åñêèå) ðåøåòêè, â êîòîðûõ ñè-

ëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäóþ ÷àñòèöó, ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ïåðåìåùåíèé âñåõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî

â âèäå

ü (x) = Du (x) , Du (x) = ω2
∗

∑
α

bαu(x + aα), bα = b−α, (3.2)

ãäå ω∗ � õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà (ñì. íàïðèìåð ôîðìóëû (2.3), (2.5)); D � ëèíåé-

íûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê, îïèñûâàåìûõ óðàâíå-

íèÿìè (3.2), áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå âî âòîðîé ãëàâå:

ω2(k) = −ω2
∗

(
b0 + 2

∑
α>0

bα cos (k · aα)

)
, k =

1

a

d∑
j=1

pjẽj. (3.3)

Âàæíî òàêæå ïîìíèòü, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ÷åòíî îòíîñèòåëüíî çíà-

êà âîëíîâîãî âåêòîðà ω(k) = ω(−k).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òèïè÷íûå

äëÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ:

u(x) = 0, v(x) = v0 (x) , (3.4)

ãäå v = u̇; íà÷àëüíûå ñêîðîñòè v0 (x) � íåêîðåëëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.4) ñîîòâåò-

ñòâóþò íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåøåò-
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êå. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçìåíåíèÿ äàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëÿ âî âðåìåíè,

ñâÿçàííûå ñ ïåðåíîñîì ýíåðãèè.

3.2.2 Óðàâíåíèå äèíàìèêè êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä îò ñòîõàñòè÷åñêîé íà÷àëüíîé

çàäà÷è äëÿ ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö ê äåòåðìèíèðîâàííîé íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ

êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé.

Êàê è ðàíåå êîâàðèàöèÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñ ðàäèóñ-âåêòîðàìè x è y îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

κ(x,y) =
〈
v(x)v(y)

〉
. (3.5)

Çäåñü è äàëåå óãëîâûìè ñêîáêàìè
〈
...
〉
îáîçíà÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Â ðàñ÷åòàõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì ñ

ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Îñíîâíîé èññëåäóåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû T (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü åå ïðîñòî

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé). Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñâÿçàíà ñ êîâàðèàöèåé ñêîðî-

ñòåé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

T (x) =
1

2
M
〈
v(x)2

〉
=

1

2
Mκ|x=y. (3.6)

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïîêàçàíî, ÷òî êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè-

ÿì:
....
κ − 2 (Dx +Dy) κ̈+ (Dx −Dy)

2 κ = 0, (3.7)

Dxκ = ω2
∗

∑
α

bακ(x + aα,y), Dyκ = ω2
∗

∑
α

bακ(x,y + aα). (3.8)

Óðàâíåíèå (3.7) â òî÷íîñòè îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

â ëþáîé ëèíåéíîé ñêàëÿðíîé ðåøåòêå. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (3.7),
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ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì äëÿ ÷àñòèö (3.4), èìåþò âèä:

κ =
2

M
T0(x)δD(x− y), κ̇ = 0, κ̈ =

2

M
(Dx +Dy) (T0(x)δD(x− y)) ,

...
κ = 0,

2T0(x) = M
〈
v0(x)2

〉
,

(3.9)

ãäå T0(x) � íà÷àëüíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè;

ôóíêöèÿ δD(x− y) ðàâíà åäèíèöå ïðè x = y è íóëþ ïðè x 6= y.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå âî âðåìåíè êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé è, â ÷àñòíîñòè,

ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé íà÷àëü-

íîé çàäà÷åé (3.7), (3.9).

3.2.3 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êîâàðèàöèé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.7), (3.9).

Ïðèìåíÿÿ â óðàâíåíèè (3.7) äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåí-

íûì x è y, ïîëó÷èì

....
κ̂ − 2

(
D̂x + D̂y

)
¨̂κ+

(
D̂x − D̂y

)2

κ̂ = 0,

κ̂ (kx,ky) = Φ (κ(x,y)) , Φ (Dxκ) = D̂x (kx) κ̂, Φ (Dyκ) = D̂y (ky) κ̂.

(3.10)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (3.10) ñëåäóþò èç (3.9):

κ̂ =
2

M

∑
z

T0(z)e−i(kx+ky)·z, ˙̂κ = 0, ¨̂κ =
(
D̂x + D̂y

)
κ̂,

...
κ̂ = 0. (3.11)

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ (3.10) èìåþò âèä:

ω2
1,2 = −D̂x − D̂y ±

√(
D̂x + D̂y

)2

−
(
D̂x − D̂y

)2

. (3.12)
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Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.11) èìååò âèä:

κ̂ =
1

M

∑
z

T0(z)e−i(kx+ky)·z
(

cos (ω1t) + cos (ω2t)
)
. (3.13)

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

T (x) =
1

2

∫
kx

∫
ky

∑
z

T0 (z) ei(kx+ky)·(x−z)
(
cos (ω1t) + cos (ω2t)

)
dkxdky. (3.14)

Êðàòíîñòü äàííîãî èíòåãðàëà ðàâíà óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Âèä-

íî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êîâàðèàöèé äëÿ

îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèì îáúåìîì

âû÷èñëåíèé (äâîéíîé èíòåãðàë è ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ÷àñòèöàì). Ïîýòîìó

äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà êîâàðèàöèé â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

3.2.4 Êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè êîâàðèàöèé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè, ñïðàâåäëèâîå â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå. Äàííîå âûðàæåíèå

òðåáóåò ìåíüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé, ÷åì òî÷íîå ðåøåíèå (3.14).

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ:

....
κ − 2 (Dx +Dy) κ̈+ (Dx −Dy)

2 κ = 0. (3.15)

Ïðîâåäåì â äàííîì óðàâíåíèè êîíòèíóàëèçàöèþ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïåðåìåííûå

(x,y)→ (r, x− y) , r =
x + y

2
. (3.16)

Òîãäà êîâàðèàöèÿ ñêîðîñòåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå κ(r,x − y). Ïðîâåäåì êîí-
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òèíóàëèçàöèþ îïåðàòîðîâ Dx, Dy. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Dxκ (r,x− y) = ω2
∗

∑
α

bακ

(
r +

1

2
aα,x− y + aα

)
. (3.17)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ κ ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ïåðâîãî àðãó-

ìåíòà íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà |aα|. Òîãäà ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (3.17) â ðÿä

ïî aα äàåò

Dxκ ≈ ω2
∗

∑
α

bαSακ+
ω2
∗

2

∑
α

bαSαaα · ∇κ = (D + R · ∇)κ,

R =
ω2
∗

2

∑
α

bαSαaα, D = ω2
∗

∑
α

bαSα, Sακ = κ (r,x− y + aα) ,

(3.18)

ãäå∇ = ∂
∂r � íàáëà-îïåðàòîð. Ôîðìóëû (3.18) äàþòDx ≈ D+R·∇. Àíàëîãè÷íî

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Dy ≈ D −R · ∇. (3.19)

Òîãäà äëÿ ñóììû è ðàçíîñòè îïåðàòîðîâ èìååì:

Dx −Dy ≈ 2R · ∇, Dx +Dy ≈ 2D. (3.20)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (3.20) â óðàâíåíèå äèíàìèêè êîâàðèöèé (3.7) è íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ (3.9) äàåò óðàâíåíèå

....
κ − 4Dκ̈+ 4 (R · ∇)2 κ = 0 (3.21)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

κ =
2

M
T0(r)δD(x− y), κ̇ = 0, κ̈ =

4

M
T0(r)DδD(x− y),

...
κ = 0. (3.22)

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ (3.21) ïî ïåðåìåí-
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íîé x− y. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì:

Φ (κ(z + aα)) = Φ (κ(z)) eik·aα. (3.23)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî òîæäåñòâà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Φ (Dκ) = D̂κ̂, D̂ = ω2
∗

∑
α

bαe
ik·aα, Φ (Rκ) = R̂κ̂, R̂ =

ω2
∗

2

∑
α

bαaαe
ik·aα.

(3.24)

Âû÷èñëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò óðàâíåíèÿ (3.21) ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæ-

äåñòâ (3.24), ïîëó÷èì

....
κ̂ − 4D̂¨̂κ+ 4

(
R̂ · ∇

)2

κ̂ = 0. (3.25)

Ââåäåì âåêòîð c:

c =
ImR̂√
−D̂

. (3.26)

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (3.24) äëÿ D̂ ïî k ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî D̂ è R̂

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

R̂ = − i

2

dD̂

dk
. (3.27)

Ïîäñòàíîâêà (3.27) â ôîðìóëó (3.26) äàåò

c =
d
√
−D̂

dk
. (3.28)

Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà c ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ãðóï-

ïîâîé ñêîðîñòè. Ðàññìîòðèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

ðåøåòêè (ñì. ïàðàãðàô 2.2):

ω2 = −ω2
∗

∑
α

bαe
ik·aα = −D̂. (3.29)

Êîìáèíèðóÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (3.29) ñ ôîðìóëàìè (3.24), (3.28), ïî-
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ëó÷èì

c = vg =
dω

dk
=

d∑
i=1

∂ω

∂pi
aiei, k =

d∑
j=1

pj
aj

ẽj. (3.30)

Âèäíî, ÷òî c ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ãðóïïîâîé ñêîðîñòè vg.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.25) ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè

è äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ:

....
κ̂ + 4ω2¨̂κ− 4ω2 (vg · ∇)2 κ̂ = 0. (3.31)

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.31) èìåþò âèä:

κ̂ =
2

M
T0(r), ˙̂κ = 0, ¨̂κ = − 4

M
T0(r)ω2,

...
κ̂ = 0. (3.32)

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü äâà ïîäõîäà.

Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå ãîâîðèòñÿ, ÷òî íà ìàëûõ âðåìåíàõ îñíîâíóþ ðîëü â

óðàâíåíèè (3.31) èãðàþò äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ, à íà áîëüøèõ � ïîñëåäíèå äâà

ñëàãàåìûõ. Â ðåçóëüòàòå, îòáðàñûâàÿ ïåðâîå èëè ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèÿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé:

....
κ̂ + 4ω2¨̂κ = 0, ¨̂κ− (vg · ∇)2 κ̂ = 0. (3.33)

Ïðè ðåøåíèè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü íà÷àëüíûì óñëîâè-

ÿì (3.32). Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿñíî, ñ êàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

íóæíî ðåøàòü óðàâíåíèå äëÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé ìîæíî

èñïîëüçîâàòü:

κ̂ =
1

M
T0(r), ˙̂κ = 0. (3.34)

Çäåñü ìíîæèòåëü 1/2 âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå áûñòðîãî ïðîöåñ-

ñà êèíåòè÷åñêàÿ ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå, ðàâíîé T0/2, à åå ïðîèçâîäíàÿ � ê
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íóëþ (ñì. ãëàâó 2).

Âòîðîé ïîäõîä ñîñòîèò â èçìåíåíèè óðàâíåíèÿ (3.31). Äîáàâèì â íåãî �ìà-

ëîå� ñëàãàåìîå (vg · ∇)2 ¨̂κ, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

....
κ̂ + 4ω2¨̂κ− (vg · ∇)2 ¨̂κ+ 4ω2 (vg · ∇)2 κ̂ = 0. (3.35)

Ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå (2.56) ôàêòîðèçóåòñÿ:(
∂2

∂t2
+ 4ω2

)(
∂2

∂t2
− (vg · ∇)2

)
κ̂ = 0. (3.36)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.36) ðàâíî ñóììå ðåøåíèé óðàâíåíèé äëÿ áûñòðûõ è ìåä-

ëåííûõ äâèæåíèé

¨̂κ+ 4ω2κ̂ = 0, (3.37)

¨̂κ− (vg · ∇)2 κ̂ = 0. (3.38)

Âèäíî, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (3.33). Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.32) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñóììà ðåøåíèé

äàííûõ óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé ïîëó÷àåòñÿ ôàêòè-

÷åñêè îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå (âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè

âåêòîðà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè vg). Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.37) è (3.38) èìå-

þò âèä:

κ̂F = A(r) cos(2ωt) +B(r) sin(2ωt), κ̂S = C(r + vgt) +D(r− vgt). (3.39)

Âòîðàÿ èç ôîðìóë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå òèïà Äàëàìáåðà (äâå âîëíû,

áåãóùèå â ðàçíûå ñòîðîíû). Äàííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð,

ïóòåì ôàêòîðèçàöèè óðàâíåíèÿ (3.38).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äàþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ
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ôóíêöèé A,B,C,D:

A(r) +B(r) + C(r) +D(r) =
1

M
T0(r),

2ω(B(r)− A(r)) + vg · ∇ (C(r)−D(r)) = 0,

−4ω2(A(r) +B(r)) + (vg · ∇)2 (C(r) +D(r)) = −2
1

M
T0(r)ω2,

8ω3(B(r)− A(r)) + (vg · ∇)3 (C(r)−D(r)) = 0.

(3.40)

Òî÷íî ðåøèòü äàííóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ äîâîëüíî ñëîæíî, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì �ïðèáëèæåííûì

ðåøåíèåì�:

A = 2C = 2D =
T0(r)

M
, B = 0. (3.41)

Äàííîå ðåøåíèå îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî íà ìàëûõ âðåìåíàõ ¨̂κF � ¨̂κS, ïîýòîìó

â òðåòüåì óðàâíåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (vg · ∇)2 (C(r) +D(r)) ïî ñðàâíåíèþ ñ

îñòàëüíûìè ñëàãàåìûìè. Òîãäà

κ̂ = κ̂F + κ̂S =
T0(r)

M
cos(2ωt) +

1

2M
(T0(r + vgt) + T0(r− vgt)) . (3.42)

Ôîðìóëà (3.42) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.36), íî ïðè ýòîì, â îáùåì ñëó-

÷àå, íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé: ¨̂κ|t=0 =

− 4
MT0(r)ω2. Ïðèìåíÿÿ ê ôîðìóëå (3.42) äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïî-

ëó÷èì:

T = TF + TS, (3.43)

TF =
T0(r)

2
Φ−1

(
cos
(
2ω(k)t

))
, TS =

1

4
Φ−1

(
T0(r + vg(k)t) + T0(r− vg(k)t)

)
.

(3.44)

Ôîðìóëà (3.43) ïîëó÷åíà äëÿ êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà ïðè ïåðèî-

äè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà îíà ïðèíèìàåò
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âèä:

TF =
T0(r)

2(2π)d

∫ π

−π
cos
(
2ωt
)
dp1...dpd, (3.45)

TS =
1

4(2π)d

∫ π

−π

(
T0(r + vgt) + T0(r− vgt)

)
dp1...dpd. (3.46)

Ôîðìóëû (3.43), (3.45), (3.46) îïèñûâàþò ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âèä-

íî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå, TF ,

îïèñûâàåò ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà ìàëûõ âðåìåíàõ, à âòîðîå ñëà-

ãàåìîå, TS, � ïîâåäåíèå íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (3.43), (3.45), (3.46) ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè. Äëÿ

èõ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ îäíèì èç äâóõ ïîäõîäîâ, ïðèâåäåííûõ

âûøå: ëèáî îòêèäûâàòü ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè ëèáî íàîáîðîò � äîáàâëÿòü

ñëàãàåìûå. Îáà ïîäõîäà ïðèâîäÿò â êîíå÷íîì èòîãå ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëü-

òàòó. Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäïîëîæåíèé, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîëó÷åíèè ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ, ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî âî-ïåðâûõ, â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå

àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äðóãèì ñïîñîáîì, à âî-âòîðûõ � õîðîøèì

ñîãëàñèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.2.4.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îäíîìåðíûõ öåïî÷åê

Â äàííîì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðî-

ñòðàíåíèè ýíåðãèè â îäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (3.2). Ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëàãàåìîå TS, ñâÿçàííîå ñ ïåðåíîñîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè

T0(x) = Aδ(x), (3.47)

ãäå δ � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; ìíîæèòåëü A íåîáõîäèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøå-

íèÿ â åäèíèöàõ ïðàâèëüíîé ðàçìåðíîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå (3.46) ïðè-



Ãëàâà 3. Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ 135

íèìàåò âèä:

TS =
A

4π

∫ π

0

(
δ (x− ct) + δ (x+ ct)

)
dp, c =

ω∗a
∑
α>0

bαα sin (αp)√
−b0 − 2

∑
α>0

bα cos (αp)

.

(3.48)

Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà [224]:

∫
δ
(
φ(x)

)
ψ(x)dx =

∑
j

ψ(xj)

|φ′(xj)|
, φ(xj) = 0. (3.49)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âåùåñòâåííûì êîðíÿì, xj, óðàâíåíèÿ φ(x) =

0. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (3.48) ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà (3.49) äàåò ôóí-

äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå:

TS =
A

4πt

∑
j

1

|c′(pj)|
, |c(pj)| =

|x|
t
, c′ =

dc

dp
. (3.50)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âåùåñòâåííûì êîðíÿì, pj ∈ [−π; π], âòîðî-

ãî óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèÿ c îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.48). Ôîðìóëà (3.50) ïîêàçû-

âàåò, ÷òî òåìïåðàòóðà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè â ýêñòðåìóìàõ ôóíêöèè c(p).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.50) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-

íèåì çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â îäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ ñ âçàèìîäåéñòâè-

åì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè T0(x) èìååò âèä:

TS =
c∗
4π

∑
j

∫ 1

−1

T0(x+ zc∗t)

|c′(pj)|
dz, |c(pj)| = c∗|z|. (3.51)

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýíåðãèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

âîëíîâûì ñïîñîáîì. Îïðåäåëèì ñêîðîñòü ôðîíòà ýíåðãèè äëÿ îäíîìåðíûõ öå-
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ïî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ c(p) îãðàíè÷åíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå |x|, ïðè êîòîðîì âòîðîå èç óðàâíåíèé (3.50) èìååò ðåøåíèå.

Äàííîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà. Èç ôîðìóë (3.50) ñëåäóåò, ÷òî

ôðîíò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ c∗,

ðàâíîé ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòè:

c∗ = max
p
|c(p)|. (3.52)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè T0(x) ñêî-

ðîñòü ôðîíòà áóäåò òàêîé æå. Îáùåå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó íà-

÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.51). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T0(x)

íå ðàâíî íóëþ â èíòåðâàëå [xmin;xmax]. Òîãäà èç ôîðìóëû (3.51) ñëåäóåò, ÷òî â

ìîìåíò âðåìåíè t òåìïåðàòóðà îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ x ∈ [xmin − c∗t;xmax + c∗t].

Ñëåäîâàòåëüíî, ôðîíò ýíåðãèè â îäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïî-

ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòè. Äàííûé ðå-

çóëüòàò òàêæå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [62] c èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ.

3.2.4.2 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøå-

òîê

Â äàííîì ïàðàãðàôå â îáùåì âèäå âûâîäèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

î ïåðåíîñå ýíåðãèè äëÿ ìíîæåñòâà äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê, ïîä÷èíÿþ-

ùèõñÿ óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ (3.2). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå

íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

T0 = Aδ(r) = Aδ(x)δ(y), (3.53)
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ãäå x,y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Ïîäñòàíîâêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.53) â îá-

ùåå ðåøåíèå (3.46) äàåò

TS =
A

16π2

∫ π

−π

∫ π

−π

(
δ (r + vgt) + δ (r− vgt)

)
dp1dp2. (3.54)

Ðàäèóñ-âåêòîð r è âåêòîð ãðóïïîâîé ñêîðîñòè vg ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

r = xi + yj, vg = cxi + cyj, (3.55)

ãäå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îñÿì x è y. Ñäåëàåì çàìåíó

ïåðåìåííûõ (p1, p2) → (cx, cy) â ôîðìóëå (3.54) è âû÷èñëèì ïîëó÷èâøèéñÿ èí-

òåãðàë ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà (3.49). Òîãäà

TS =
A

16π2t2

∑
j

1

|G(pj1, p
j
2)|
, G =

∂cx
∂p1

∂cy
∂p2
− ∂cx
∂p2

∂cy
∂p1

,cx =
x

t
, cy =

y

t
,

cx = −x
t
, cy = −y

t
,

(3.56)

ãäå G � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ; êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ëîãè÷åñêîå

�èëè�; ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âåùåñòâåííûì êîðíÿì pj1, p
j
2 ∈ [−π; π] ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3.56).

Íà îñíîâå ôîðìóëû (3.56) ìîæíî ñäåëàòü äâà âàæíûõ âûâîäà. Âî-ïåðâûõ,

äëÿ ðåøåòêè ëþáîé ñèììåòðèè ôîðìà ôðîíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ �

îêðóæíîñòü. Èíûìè ñëîâàìè, òåìïåðàòóðà îòëè÷íà îò íóëÿ â êðóãå:

(
x

c∗t

)2

+

(
y

c∗t

)2

≤ 1, c2
∗ = max

p1,p2

(
c2
x + c2

y

)
. (3.57)

Âî-âòîðûõ, òåìïåðàòóðà â öåíòðàëüíîé òî÷êå x = 0, y = 0 çàòóõàåò êàê 1/t2.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè äëÿ

ìíîæåñòâà äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì äâèæå-



Ãëàâà 3. Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ 138

íèÿ (3.2), çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.56). Ðåøåíèå èìååò ôðîíò â ôîðìå îêðóæíîñòè,

ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé c∗. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ

ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ðàñòÿíóòîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè ïðèâåäåí â

ïàðàãðàôå 3.2.5.2.

3.2.4.3 Îá îòñëåæèâàíèè ôðîíòà â äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåò-

êàõ (ïðèíöèï Ãþéãåíñà)

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî â ôóíäàìåíòàëüíîì ðåøåíèè ôðîíò

âíå çàâèñèìîñòè îò ñèììåòðèè ðåøåòêè èìååò ôîðìó îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì

ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí c∗t, ãäå c∗ � ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü. Â

íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äàííûé ôàêò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ

ôðîíòà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîé

îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω0, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì ∂Ω0 (ñì. ðèñ. 3.1). Ðåøåíèå â

Ðèñ. 3.1: Îïðåäåëåíèå ôðîíòà ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íà÷àëüíîé
ýíåðãèè. ∂Ω0 � ãðàíèöà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè, ∂Ω(t) � ôðîíò
â ìîìåíò âðåìåíè t.

ìîìåíò âðåìåíè t ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Ïîëüçóÿñü äàííûì ïðèíöèïîì, íåòðóäíî ïîñòðîèòü
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îáëàñòü Ω(t), â êîòîðîé ýíåðãèÿ áóäåò îòëè÷íà îò íóëÿ â ìîìåíò âðåìåí t. Äàí-

íàÿ îáëàñòü ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòè Ω0 è âñåõ êðóãîâ ñ

öåíòðàìè â Ω0 è ðàäèóñàìè, ðàâíûìè c∗t. Ãðàíèöà ïîëó÷èâøåéñÿ îáëàñòè ∂Ω(t)

äàåò ïîëîæåíèå ôðîíòà â ìîìåíò âðåìåíè t. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò áûñòðî

îöåíèòü ôîðìó è ðàçìåðû îáëàñòè, â êîòîðîé ýíåðãèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ.

3.2.4.4 Î çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíî-

ñòè îò äëèíû

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïè-

ñàíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ââåäåííàÿ âûøå

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T ïðîïîðöèîíàëüíà êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå. Èç ôîð-

ìóëû (3.46) ñëåäóåò, ÷òî òåïëîïðîâîäíîñòü â ñêàëÿðíûõ ðåøåòêàõ èìååò áàëëè-

ñòè÷åñêèé õàðàêòåð è íå îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ôóðüå. Â òàêîì ñëó÷àå êîýôôè-

öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ïåðåñòàåò áûòü êîíñòàíòîé ìàòåðèàëà è ìîæåò áûòü

îïðåäåëåí ïî-ðàçíîìó â ðàçíûõ çàäà÷àõ. Â ðàáîòàõ [173, 159, 134, 50] ïîêàçàíî,

÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè â ãàðìîíè÷åñêèõ

êðèñòàëëàõ ïðîïîðöèîíàëåí äëèíå îáðàçöà (ðàññòîÿíèþ ìåæäó òåïëîâûìè ðå-

çåðâóàðàìè). Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêà-

çàòü, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò äëèíû

íàáëþäàåòñÿ â íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåïëîâîé êîíòàêò äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, èìåþùèõ ðàçëè÷-

íûå íà÷àëüíûå òåìïåðàòóðû. Ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåì-

ïåðàòóðû èìååò âèä

T0(x) = T1 + (T2 − T1)H(x), (3.58)

ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñÿéäà; T1, T2 � íà÷àëüíûå òåìïåðàòóðû ïîëóïðî-

ñòðàíñòâ x < 0 è x > 0 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
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èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

λ = −
∫ L
−L h(x, t)dx

TS(L)− TS(−L)
, (3.59)

ãäå h � ïðîåêöèÿ âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà íà îñü x. Âûðàæåíèå äëÿ òåïëî-

âîãî ïîòîêà ÷åðåç ñèëû ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ñêîðîñòè ÷àñòèö â

íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå íå èñïîëüçóåòñÿ; L � ïîëóäëèíà èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ çàêîíà Ôóðüå óðàâíåíèå (3.59) òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåò-

ñÿ è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íå çàâèñèò îò äëèíû L. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ

ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê ýòî íå òàê.

Âû÷èñëèì òåïëîâîé ïîòîê h ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíòèíóàëüíîãî óðàâíåíèÿ

áàëàíñà ýíåðãèè. Ïðè îòñóòñòâèè ìåõàíè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðåøåòêè è

îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà äàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

ρU̇ = −h′, ρ =
M

V
, (3.60)

ãäå V � îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà ÷àñòèöó, U � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿ-

ùàÿñÿ íà åäèíèöó ìàññû. Èç òåîðåìû î âèðèàëå ñëåäóåò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ è

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà ÷àñòèöó ðàâíû kBT/2. Òîãäà ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà ÷àñòèöó, ðàâíà kBT , ò.å.

U =
kBTS
M

. (3.61)

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (3.61) â óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè (3.60) äàåò

kB
V
ṪS = −h′. (3.62)

Ôîðìóëà (3.62) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà äëÿ çàäàííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû.

Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû T0(x) â d-
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ìåðíîé ðåøåòêå îáùåå ðåøåíèå (3.46) ïðèíèìàåò âèä

TS =
1

4(2π)d

∫ π

−π

(
T0 (x+ cxt) + T0 (x− cxt)

)
dp1...dpd, cx = vg · i, (3.63)

ãäå i � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè x. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-

ìóëû (3.63) ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïå-

ðàòóðû (3.58) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì:

TS =
T1

2
+
T2 − T1

4(2π)d

∫ π

−π

[
H
(x
t
− cx

)
+H

(x
t

+ cx

)]
dp1...dpd = TS

(x
t

)
.

(3.64)

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ôîðìóëû (3.60) îò −∞ äî x è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî h(−∞) =

0, ïîëó÷èì:

h = −kB
V

∫ x

−∞

d

dt
TS

(z
t

)
dz =

kB
V

∫ x
t

−∞
yT ′S (y) dy ⇒ h = h

(x
t

)
. (3.65)

Çäåñü øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî x/t. Ôîðìóëà (3.65) ïîêàçûâàåò, ÷òî

âûðàæåíèå äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ïî ôîðìóëå (3.59). Âûáåðåì

äëèíó èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ L ðàâíîé ðàññòîÿíèþ, êîòîðîå ïðîøåë òåïëî-

âîé ôðîíò, ò.å. L = c∗t, ãäå c∗ � ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü. Òî-

ãäà TS(L)−TS(−L) = 1
2 (T2 − T1). Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèå

êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè (3.59) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.65), ïîëó÷èì:

λ = − 2L

T2 − T1

∫ 1

−1

h (z) dz ⇒ λ ∼ L. (3.66)

Ôîðìóëà (3.66) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè

ëèíåéíî ðàñòåò ñ äëèíîé L. Îòìåòèì, ÷òî â àíãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ äàí-

íàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü íåëèíåéíîé (ñì. íàïðèìåð, îáçîðíóþ ñòàòüþ [135]).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî â íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ êîýôôèöèåíò òåï-

ëîïðîâîäíîñòè âåäåò ñåáÿ òàêæå, êàê è â ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ, ðàññìîòðåííûõ,
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íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [173, 159, 50]. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3.66) âûâåäåíà äëÿ

ëþáîé ñêàëÿðíîé ðåøåòêè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (3.2).

3.2.5 Ïðèìåðû

3.2.5.1 Ïðèìåð. Îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà (âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ

ñîñåäåé)

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó ñ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ öåïî÷êè èìåþò âèä:

ü(x) = ω2
∗

(
u(x+ a)− 2u(x) + u(x− a)

)
. (3.67)

Ïðè ýòîì D çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3). Ïåðåíîñ ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ ôîðìó-

ëîé (3.46). Ïîäñòàíîâêà äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.3) â âûðàæåíèå äëÿ

ãðóïïîâîé ñêîðîñòè (3.30) äàåò

c = ω∗a cos
p

2
signp. (3.68)

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

TS =
1

2π

∫ π
2

0

(
T0(x+ c∗t cos p) + T0(x− c∗t cos p)

)
dp, c∗ = ω∗a. (3.69)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-

ìóëû (3.50):

TS =
A

2πc∗t

√
1−

(
x
c∗t

)2
. (3.70)

Ôîðìóëû (3.69), (3.70) â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäÿò ðåçóëüòàòû, âïåðâûå ïîëó÷åí-

íûå â ðàáîòå [244].

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷èå âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ áûñò-

ðûõ è ìåäëåííûõ ïðîöåññîâ, ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.9), ñîîòâåòñòâó-
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þùèå ñèíóñîèäàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû:

T0(x) = B0 sin
2πx

L
+B1, (3.71)

ãäå L� äëèíà âîëíû íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû; B1 ≥ B0. Ïîäñòà-

íîâêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.71) â ôîðìóëû (3.45), (3.69) ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé äàåò:

T =
B1

2

(
1 + J0(4ω∗t)

)
+
B0

2

(
J0(4ω∗t) + J0

(
2πc∗t

L

))
sin

2πx

L
. (3.72)

Ôîðìóëà (3.72) ñîäåðæèò äâà áåçðàçìåðíûõ âðåìåíè (ìàñøòàáà âðåìåíè) � ω∗t

è c∗t/L. Ïåðâûé âðåìåííîé ìàñøòàá îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé îòäåëü-

íûõ àòîìîâ. Âòîðîé âðåìåííîé ìàñøòàá îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì, çà êîòîðîå âîë-

íà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ, ïðîõîäèò ðàñ-

ñòîÿíèå L. Îòíîøåíèå äàííûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ, ïðîïîðöèîíàëüíîå L/a,

ìíîãî áîëüøå åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, áûñòðûå è ìåäëåííûå ïðîöåññû (TF è

TS) èìåþò ñóùåñòâåííî ðàçíûå âðåìåííûå ìàñøòàáû.

3.2.5.2 Ïðèìåð. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè

Îáùèå ñîîòíîøåíèÿ

Ïóñòü ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåòêè ñîäåðæèò N 2 ÷àñòèö, ôîðìèðóþùèõ

êâàäðàòíóþ ðåøåòêó. Ðàäèóñ-âåêòîðû ÷àñòèö â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè

çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

xn,m = a (ni +mj) , n,m = 0..N − 1, (3.73)

ãäå i, j � îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû; a � íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. ×àñòèöû ñîåäèíåíû ñ ñîñåäÿìè ëèíåéíûìè ïðóæèíêà-

ìè. Ðàâíîâåñíàÿ äëèíà ïðóæèíîê ìåíüøå a, ò.å. ðåøåòêà ðàñòÿíóòà (â íåðàñ-
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òÿíóòîé ðåøåòêå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè).

Òîãäà ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé èìåþò âèä:

ün,m = Dun,m, Dun,m = ω2
∗ (un+1,m + un,m+1 − 4un,m + un−1,m + un,m−1) ,

(3.74)

ãäå un,m = u(xn,m) � êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîð-

ìàëè ê ïëîñêîñòè ðåøåòêè. Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.74) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì óðàâíåíèÿ (3.2), ãäå ïàðàìåòðû ω∗, aα, bα îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5).

Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (3.74) èìåþò âèä:

un+C1N,m+C2N = un,m, (3.75)

ãäå C1, C2 � öåëûå ÷èñëà.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî N äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-

ëàì (2.5), (2.7):

ω(k) = 2ω∗

√
sin2 πk1

N
+ sin2 πk2

N
, k =

2π

Na
(k1i + k2j) , k1, k2 = 0..N − 1.

(3.76)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.30):

vg(k1, k2) =

c∗

(
sin

2πk1

N
i + sin

2πk1

N
j

)
2

√
sin2 πk1

N
+ sin2 πk2

N

. (3.77)

Ôîðìóëû (3.76), (3.77) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (3.46), êîòîðîå â ñëó÷àå

êâàäðàòíîé ðåøåòêè ïðèíèìàåò âèä:

TS =
1

4N 2

N−1∑
k1,k2=0

(
T0(r + vg(k1, k2)t) + T0(r− vg(k1, k2)t)

)
. (3.78)
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Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë N →∞. Â òàêîì

ñëó÷àå âåëè÷èíû pi = 2πki/N ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþò âåñü èíòåðâàë îò 0 äî 2π,

à äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ïðèíèìàþò âèä:

ω = 2ω∗

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2
, vg =

c∗ (sin p1i + sin p2j)

2

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2

, k =
1

a
(p1i + p2j) ,

(3.79)

ãäå p1, p2 ∈ [0; 2π]. Ôîðìóëà äëÿ ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä:

TS =
1

8π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
T0(r + vg(p1, p2)t) + T0(r− vg(p1, p2)t)

)
dp1dp2. (3.80)

Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ ω(p1, p2) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî îáåèì ïåðå-

ìåííûì. Òîãäà ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü, ðàâíàÿ ïðîèçâîäíîé îò ω, òàêæå ÿâëÿåòñÿ

2π-ïåðèîäè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìóëå (3.80) ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðè-

ðîâàíèþ ïî ñèììåòðè÷íîìó èíòåðâàëó [−π; π], ò.ê. ýòî èíòåãðàë îò ïåðèîäè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ïî ïåðèîäó:

TS =
1

8π2

∫ π

−π

∫ π

−π

(
T0(r + vg(p1, p2)t) + T0(r− vg(p1, p2)t)

)
dp1dp2. (3.81)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è

Ðåøèì çàäà÷ó î ïåðåíîñå ýíåðãèè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

T0(x) = Aδ(x), (3.82)
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ãäå îñü x íàïðàâëåíà âäîëü áàçèñíîãî âåêòîðà a1 = ai. Ïîäñòàíîâêà íà÷àëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ (3.82) â (3.63) è èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (3.79) äàåò:

TS =
A

4π2

∫ π

0

∫ π

0

(
δ (x− cxt) + δ (x+ cxt)

)
dp1dp2, cx =

c∗ sin p1

2

√
sin2 p1

2
+ sin2 p2

2

.

(3.83)

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó β = sin2 p1

2 , γ = sin2 p2

2 è ðàññìîòðèì ñëó÷àé t > 0,

x > 0. Ðåøåíèå äëÿ x < 0 ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèììåòðèè çàäà÷è.

Òîãäà (3.83) ïðèíèìàåò âèä:

TS =
A

4π2

∫ 1

0

∫ 1

0

δ
(
x̃−

√
β(1−β)
β+γ

)
√
βγ(1− β)(1− γ)

dβdγ, x̃ =
x

c∗t
. (3.84)

Îäèí èç èíòåãðàëîâ âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà (3.49). Àðãóìåíò

äåëüòà-ôóíêöèè â ôîðìóëå (3.84) èìååò êîðíè, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì

γ =
β

x̃2

(
1− x̃2 − β

)
. (3.85)

Ïî îïðåäåëåíèþ 0 ≤ γ ≤ 1. Òîãäà ôîðìóëû (3.85) äàþò íåðàâåíñòâà äëÿ β:

β ≤ 1− x̃2, β2 − (1− x̃2)β + x̃2 ≥ 0. (3.86)

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâà (3.86) è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (3.49), ïîëó÷èì:

TS =
A

2π2c∗t|x̃|


f(0, 1− x̃2),

√
2− 1 ≤ |x̃| ≤ 1,

f(0, β1) + f(β2, 1− x̃2), |x̃| ≤
√

2− 1,

β1,2 =
1

2

(
1− x̃2 ∓

√
(1− x̃2)2 − 4x̃2

)
,

f(ξ1, ξ2) =

∫ ξ2

ξ1

(
1− β

(1− x̃2 − β)(x̃2 − β(1− x̃2 − β))

) 1
2

dβ,

(3.87)
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Òàêæå TS = 0 äëÿ |x̃| ≥ 1. Ôîðìóëà (3.87) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ TSc∗t/A

çàâèñèò òîëüêî îò àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé x̃ (ñì. ðèñ. 3.2). Èç ðèñóíêà 3.2

Ðèñ. 3.2: Ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè â êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè (3.82). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ôîðìóëà (3.87); ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
� âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ïðè |x̃| =

√
2− 1.

âèäíî, ÷òî ôðîíò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé c∗. Ýíåðãèÿ

èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ |x̃| =
√

2− 1. Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîé öåïî÷êå

ýíåðãèÿ â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å èìååò îñîáåííîñòè íà ôðîíòå, ò.å. ïðè |x̃| = 1 (ñì.

ôîðìóëó (3.70)).

Ñòóïåí÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì êîíòàêò äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ íà÷àëüíûìè ýíåðãèÿìè T1 è T2 (ñì.

ôîðìóëó (3.58)). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ

÷àñòèö îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåïëîâîé, äàííàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ êëàññè÷å-

ñêèì îïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû [77]. Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, òåìïå-

ðàòóðû äâóõ òåë â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ðàâíû. Ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå íèæå,

ïîêàçûâàåò êàê ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ. Íà÷àëüíîå ðàñ-
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ïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååò âèä:

T = T1 + (T2 − T1)H(x), (3.88)

ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, T0 � ðàçíèöà ýíåðãèé äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé. Ïîä-

ñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.88) â ðåøåíèå (3.63) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíê-

öèè Õåâèñàéäà è ôóíêöèè cx, ïîëó÷èì:

TS =
1

4
(T1 + T2) +

1

2
(T2 − T1)w

(
|x|
t

)
sign (x) ,

w =
1

2π2

∫ π

0

∫ π

0

H (|x| − cxt) dp1dp2.

(3.89)

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó β = sin2 p1

2 , γ = sin2 p2

2 , òîãäà

w =
1

2π2

∫ 1

0

∫ 1

0

H
(
|x̃| −

√
β(1−β)
β+γ

)
√
βγ(1− β)(1− γ)

dβdγ. (3.90)

Èíòåãðàíä â ôîðìóëå (3.90) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî íåðà-

âåíñòâà:

γ ≥ β

x̃2

(
1− x̃2 − β

)
. (3.91)

Íåðàâåíñòâî (3.91) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ β > 1−x̃2; β òàêæå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó

èç íåðàâåíñòâ (3.86). Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî β äàåò:

w =
1

4
+

1

2π
arcsin |x̃|−

−


g(0, 1− x̃2),

√
2− 1 ≤ |x̃| ≤ 1,

arcsin β2 − arcsin β1

2π
+ g(0, β1) + g(β2, 1− x̃2), |x̃| ≤

√
2− 1,

g(z1, z2) =
1

2π2

∫ z2

z1

arcsin
(

2β
x̃2

(
1− x̃2 − β

)
− 1
)

√
β(1− β)

dβ,

(3.92)
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ãäå β1, β2 îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (3.87); w = 1
2 äëÿ |x̃| ≥ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è çàäàíî ôîðìóëàìè (3.89), (3.92). Âèäíî, ÷òî

ðåøåíèå (3.92) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì è çàâèñèò îò x̃ = x/(c∗t).

Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ôîðìóë (3.89), (3.92) èñïîëüçóåòñÿ ñðàâíåíèå ñ ÷èñ-

ëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè (3.74). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ïîëîæèì T2 = 2T1. Â òàêîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ÷àñòèö èìåþò âèä:

un,m = 0, vn,m =


v0, n < 0,

√
2v0 n ≥ 0,

(3.93)

ãäå v0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äèñïåðñèåé T1 = M
〈
v2

0

〉
. Èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè-

÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ñîäåðæèò 4·106 ÷àñòèö (4·102

â íàïðàâëåíèè îñè x è 104 â íàïðàâëåíèè îñè y). Â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ ýíåð-

ãèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.116), ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàìåíåíî

íà ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì. Â äàííîé çàäà÷å îñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî 103 ðå-

àëèçàöèé. Ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàñ-

ñìîòðåòü ïðîôèëü òåìïåðàòóðû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Â ðàñ÷åòàõ èññëåäóåòñÿ

ïðîôèëü ýíåðãèè ïðè t = 15τ∗. Ê ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè êîëåáàíèÿìè, ñâÿçàí-

íûìè ñ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ñî-

ñòàâëÿþùèìè, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì. ïàðàãðàô 2.2). Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè

äîïîëíèòåëüíî ïðîâîäèòñÿ îñðåäíåíèå ïðîôèëÿ ïî íàïðàâëåíèþ y. Ñðàâíåíèå

÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (3.92) ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.3.

Íåáîëüøèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèÿìè íàáëþäà-

þòñÿ â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîé òî÷êè x = 0. Â äàííîé òî÷êå êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ èìååò ìàêñèìàëüíûé ãðàäèåíò (â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè� áåñêî-

íå÷íûé) è ñëåäîâàòåëüíî êîíòèíóàëèçàöèÿ òåðÿåò òî÷íîñòü. Âäàëè îò öåíòðàëü-

íîé òî÷êè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.92) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëåííûìè

ðåçóëüòàòàìè.
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Ðèñ. 3.3: Ñòóïåí÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ýíåðãèè â êâàäðàòíîé ðåøåòêå.
Ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.92), êðóãè � ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
äèíàìèêè (3.74).

Ïðÿìîóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Âîëíû ýíåðãèè

Â äàííîì ïàðàãðàôå äåìîíñòðèðóåòñÿ áàëëèñòè÷åñêèé õàðàêòåð ïåðåíîñà ýíåð-

ãèè â ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âè-

äà:

T0(x) = 2T1

(
H(x+ L)−H(x− L)

)
, (3.94)

ãäå L � ïîëóäëèíà èíòåðâàëà ñ íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ýíåðãèåé. Ðåøåíèå çàäà÷è

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.94) ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (3.92) è

ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Ðåçóëüòèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

äëÿ íåñêîëüêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.4. Ðèñóíîê 3.4 ïîêàçû-

âàåò íàëè÷èå äâóõ �âîëí ýíåðãèè�, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ. Ìàêñèìóìû ðàñïðåäåëåíèÿ äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ,

ðàâíîé (
√

2− 1)c∗.
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Ðèñ. 3.4: Ýâîëþöèÿ íà÷àëüíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè (3.94) â ñêàëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè âî âñåõ äâóìåðíûõ ñêà-

ëÿðíûõ ðåøåòêàõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.56). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå

äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè, âû÷èñëèì ÿêîáèàí G ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (3.56)

è (3.79):

G = −
c2
∗
(
cos p1 sin4 p2

2 + cos p2 sin4 p1

2

)
4
(
sin2 p1

2 + sin2 p2

2

)2 . (3.95)

Ñäåëàåì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëàõ (3.56), (3.95): s1 =

sin2 p1

2 , s2 = sin2 p2

2 and w = s1s2, q = s1 + s2. Òîãäà èñêëþ÷àÿ w, ïîëó÷èì:

TS =
A

2(πc∗t)2

∑
j

qj
|q2
j − r̃2(qj + 1)|

,

q3
j − 2

(
r̃2 + 1

)
q2
j +

(
(r̃2 + 1)2 − 4x̃2ỹ2 + 1

)
qj − 2r̃2 = 0,

(3.96)

ãäå r̃2 = 1 − x̃2 − ỹ2, x̃ = x
c∗t
, ỹ = y

c∗t
. Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âåùå-

ñòâåííûì êîðíÿì qj äàííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèì èíòåð-

âàëó 0; 2]. Ôîðìóëà (3.96) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Tc2
∗t

2/A ÿâëÿåòñÿ àâòîìî-

äåëüíîé.
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Ôîðìóëà (3.96) äàåò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå êèíåòè-

÷åñêîé ýíåðãèè â ñêàëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìó-

ëîé (3.96) ýíåðãèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â êðóãå x̃2 + ỹ2 ≤ 1 è èìååò ñèíãóëÿðíîñòü

íà ëèíèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè:

x̃2 + ỹ2 = 1− q2

q + 1
, x̃2ỹ2 =

2− q2

4(q + 1)2
. (3.97)

Ëèíèÿ (3.97) ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.5. Îíà ïåðåñåêàåò îñü x̃ â òî÷êàõ ±(
√

2 − 1).

Îñè x̃ è ỹ, ñîâïàäàþùèå ñ áàçèñíûìè íàïðàâëåíèÿìè ðåøåòêè, ÿâëÿþòñÿ îñÿìè

Ðèñ. 3.5: Ôðîíò (îêðóæíîñòü) è ëèíèÿ, íà êîðîòîé ýíåðãèÿ èìååò îñîáåí-
íîñòü (ôîðìóëà (3.97)), ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ (3.96).

ñèììåòðèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.96). Ðåøåíèå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x̃,

ỹ ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.6. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çà-

äà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè â ñêàëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå (ôîðìóëà (3.96)). Îò-

ìåòèì àíàëîãèþ ïîëó÷åííîãî â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòà (3.96) ñ ðåçóëüòàòàìè

äðóãèõ àâòîðîâ [150, 67]. Â ðàáîòàõ [150, 67], ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Âèãíåðà ïîëó÷åíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîé ýíåðãèè, ñîîò-

âåòñòâóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.2). Äàííîå

ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
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Ðèñ. 3.6: Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.96) çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè äëÿ ñêà-
ëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè.

ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 3.6. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó äåòåðìèíè-

ðîâàííîé çàäà÷åé äèíàìèêè ðåøåòêè [150] è çàäà÷åé î ïåðåíîñå ýíåðãèè ïðè

ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Êðóãîâîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

Ïîëó÷åííîå âûøå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè âåðíî â êîíòèíóàëüíîì

ïðåäåëå. Äëÿ îöåíêè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì çàäà-

÷ó, â êîòîðîé íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êðóãå ðàäèóñà R

è èññëåäóåì çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò ðàäèóñà. Êîíòèíóàëüíîå ðåøå-

íèå äîëæíî òåðÿòü òî÷íîñòü, êîãäà ðàäèóñ êðóãà ñòàíåò ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ

ðàâíîâåñíûõ ðàññòîÿíèé. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ÿ÷åéêó, ñîäåðæàùóþ N 2

÷àñòèö, ñî ñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

T0 = AH(R2 − x2 − y2), (3.98)

ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, A � êîíñòàíòà. Â ñëó÷àå R < a îòëè÷íà îò

íóëÿ òîëüêî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû. Îïðåäåëèì, ïðè êà-

êîì R íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ äèñêðåòíîñòü ñèñòåìû, ò.å. êîíòèíóàëüíîå ðåøå-
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íèå (3.80) òåðÿåò òî÷íîñòü. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ

ýíåðãèè (3.80) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè. Ïðè ýòîì âî âòîðîì

ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áóäåì çàìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå íà ñðåäíåå ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó ðåàëèçàöèé ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ïî êîëè÷åñòâó ðåàëèçàöèé.

Âîçüìåì ÷èñëî ÷àñòèö N = 300 è ðàäèóñ êðóãà R = 20a. Ðàññìîòðèì ïîëå

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåøåòêå â ìîìåíò âðåìåíè t = 15t∗, ãäå t∗ � ïåðè-

îä êîëåáàíèé îäíîé ÷àñòèöû íà ïðóæèíêå ñ æåñòêîñòüþ ñâÿçè. Òàêîé ìîìåíò

âðåìåíè âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûñòðûå äâèæåíèÿ óñïåëè çàòóõíóòü è

â òî æå âðåìÿ âîçìóùåíèå íå óñïåëî äîéòè äî ãðàíèö ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè

ñàìîïîäîáíûì. Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîãî ìîìåíòà

âðåìåíè.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä leap-frog ñ øàãîì t =

0.510−2t∗. Òàêîé ñðàâíèòåëüíî ìàëåíüêèé øàã âûáðàí â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìîäå-

ëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðûé ïðîöåññ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âû÷èñëÿåòñÿ êèíå-

òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàæäîé ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t = 15t∗. Ïîëå ýíåðãèè

â ñëó÷àå îñðåäíåíèÿ ïî ðàçëè÷íîìó ÷èñëó ðåàëèçàöèé (101, 102, 103, 104) ïî-

êàçàíî íà ðèñ. 3.7. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ðåàëèçàöèé íàáëþäàåòñÿ

ñõîäèìîñòü. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîñòðîèì ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ èñïîëüçî-

âàíèåì àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû (3.78). Â äàííîé ôîðìóëå ïîëîæèì N = 300.

Ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðèâåäåíî íà

ðèñ. 3.8. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3.7, 3.8, ïîêàçûâàåò, ÷òî

àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà íà-

÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ R/a. Âîçüìåì R/a = 0.5; 1.5; 2.5; 5. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó-

÷àå R/a = 0.5 (îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öåíòðàëüíîé

÷àñòèöû). Ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèÿ ïîêàçàíû íà

ðèñ. 3.9, 3.10. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè îñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñü ïî 1000 ðåà-
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Ðèñ. 3.7: Ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñêàëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ïðè
t = 15t∗ â ñëó÷àå êðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ýíåðãèè (R = 20a). Îñðåä-
íåíèå ïî ðàçëè÷íîìó ÷èñëó ðåàëèçàöèé. Øêàëà íîðìèðîâàíà íà íà÷àëüíîå çíà-
÷åíèå ýíåðãèè â öåíòðå.
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Ðèñ. 3.8: Ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñêàëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ïðè
t = 15T0 â ñëó÷àå êðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû (R = 20a).
Ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Øêàëà íîðìèðîâàíà íà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
ýíåðãèè â öåíòðå.

ëèçàöèé. Âèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå

ãëàäêèì, ÷åì ÷èñëåííîå. Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì äèñêðåòíî-

ñòè, êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì ïðè R/a ∼ 1.

3.2.6 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.2

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà

ýíåðãèè â ñêàëÿðíûõ ðåøåòêàõ. Âûâåäåíî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâ-

íåíèå îòíîñèòåëüíî êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå

äàííîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåå, â ÷àñòíîñòè, èçìåíåíèå ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè â ïðîèçâîëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ñêàëÿðíîé ðåøåòêå.

Â òî÷íîì óðàâíåíèè äëÿ êîâàðèàöèé ïðîâåäåíà êîíòèíóàëèçàöèÿ ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùåå

ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîëå ýíåðãèè, ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ðå-

øåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ (ñì.
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Ðèñ. 3.9: Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñêàëÿðíîé
êâàäðàòíîé ðåøåòêå ïðè t = 15T0 â ñëó÷àå êðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé
ýíåðãèè (R = 20a). Òåìïåðàòóðíàÿ øêàëà íîðìèðîâàíà íà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
òåìïåðàòóðû.

ôîðìóëû (3.43), (3.45), (3.46)). Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå íà ìàëûõ

âðåìåíàõ, êîãäà â ðåøåòêå ïðîèñõîäÿò ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, ðàññìîòðåííûå â

ïðåäûäóùåé ãëàâå. Íà ìàëûõ âðåìåíàõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîâåðøàåò çàòó-

õàþùèå âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óðàâíèâàíèåì êèíåòè÷åñêîé

è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Äàííûå êîëåáàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

òî÷êàõ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðå-

ìèòñÿ ê íîëþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,

ñâÿçàííîå ñ áàëëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ ãðóï-
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Ðèñ. 3.10: ×èñëåííîå ðåøåíèå. Ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñêàëÿðíîé êâàä-
ðàòíîé ðåøåòêå ïðè t = 15T0 â ñëó÷àå êðóãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ýíåð-
ãèè. Òåìïåðàòóðíàÿ øêàëà íîðìèðîâàíà íà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû.

ïîâûìè ñêîðîñòÿìè è èìåþùèìè ôîðìó íà÷àëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ ôðîíò, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ñ ìàêñèìàëüíîé

ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ. Äàííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ

àâòîðîâ, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [150] ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî ïîäõîäà. Ïîëó-

÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè äëÿ îäíîìåðíûõ è

äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè, ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì, ÷òî è óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ: îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, ò.å. çàìåíû t→ −t.

Â òî æå âðåìÿ ïðîöåññû â áåñêîíå÷íûõ ðåøåòêàõ íåîáðàòèìû. Â ÷àñòíîñòè,
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íåîáðàòèìîñòü õîðîøî âèäíà â ðåøåíèè çàäà÷è î çàòóõàíèè ñèíóñîèäàëüíîãî

ïðîôèëÿ â êâàäðàòíîé ðåøåòêå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ðåøåíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî àìïëèòóäà ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ çàòóõàåò îáðàòíî ïðîïîð-

öèîíàëüíî âðåìåíè.

Äëÿ ïðèìåðà ðåøåí ðÿä çàäà÷ äëÿ ñêàëÿðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè. Âî âñåõ

çàäà÷àõ ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñ-

ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðåøåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîâå-

äåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ïîëó÷åííûìè

ôîðìóëàìè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòå [109].

3.3 Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òåëàõ ñî ñëîæíîé

êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïåðåíîñà ýíåðãèè â

ñëîæíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòêàõ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-

äû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íàÿ çàïèñü óðàâíåíèé

äèíàìèêè, ââåäåííàÿ â ïàðàãðàôå 2.3. Îñíîâíîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïàðà-

ãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè èñïîëüçóåòñÿ òî÷íîå

ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè.

3.3.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå èñïîëüçóåìîé ìîäåëè äåôîðìè-

ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ÷àñòè÷íî ïîâòîðÿþùåå ìàòåðèàë ïàðàãðàôà 2.3.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå êðèñòàëëû ñî ñëîæíîé ðåøåòêîé â ïðîñòðàí-

ñòâå ðàçìåðíîñòè d = 1, 2, 3. Âñå âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ äëÿ êðèñòàëëîâ, ýëå-

ìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ÷àñòèö. Êàê è ðàíåå,

ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè èäåíòèôèöèðóþòñÿ èõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè x â íåäåôîðìè-
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ðîâàííîì ñîñòîÿíèè ðåøåòêè. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà èìååò N ñòåïåíåé

ñâîáîäû ui(x), i = 1, .., N , ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö

äàííîé ÿ÷åéêè (N ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ÷àñòèö â ÿ÷åéêå íà ÷èñëî ñòå-

ïåíåé ñâîáîäû îäíîé ÷àñòèöû). Êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé ôîðìèðóþò âåêòîð-

ñòîëáåö:

u(x) =
[
u1 u2 ... uN

]>
, (3.99)

ãäå > îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Çäåñü è äàëåå ìàòðèöû îáîçíà÷àþòñÿ íà-

êëîííûìè æèðíûìè ñèìâîëàìè, à òðåõìåðíûå âåêòîðû, íàïðèìåð, ðàäèóñ-

âåêòîðû � ïðÿìûìè æèðíûìè ñèìâîëàìè.

×àñòèöû èç ÿ÷åéêè x âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì è ñ ÷àñòèöàìè èç äðó-

ãèõ ÿ÷ååê, ïðîíóìåðîâàííûõ èíäåêñîì α. Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ÿ÷åéêó x ñ åå

ñîñåäîì íîìåð α, îáîçíà÷àåòñÿ aα. Öåíòðû ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê âñåãäà ôîðìè-

ðóþò ïðîñòóþ ðåøåòêó (ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ïåðåõîäèò â ñåáÿ

ïðè ñäâèãå íà âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâà óçëà). Ñëåäîâàòåëüíî, íóìåðà-

öèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîðû aα óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèþ:

aα = −a−α. (3.100)

Çäåñü a0 = 0. Ïðèìåð âåêòîðîâ aα ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.11.

Ðèñ. 3.11: Ïðèìåð äâóìåðíîãî êðèñòàëëà ñî ñëîæíîé ðåøåòêîé, èìåþùåé òðè
ïîäðåøåòêè. ×àñòèöû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì ïîäðåøåòêàì, èìåþò ðàçíûé
öâåò è ðàçìåð.
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Áåñêîíå÷íûé êðèñòàëë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäåë êðèñòàëëà ñ ïåðèîäè-

÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè ñòðåìëåíèè ðàçìåðîâ ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íî-

ñòè ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò nd ýëåìåíòàðíûõ

ÿ÷ååê (n â êàæäîì íàïðàâëåíèè). Òîãäà ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö óäîâëåòâîðÿþò

ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(x) = u

(
x +

d∑
j=1

Cjnbj

)
, (3.101)

ãäå bj � áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè; Cj � öåëûå ÷èñëà. Äàëüíåéøèå àíàëè-

òè÷åñêèå âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ ïðè n → ∞, â òî âðåìÿ êàê â êîìïüþòåðíîì

ìîäåëèðîâàíèè n êîíå÷íî.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáùèé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â ïà-

ðàãðàôå 2.3. Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà

êàæäóþ ÷àñòèöó, ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðåìåùåíèé âñåõ

îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ôàêòà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå:

Mv̇(x) =
∑
α

Cαu(x + aα), Cα = C>−α, (3.102)

ãäå v = u̇; u(x + aα) � ñòîëáåö ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè α;

M � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè N × N , ñîñòîÿùàÿ èç ìàññ ÷àñòèö;

êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû Cα îïðåäåëÿþò æåñòêîñòè ïðóæèíîê, ñîåäèíÿþùèõ

÷àñòèöû èç ÿ÷åéêè x ñ ÷àñòèöàìè èç ñîñåäíåé ÷àñòèöû α; ìàòðèöàC0 îïèñûâàåò

âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö âíóòðè ÿ÷åéêè x. Òàêæå ìàòðèöà C0 ìîæåò ó÷èòûâàòü

âçàèìîäåéñòâèå ñ ëèíåéíûì óïðóãèì îñíîâàíèåì. Ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî

âñåì ÿ÷åéêàì, α, âçàèìîäåéñòâóþùèì ñ ÿ÷åéêîé x (âêëþ÷àÿ α = 0).

Ñîîòíîøåíèå Cα = C>−α ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî äèíàìè-

÷åñêàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (3.108) Ýðìèòîâà (ñì. ïàðàãðàô 3.3.2).

Ôîðìóëà (3.102) îïèñûâàåò äèíàìèêó ïðîñòûõ è ñëîæíûõ êðèñòàëëîâ â îä-
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íîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Äëÿ N = 1 (îäíà ñòåïåíü ñâîáîäû

íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó) óðàâíåíèå (3.102) îïèñûâàåò äâèæåíèå òàê íàçûâà-

åìûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ïðîñòûå

äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ðåøåòêè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (3.102) ïðè N = d

è Cα = C>α . Â íàñòîÿùåé ãëàâå äëÿ ïðèìåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîæíûå ðå-

øåòêè ñ äâóìÿ ÷àñòèöàìè íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, à èìåííî îäíîìåðíàÿ äâóõ-

àòîìíàÿ öåïî÷êà (ïàðàãðàô 3.3.6.1) è äâóìåðíàÿ ãåêñàãîíàëüíàÿ ðåøåòêà (ïà-

ðàãðàô 3.3.6.2).

Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â ñèñòåìå èñïîëüçóþòñÿ ñëå-

äóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(x) = 0, v(x) = v0(x), (3.103)

Çäåñü v0(x) � ñòîëáåö ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö ÿ÷åéêè x. Ñêî-

ðîñòè çàäàþòñÿ òàê, ÷òî

〈
v0(x)

〉
= 0,

〈
v0(x)v0(y)

〉
= B(x)δD(x− y), (3.104)

ãäå
〈
...
〉
� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (â êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàìåíÿåòñÿ ñðåäíèì ïî ðåàëèçàöèÿì ñî ñëó÷àéíûìè íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè); δD(0) = 1; δD(x− y) = 0 äëÿ x 6= y. Äðóãèìè ñëîâàìè,

êîìïîíåíòû ñòîëáöà v0(x) � ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì è, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûìè äèñïåðñèÿìè, çàäàííûìè äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B(x). Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû B(x) ðàâíû

êîâàðèàöèÿì íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñòåïåíÿì ñâî-

áîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè x. Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö èç ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê

ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.103), (3.104) çàäà-

þò íåêîòîðûé ïðîôèëü íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (ñì.ôîðìóëû (3.115),
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(3.116)) è íóëåâûå íà÷àëüíûå òåïëîâûå ïîòîêè. Ïîòîê ýíåðãèè â ðåøåòêå ïðî-

ïîðöèîíàëåí ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ñêîðîñòè è ñèëû âçà-

èìîäåéñòâèÿ (ñì. íàïðèìåð ðàáîòó [244]). Ïîýòîìó íà÷àëüíûå ïîòîêè ðàâíû

íóëþ.

Ïðèìåðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.103), (3.104) äàíû ôîðìóëàìè (3.183),

(3.197). Â ñëó÷àå åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ýíåð-

ãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.103), (3.104) ìîãóò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ êàê ðåçóëüòàò íàãðåâà êðèñòàëëà óëüòðàêîðîòêèì ëàçåðíûì èìïóëü-

ñîì [80, 234, 87, 169, 174].

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.102) ñ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.103), êîòîðîå äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðå-

íîñà ýíåðãèè.

3.3.2 Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïîëó÷àåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.102) ñ íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè (3.103), (3.104) ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî öåëûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà x.

Ðàäèóñ-âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x =
d∑
j=1

zjbj, (3.105)

ãäå bj, j = 1, .., d � áàçèñíûå âåêòîðû; z1, .., zd � öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíäåêñîâ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè; d � ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà. Ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðå-



Ãëàâà 3. Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ 164

ìåííûì z1, .., zd äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

û(k) =
∑
x

u(x)e−ik·x, k =
d∑
j=1

pjb̃j,

u(x) =

∫
k

û(k)eik·xdp1..dpd.

(3.106)

Çäåñü û(k) � Ôóðüå-îáðàç u; i2 = −1; k � âîëíîâîé âåêòîð; b̃j � áàçèñíûå

âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè òàêèå, ÷òî bi · b̃j = δij, ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå:

∫
k

...dk
def

=
1

(2π)d

∫ 2π

0

..

∫ 2π

0

...dp1..dpd,
∑
x

...
def

=
+∞∑

z1=−∞
...

+∞∑
zd=−∞

... (3.107)

Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (3.153) ê ôîðìóëàì (3.102),

(3.103), (3.104), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

M
1
2 ¨̂u = −ΩM

1
2 û, Ω(k) = −

∑
α

M− 1
2CαM

− 1
2eik·aα, (3.108)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

û = 0, ˙̂u = v̂0 =
∑
x

v0(x)e−ik·x. (3.109)

Ìàòðèöà Ω â ôîðìóëå (3.108) ñîâïàäàåò ñ äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöåé ðåøåòêè,

ââåäåííîé â ãëàâå 2. ÇäåñüM
1
2M

1
2 = M .

Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü óðàâíåíèå (3.108), âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äè-

íàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ω � Ýðìèòîâà, ò.å. íå ìåíÿåòñÿ ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè

ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì. Òîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå

Ω = PΛP ∗>, Λij = ω2
j δij, (3.110)

ãäå ω2
j , j = 1, .., N � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ω, à ωj(k) � âåòêè äèñïåðñè-
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îííîãî ñîîòíîøåíèÿ äàííîé ðåøåòêè (äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåîòðèöà-

òåëüíûå ÷àñòîòû ωj(k) ≥ 0); ∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå; ìàòðèöû P

ñîñòàâëåíà èç íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Ω. Ìàòðèöà P

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, ò.å. PP ∗> = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñîáñòâåííûå

âåêòîðû èíîãäà íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè ïîëÿðèçàöèè [32].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåòêè äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïî÷òè íèãäå íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ, ò.å. âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû Ω ðàçëè÷íû.

Ñëó÷àé ïåðåñåêàþùèõñÿ âåòâåé äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî.

Ïîäñòàâèì ôîðìóëó (3.110) â óðàâíåíèå (3.108), äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà P ∗>

è ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ w = P ∗>M
1
2 û. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó íåñâÿçàí-

íûõ óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ wj âåêòîðà w:

ẅ = −Λw ⇔ ẅj = −ω2
jwj. (3.111)

Ðåøàÿ äàííûå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.109), ïîëó÷èì âûðàæåíèå

äëÿ ẇ:

ẇj = {P ∗>M
1
2 v̂0}j cos (ωjt) ⇔ ẇ = DP ∗>M

1
2 v̂0,

Dij(k, t) = cos (ωj(k)t) δij.

(3.112)

Çäåñü {...}j îáîçíà÷àåò jûé ýëåìåíò ñòîëáöà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàò-

ðèöû w, ïðåäñòàâèì Ôóðüå-îáðàçû ñêîðîñòåé â âèäå:

v̂ = M− 1
2PDP ∗>M

1
2 v̂0. (3.113)

Ïðèìåíÿÿ â ôîðìóëå (3.113) îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó-

÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòåé:

v(x) = M− 1
2

∫
k

PDP ∗>M
1
2 v̂0e

ik·xdk, (3.114)
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ãäå v̂0 � Ôóðüå-îáðàç ñòîëáöà íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé (ñì. ôîðìóëó (3.109)).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.114) äàåò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèíàìè-

êè (3.102) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.103). Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ðåøå-

íèå (3.114) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â êðè-

ñòàëëå.

3.3.3 Ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé (òî÷íàÿ ôîðìóëà)

Â ñèëó ñëó÷àéíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.103), (3.104) ñêîðîñòè ÷àñòèö (3.114)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-

òåðèñòèêè, òàêèå êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.103),

(3.104).

Â ãëàâå 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ãàðìîíè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ êèíåòè÷åñêèå

ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû.

Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêè x èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà T (x) ðàçìåðíîñòè N ×N :

T (x) =
1

2
M

1
2

〈
v(x)v(x)>

〉
M

1
2 ⇔ 2Tij =

√
MiMj

〈
vivj

〉
, (3.115)

ãäåM
1
2M

1
2 = M ; Mi � iûé ýëåìåíò ìàòðèöûM , ðàâíûé ìàññå, ñîîòâåòñòâó-

þùåé iîé ñòåïåíè ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Tii

ðàâåí êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùåé iîé ñòåïåíè ñâîáîäû ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêè. Âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Tij õàðàêòåðèçóåò êîððåëÿöèþ ìåæäó

êîìïîíåíòàìè i, j ñòîëáöà ñêîðîñòåé v(x).

Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿ÷åéêè T :

T (x) =
1

N
trT (x), (3.116)

ãäå N � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, tr(..) � ñëåä (ñóììà
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äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ìàòðèöû. Â ñëó÷àå, åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, âñå êèíåòè-

÷åñêèå ýíåðãèè Tii ðàâíû T .

Äàëåå íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.114) âûâîäèòñÿ òî÷íîå âû-

ðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû T . Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (3.114) â îïðåäåëåíèå (3.115)

äàåò:

2T (x) =

∫
k1

∫
k2

P 1D1P
∗>
1 M

1
2

〈
v̂0(k1)v̂0(k2)

∗>
〉
M

1
2P 2D2P

∗>
2 ei(k1−k2)·xdk1dk2.

(3.117)

Çäåñü è äàëåå P j = P (kj), Dj = D(kj), j = 1, 2. Ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàëèñü

ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
∫
kF (k)dk

∫
kF

∗>(k)dk =
∫
k1

∫
k2
F (k1)F

∗>(k2)dk1dk2 è

v = v∗.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.103), (3.104) òàêèå, ÷òî íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ýëåìåí-

òàðíûõ ÿ÷ååê y1,y2 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ñî-

îòíîøåíèå

〈
v0(y1)v0(y2)

∗>
〉

= 2M− 1
2T 0(y1)δD(y1 − y2)M

− 1
2 . (3.118)

Çäåñü T 0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû T , êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîä-

ñòàíîâêîé íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé, v0(x), â ôîðìóëó (3.115); δD îïðåäåëåíà ïîñëå

ôîðìóëû (3.104). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (3.118) ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ:〈
v̂0(k1)v̂0(k2)

∗>
〉

=
∑
y1,y2

〈
v0(y1)v0(y2)

∗>
〉
e−i(k1·y1−k2·y2) =

= 2
∑
y

M− 1
2T 0(y)M− 1

2e−i(k1−k2)·y.
(3.119)

Òîãäà ïîäñòàíîâêà (3.119) â ôîðìóëó (3.117) äàåò:

T (x, t) =

∫
k1

∫
k2

∑
y

P 1D1P
∗>
1 T 0(y)P 2D2P

∗>
2 ei(k1−k2)·(x−y)dk1dk2. (3.120)
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Ôîðìóëà (3.120) äàåò òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòåïåíÿì ñâîáîäû ÿ÷åéêè. Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ñèììåò-

ðè÷íà îòíîñèòåëüíî âðåìåíè, ò.å. èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû t íà −t.

Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.102).

Ìàòðèöà T â òî÷íîñòè ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû �áûñòðîãî� è �ìåäëåííîãî�

ñëàãàåìûõ:

T = T F + T S, T F (x) =

∫
k1

∫
k2

∑
y

P 1T
′
FP

∗>
2 ei(k1−k2)·(x−y)dk1dk2,

T S(x) =

∫
k1

∫
k2

∑
y

P 1T
′
SP
∗>
2 ei(k1−k2)·(x−y)dk1dk2,

{T ′F}ij =

=
1

2
{P ∗>1 T 0(y)P 2}ij[cos((ωi(k1) + ωj(k2))t) + (1− δij) cos((ωi(k1)− ωj(k2))t)],

{T ′S}ij =
1

2
{P ∗>1 T 0(y)P 2}ijδij cos ((ωj(k1)− ωj(k2))t) .

(3.121)

Çäåñü {...}ij � ýëåìåíò ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè i, j. Ïðåäñòàâëåíèå (3.121) îñíî-

âàíî íà òîì, ÷òî T F è T S èìåþò ðàçíûå õàðàêòåðíûå âðåìåííûå ìàñøòàáû.

Ðàçíèöà âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ íàèáîëåå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì,

ðàññìîòðåííûì â ïàðàãðàôå 3.3.4.5. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èí T F , T S îáñóæ-

äàåòñÿ íèæå.

Âèäíî, ÷òî ôîðìóëû (3.120), (3.121) äëÿ ìàòðèöû T äîñòàòî÷íî ñëîæíû

äëÿ àíàëèçà è âû÷èñëåíèé, ò.ê. ñîäåðæàò äâîéíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî âîëíîâûì

âåêòîðàì k1,k2 è ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì. Ïîýòîìó â

ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà.

3.3.3.1 Ïðèìåð. Îäíîàòîìíàÿ îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé � îäíîìåðíóþ öåïî÷êó,

ñîñòîÿùóþ èç îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà òàêîé ðåøåòêè ñîäåð-

æèò îäíó ÷àñòèöó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû (N = 1). Êàæäàÿ ÷àñòèöà ñîåäè-
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íåíà ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñåäåé ëèíåéíûìè ïðóæèíêàìè. Â òàêîì ñëó÷àå

ìàòðèöà T ñîäåðæèò âñåãî îäèí ýëåìåíò, ðàâíûé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, T (x, t).

Ôîðìóëà (3.120) äàåò:

T (x, t) =
∑
y

T0(y)

∫
k1

∫
k2

cos (ω(k1)t) cos (ω(k2)t) cos ((k1 − k2) (x− y)) dk1dk2.

(3.122)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.121) �áûñòðûå� è �ìåäëåííûå� ñîñòàâëÿþùèå

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

TF (x, t) =
∑
y

T0(y)

2

∫
k1

∫
k2

cos ((ω(k1) + ω(k2)) t) cos ((k1 − k2) (x− y)) dk1dk2,

TS(x, t) =
∑
y

T0(y)

2

∫
k1

∫
k2

cos ((ω(k1)− ω(k2)) t) cos ((k1 − k2) (x− y)) dk1dk2.

(3.123)

Äâîéíîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿåò âêëàä ÷àñòèöû y â ýíåðãèþ ÷àñòè-

öû x. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ âîëí ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè k1 − k2

è ÷àñòîòàìè ω(k1) + ω(k2) (â áûñòðîì ñëàãàåìîì), ω(k1) − ω(k2) (â ìåäëåííîì

ñëàãàåìîì).

3.3.4 Ïåðåíîñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (êîíòèíóàëüíîå îïè-

ñàíèå)

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ ïåðåíîñ êèíåòè÷å-

ñêèõ ýíåðãèé â êðèñòàëëå â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðèáëè-
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æåííàÿ ôîðìóëà äëÿ ìàòðèöû T :

T = T F + T S, T F ≈
∫
k

P T̃ FP
∗>dk, T S ≈

∫
k

P T̃ SP
∗>dk,

{T̃ F}ij =
1

2
{P ∗>T 0(x)P }ij [cos((ωi + ωj)t) + (1− δij) cos((ωi − ωj)t)] ,

{T̃ S}ij =
1

4
{P ∗>

(
T 0(x + vjgt) + T 0(x− vjgt)

)
P }jjδij.

(3.124)

Çäåñü P = P (k); vjg � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ jîé âåòêå äèñïåð-

ñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ωj:

vjg =
dωj
dk

=
d∑
i=1

∂ωj
∂pi

bi, k =
d∑
i=1

pib̃i. (3.125)

Â ôîðìóëå (3.125) èñïîëüçóþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòîòû ωj, j = 1, .., N . Ôîð-

ìóëà (3.124) ñóùåñòâåííî ïðîùå è óäîáíåå äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê è âû-

÷èñëåíèé, ÷åì òî÷íàÿ ôîðìóëà (3.121), ò.ê. ôîðìóëà (3.124) ñîäåðæèò òîëüêî

îäèí èíòåãðàë ïî âîëíîâîìó âåêòîðó k è íå ñîäåðæèò ñóììèðîâàíèÿ ïî ýëåìåí-

òàðíûì ÿ÷åéêàì.

Ôóíêöèÿ T 0 èçíà÷àëüíî áûëà îïðåäåëåíà íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæåíèÿì ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê x (ñì. ôîðìóëó (3.115)). Â

òî æå âðåìÿ àðãóìåíò äàííîé ôóíêöèè x ± vjgt íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå. Ïîýòîìó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T 0 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äëÿ

âñåãî ïðîñòðàíñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â òî÷êàõ x îíà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè,

äàííûìè ôîðìóëîé (3.115).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå T F â ôîðìóëå (3.124) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêèõ

ýíåðãèé íà ìàëûõ âðåìåíàõ (áûñòðûé ïðîöåññ [240, 109]). Íà ìàëûõ âðåìå-

íàõ ïðîèñõîäÿò îñöèëëÿöèè, âûçâàííûå ïðîöåññàìè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü

â ãëàâå 2: ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé

ôîðìàìè è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Äàííûå êîëåáà-

íèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî. Íà áîëüøèõ
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âðåìåíàõ T F ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Âòîðîå ñëàãàåìîå T S â ôîðìóëå (3.124) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêèõ

ýíåðãèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (ìåäëåííûé ïðîöåññ [244, 103, 109]). Íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âûçâàíû áàëëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì.

Ìàòðèöà T ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè âîëí, èìåþùèõ ôîðìó, îïðåäå-

ëÿåìóþ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè, è ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ ãðóïïî-

âûìè ñêîðîñòÿìè vjg(k). Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.124) äëÿ

îïèñàíèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè íåîáõîäèìî çíàíèå ïîëíîãî äèñ-

ïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé.

Â ôîðìóëå (3.121) ýíåðãèÿ ÿ÷åéêè x â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò îò

ýíåðãèé âñåõ îñòàëüíûõ ÿ÷ååê. Äàííûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áåñêîíå÷íîé

ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ

óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (3.102). Ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà (3.124) íå ñîäåðæèò

äàííîãî àðòåôàêòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.124) ýíåðãèÿ ÿ÷åéêè x â ìî-

ìåíò t çàâèñèò îò ýíåðãèé ÿ÷ååê, íàõîäÿùèõñÿ îò ÿ÷åéêè x íà ðàññòîÿíèè, íå

ïðåâîñõîäÿùåì max
k,j

(
|vjg|
)
t.

Ñðàâíåíèå ôîðìóëû (3.124) ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåé

ãëàâå, ïîêàçûâàåò, ÷òî T S(x) ïðè t = 0 ñîâïàäàåò ñ ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèåì

ìàòðèöû T â êðèñòàëëå ñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âûâîä ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû (3.124). Âûâîä îñíîâàí

íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàëû T F , T S äàþò òî÷êè ñ áëèç-

êèìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè k1 ≈ k2. Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå äàííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 3.3.5 íà ïðèìåðå îäíîìåðíûõ öåïî÷åê.

Âûðàæåíèå äëÿ T F â ôîðìóëå (3.124) âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââå-

äåì â ôîðìóëå (3.121) äëÿ T F íîâûå ïåðåìåííûå

p1 = k1, p2 = k1 − k2. (3.126)

ßêîáèàí äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí åäèíèöå. Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷íîñòü
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ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (3.121), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòå-

ãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå îáëàñòè, ÷òî è â ôîðìóëå (3.107). Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.124) äàåòñÿ òî÷êàìè p2 ≈ 0 (k1 ≈ k2).

Òîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî p2. Â ÷àñòíîñòè

èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû:

P (p1 − p2) ≈ P (p1), ωi(p1)± ωj(p1 − p2) ≈ ωi(p1)± ωj(p1), (3.127)

ãäå i 6= j. Òîãäà ôîðìóëà (3.121) äëÿ T F ïðèíèìàåò âèä

T F ≈
∫
p1

P

∫
p2

∑
y

T̃ F (y,p1)e
ip2·(x−y)dp2P

∗>dp1, P = P (p1),

{T̃ F}ij =
1

2
{P ∗>T 0(y)P }ij [cos((ωi(p1) + ωj(p1))t)+

+(1− δij) cos((ωi(p1)− ωj(p1))t)] .

(3.128)

Ïî îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âûïîëíÿåòñÿ

∫
p2

∑
y

T̃ F (y,p1)e
ip2·(x−y)dp2 = T̃ F (x,p1). (3.129)

Ïîäñòàíîâêà äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëó (3.128) äàåò âûðàæåíèå äëÿ T F

â ôîðìóëå (3.124).

Äëÿ âûâîäà ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ T S â ôîðìóëå (3.124), â ôîðìó-

ëå (3.121) òàêæå ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå (3.126). Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-

íèå â ôîðìóëå (3.121) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî p2. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ:

P (p1 − p2) ≈ P (p1), ωj(p1)− ωj(p1 − p2) ≈ p2 · vjg(p1), (3.130)

ãäå vjg � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (3.124). Òîãäà ôîðìóëà (3.121) äëÿ T S ïðèíèìàåò
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âèä

T S ≈
∫
p1

∫
p2

∑
y

P T̃ S(y)P ∗>eip2·(x−y)dp2dp1, P = P (p1),

{T̃ S}ij ≈
1

2
{P ∗>T 0(y)P }ijδij cos(p2 · vjg(p1)t).

(3.131)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà 2 cos(p2 · vjgt) = eip2·vjgt + e−ip2·vjgt è ñâîéñòâ äèñ-

êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî∫
p2

∑
y

{P ∗>T 0(y)P }jj cos(p2 · vjgt)eip2·(x−y)dp2 =

=
1

2
{P ∗>

(
T 0(x + vjgt) + T 0(x− vjgt)

)
P }jj.

(3.132)

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (3.132) â ôîðìóëó (3.131) äàåò âûðàæåíèå äëÿ T S â

ôîðìóëå (3.124).

Áîëåå ñòðîãèé âûâîä ôîðìóëû (3.124) âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Ïîýòîìó äàëåå äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ôîðìóëû (3.124) îãðàíè÷èìñÿ ñðàâíå-

íèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ íåñêîëüêèõ

ðåøåòîê (ñì. ïàðàãðàôû 3.3.6.1, 3.3.6.2).

Äàëåå òî÷íîå ðåøåíèå (3.124) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè

íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ ïðîôèëåé ýíåðãèè. Âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ðåøåòîê, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì äèíàìèêè (3.102).

3.3.4.1 Îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé

ýíåðãèè (T 0 íå çàâèñèò îò x). Â òàêîì ñëó÷àå èçìåíåíèå ìàòðèöû T ïðîèñ-

õîäèò çà ñ÷åò äâóõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìåæäó

êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìåæäó ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Äàííûå ïðîöåññû õàðàêòåðíû äëÿ íà÷àëà

ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ [2]. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå äàííûõ ïðî-

öåññîâ äëÿ íåñêîëüêèõ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ðåøåòîê ïðåäñòàâëåíî â ðà-
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áîòàõ [6, 102, 240, 109, 245, 246]. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè

ïðîâåäåíî â ðàáîòå [115] (ñì. ïðåäûäóùóþ ãëàâó). Â äàííûõ ðàáîòàõ èñïîëüçî-

âàëñÿ ïîäõîä, èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [240] è îñíîâàííûé íà àíàëè-

çå êîâàðèàöèé ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû

ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû (3.124), âûâåäåííîé íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé äèíàìèêè.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû T ôîðìó-

ëà (3.124) ïðèíèìàåò âèä

T F =

∫
k

P T̃ FP
∗>dk, T S =

∫
k

P T̃ SP
∗>dk,

{T̃ F}ij =
1

2
{P ∗>T 0P }ij [cos((ωi + ωj)t) + (1− δij) cos((ωi − ωj)t)] .

{T̃ S}ij =
1

2
{P ∗>T 0P }jjδij.

(3.133)

Âûðàæåíèÿ (3.133) ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè ôîðìóëàìè äëÿ ìàòðèöû T , ïîëó÷åí-

íûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå íà îñíîâå êîâàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Â ÷àñòíîñòè,

ôîðìóëà äëÿ T S ñîâïàäàåò ñî ñòàöèîíàðíûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû T . Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïîëÿ ýíåðãèè ôîðìóëà (3.124) ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé.

3.3.4.2 Íà÷àëüíîå ðàâíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíûå êèíåòè÷å-

ñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè,

ðàâíû, ò.å. T 0 = T0(x)E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîäñòàíîâêà äàííîãî

âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (3.124) äàåò:

T F =

∫
k

P T̃ FP
∗>dk, T S =

∫
k

P T̃ SP
∗>dk,

{T̃ F}ij =
1

2
T0(x)δij cos(2ωjt), {T̃ S}ij =

1

4

(
T0(x + vjgt) + T0(x− vjgt)

)
δij.

(3.134)
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Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÿ÷åéêè (3.134) èìååò

âèä

T = TF + TS, TF =
T0(x)

2N

N∑
j=1

∫
k

cos(2ωjt)dk,

TS =
1

2N

N∑
j=1

∫
k

T0(x + vjgt)dk.

(3.135)

Äëÿ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê (N = 1) ôîðìóëà (3.135) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì,

ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå íà îñíîâå äðóãîãî ïîäõîäà.

Âûðàæåíèå äëÿ TS â ôîðìóëå (3.135) òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïî-

ëó÷åííûìè â ðàáîòå [150] ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Âèãíåðà. Â ðàáîòå [150]

âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ïî-

ýòîìó êèíåòè÷åñêàÿ è ïîëíàÿ ýíåðãèè îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Ôîðìóëà (3.134) ïîêàçûâàåò, ÷òî êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå

ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, îòëè÷àþòñÿ, äàæå åñëè â íà÷àëüíûé

ìîìåíò îíè ðàâíû. Äàëåå äàííûé ôàêò èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 3.14, 3.15, 3.16.

3.3.4.3 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, äâèæåíèå ôðîíòà è ïðèíöèï

Ãþéãåíñà

Â äàííîì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î áàëëèñòè-

÷åñêîì ïåðåíîñå ýíåðãèè è ïîêàçûâàåòñÿ êàê îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ôðîíòà ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ

êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé

T 0(x) = Aδ(x)E, (3.136)

ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; A � êîíñòàíòà. Ïåðåíîñ ýíåðãèè íà áîëü-
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øèõ âðåìåíàõ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (3.135):

T ≈ TS =
A

4N

N∑
i=1

∫
k

(
δ(x + vigt) + δ(x− vigt)

)
dk. (3.137)

Íåíóëåâîé âêëàä â èíòåãðàë (3.137) äàþò çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k∗ij, ïðè

êîòîðûõ àðãóìåíò îäíîé èç äåëüòà-ôóíêöèé îáðàùàåòñÿ â íîëü:

vig(k
∗
ij) =

x

t
or vig(k

∗
ij) = −x

t
. (3.138)

Çäåñü j = 1, .., ni, ãäå ni � ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.138) äëÿ

âåòêè i äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Òîãäà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ôîðìó-

ëå (3.137) äàåò

T =
A

4N(2π)dtd

N∑
i=1

ni∑
j=1

1

| detGd
i (k
∗
ij)|

, (3.139)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âåùåñòâåííûì êîðíÿì k∗ij, i = 1, .., N, j =

1, .., ni óðàâíåíèé (3.138) (êîìïîíåíòû k∗ij ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [0; 2π]); det

� îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû; Gd
i � ìàòðèöà ßêîáè â d-ìåðíîì ñëó÷àå:

G1
i =

∂vig
∂p

, G2
i =

∂vigx∂p1

∂vigx
∂p2

∂vigy
∂p1

∂vigy
∂p2

 , G3
i =


∂vigx
∂p1

∂vigx
∂p2

∂vigx
∂p3

∂vigy
∂p1

∂vigy
∂p2

∂vigy
∂p3

∂vigz
∂p1

∂vigz
∂p2

∂vigz
∂p3

 , (3.140)

ãäå vigx, v
i
gy, v

i
gz � êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè vig(k) â äåêàðòîâîì

áàçèñå.

Âåëè÷èíà k∗ij â ôîðìóëå (3.139) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé x/t, íåÿâíî çàäàííîé

óðàâíåíèÿìè (3.138). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, óìíîæåííîå

íà td, � àâòîìîäåëüíîå è çàâèñèò îò x/t. Äàííûé ôàêò ÿñíî ïîêàçûâàåò ðàçíè-

öó ìåæäó áàëëèñòè÷åñêèì è äèôôóçèîííûì ìåõàíèçìàìè ïåðåíîñà ýíåðãèè. Â

ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàâèñèò îò x/
√
t.

Äëÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñêàëÿðíûõ ðåøåòîê (N = 1) ôóíäàìåíòàëü-
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íûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [244, 109] (ñì. ïðåäûäóùóþ ãëàâó). Äàííûå

ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôîðìóëû (3.139).

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.139) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â êðèñòàëëàõ ïðè òî÷å÷íîì ïîäâîäå ýíåðãèè ñ ïî-

ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Â ðàáîòàõ [57, 58] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è áåç ïîäâîäà ïî âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ôðîíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøå-

íèþ, ò.å. ãðàíèöû îáëàñòè, â êîòîðîé ýíåðãèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà

ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îãðàíè÷åíà, èç ôîðìóë (3.138), (3.139) ñëåäóåò, ÷òî ôðîíò,

ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ, � ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå ðàç-

ìåðíîñòè d:

|x| = tmax
k,j
|vjg(k)|. (3.141)

Èíûìè ñëîâàìè, âî âñåõ ðåøåòêàõ ôðîíò, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíäàìåíòàëüíî-

ìó ðåøåíèþ, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ,

ðàâíîé ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòè (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 3.18).

Ôîðìóëà (3.141) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï Ãþéãåíñà äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ïîëîæåíèÿ ôðîíòà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ýíåð-

ãèè. Ôðîíò â ìîìåíò âðåìåíè t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü, êàñàòåëüíóþ

ê ìíîæåñòâó ñôåð ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ íà÷àëüíîãî ôðîíòà è ðàäèóñàìè, ðàâ-

íûìè tmax
k,j
|vjg(k)|.

3.3.4.4 Ñòóïåí÷àòîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì êîíòàêò äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, èìåþùèõ íà÷àëüíûå òåìïåðàòó-

ðû Tb è Tb + ∆T . Â ñëó÷àå, åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýíåð-

ãèåé òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, äàííàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ êëàññè÷åñêèì

îïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû. Ïî îïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêèå òåìïåðàòóðû äâóõ

òåë, íàõîäÿùèõñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, ðàâíû. Ðàññìîòðåííàÿ íèæå çàäà÷à
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ïîêàçûâàåò, êàê ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íà-

ïðàâëåíèè, çàäàííîì e:

T 0 = (Tb + ∆TH(x)) E, x = x · e, (3.142)

ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ïîäñòàíîâêà ôîðìóëû (3.142) â ôîðìóëó (3.134)

äàåò

{T̃ F}ij =
1

2
(Tb + ∆TH(x)) δij cos(2ωjt),

{T̃ S}ij =
Tb
2
δij +

∆T

4

(
H
(
x+ vjg · et

)
+H

(
x− vjg · et

))
δij.

(3.143)

Âû÷èñëÿÿ êèíåòè÷åñêóþ òåìïåðàòóðó ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (3.134), (3.143)

è ñâîéñòâ ôóíêöèè Õåâèñàéäà H(ax) = H(x), a > 0, ïîëó÷èì

T = TF + TS, TF =
1

2N
(Tb + ∆TH(x))

N∑
j=1

∫
k

cos(2ωjt)dk,

TS

(x
t

)
=
Tb
2

+
∆T

4N

N∑
j=1

∫
k

(
H
(x
t

+ vjg · e
)

+H
(x
t
− vjg · e

))
dk.

(3.144)

Ôîðìóëà (3.144) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåäëåííàÿ ÷àñòü ìàòðèöû T S � àâòîìîäåëü-

íàÿ è çàâèñèò îò x/t. Äàííûé ôàêò èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïàðàãðàôàõ 3.3.6.1, 3.3.6.2.

3.3.4.5 Ñèíóñîèäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíóñîèäàëüíîå ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè. Òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåíîñà

ýíåðãèè â êðèñòàëëàõ [61, 62], ò.ê. ïîçâîëÿþò ëåãêî îòëè÷èòü áàëëèñòè÷åñêèé

ðåæèì ïåðåíîñà ýíåðãèè îò äèôôóçèîííîãî. Êðîìå òîãî, äàííàÿ çàäà÷à òåñíî

ñâÿçàíà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìåòîäîì transient thermal grating [87, 174]. Â ðàì-
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êàõ äàííîãî ìåòîäà ñèíóñîèäàëüíîå ïîëå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñîçäàåòñÿ

çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè äâóõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ. Àìïëèòóäà òåìïåðàòóðíîãî

ïðîôèëÿ çàòóõàåò ñî âðåìåíåì çà ñ÷åò òåïëîïðîâîäíîñòè. Èçìåðåíèå àìïëèòó-

äû äàåò èíôîðìàöèþ î òåïëîâûõ ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëà. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è â ñëó÷àå áàëëèñòè÷åñêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ

òåïëîâîé ýíåðãèè â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â íàïðàâëåíèè, çàäàííîì âåêòîðîì e, èìå-

åò âèä:

T 0(x) =

(
Tb + ∆T sin

2πx

L

)
E, x = x · e, (3.145)

ãäå Tb, ∆T � êîíñòàíòû; ∆T < Tb; L � äëèíà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè â íàïðàâ-

ëåíèè òåïëîâîãî âîçìóùåíèÿ. Íà÷àëüíûå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå âñåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû, â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ðàâíû.

Ìàòðèöà T â ìîìåíò âðåìåíè t âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.134). Ïîäñòàíîâ-

êà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè (3.145) â ôîðìóëó (3.134) ïîñëå íåñëîæ-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ äàåò:

T F =
1

2

(
Tb + ∆T sin

2πx

L

)
F (t), T S =

Tb
2

E +
∆T

2
S(t) sin

2πx

L
,

F =

∫
k

PF̃P ∗>dk, S =

∫
k

PS̃P ∗>dk,

F̃ij = cos(2ωjt)δij, S̃ij = cos
2πvjgt

L
δij.

(3.146)

Çäåñü vjg = vjg ·e. Âû÷èñëÿÿ ñëåä â ôîðìóëå (3.146), ïîëó÷èì ïðîñòîå âûðàæåíèå

äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÿ÷åéêè:

T = TF + TS, TF =
1

2N

(
Tb + ∆T sin

2πx

L

) N∑
j=1

∫
k

cos(2ωjt)dk,

TS =
Tb
N

+
∆T

2N
sin

2πx

L

N∑
j=1

∫
k

cos
2πvjgt

L
dk.

(3.147)

Ôîðìóëà (3.147) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷å-
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ñêîé ýíåðãèè îñòàåòñÿ ñèíóñîèäàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìàò-

ðèâàòü ïîâåäåíèå àìïëèòóäû ñèíóñà âî âðåìåíè. Â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåí-

òàõ àìïëèòóäà ìîæåò áûòü èçìåðåíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà transient thermal

grating [87, 174]. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå àìïëèòóäà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

A =
2

L

∫ L

0

T (x, t) sin
2πx

L
dx, A =

1

N
trA =

2

L

∫ L

0

T (x, t) sin
2πx

L
dx,

(3.148)

Â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû äîïîëíèòåëüíî îñðåäíÿþòñÿ

â íàïðàâëåíèÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ x. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè (3.146) â ôîðìóëó (3.148) äàåò

A = ∆T (F (t) + S(t)) , A =
∆T

2N

N∑
j=1

∫
k

(
cos(2ωjt) + cos

2πvjgt

L

)
dk.

(3.149)

Ôîðìóëà (3.149) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýâîëþöèÿ àìïëèòóäû A çàâèñèò îò íàïðàâëå-

íèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ e. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåíîñ ýíåðãèè â äâóìåðíîì è

òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ àíèçîòðîïåí (ñì. íàïðèìåð, ðèñ. 3.21).

Èç ôîðìóëû (3.146) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû T F è T S èìåþò ðàçíûå õàðàê-

òåðíûå âðåìåíà, ïðîïîðöèîíàëüíûå 1/ωj è L/v
j
g ñîîòâåòñòâåííî. Õàðàêòåðíîå

âðåìÿ áûñòðûõ ïðîöåññîâ ñîèçìåðèìî ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé àòîìîâ. Õàðàê-

òåðíîå âðåìÿ ìåäëåííîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì, íåîáõîäèìûì äëÿ

òîãî, ÷òîáû âîëíà ïðîøëà L. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðíûå âðåìåíà áûñòðûõ è

ìåäëåííûõ ïðîöåññîâ çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ.

Èç ôîðìóëû (3.149) è ìåòîäà ñòàöèîíàðíîé ôàçû [47] ñëåäóåò, ÷òî àìïëè-

òóäà ýíåðãèè A çàòóõàåò íà áîëüøèõ âðåìåíàõ êàê 1/t
d
2 . Îòìåòèì, ÷òî ðå-

øåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé Ôóðüå è Ìàêñâåëà-

Êàòàíåî [27, 202] äàþò ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå.

Òàêèì îáðàçîì, çàòóõàíèå àìïëèòóäû ñèíóñîèäàëüíîãî ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè â ÷èñòî áàëëèñòè÷åñêîì ðåæèìå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (3.149). Ïî-
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ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïîñëóæèòü äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì transient thermal grating [87, 174]. Â ÷àñòíî-

ñòè, â ðàáîòå [80] ïîêàçàíî, ÷òî çàòóõàíèå òåìïåðàòóðû â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì

ãðàôèòå ïðè òåìïåðàòóðå 100K ïðîèñõîäèò íåìîíîòîííî. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò

ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (3.149) (ñì. íàïðèìåð ðèñ. 3.21). Ôîðìóëà (3.149) òàêæå

ïîêàçûâàåò, ÷òî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ àìïëèòóäà A çàâèñèò îò âðåìåíè t è ïå-

ðèîäà L ñëåäóþùèì îáðàçîì: A(t, L) = f(t/L). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàòû äëÿ

ðàçíûõ ïåðèîäîâ L1, L2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì A(t, L1) = A(t̃, L2), t̃ = tL2/L1.

Äàííûé ôàêò ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ è ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.

3.3.5 Î ñâÿçè ñ êèíåòè÷åñêîé òåîðèåé îïèñàíèÿ ïåðåíîñà

òåïëîâîé ýíåðãèè

Î êâàçè-÷àñòèöàõ, ïåðåíîñÿùèõ òåïëîâóþ ýíåðãèþ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñ

êèíåòè÷åñêîé òåîðèåé Ïàéåðëñà-Áîëüöìàíà [165]. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé òåî-

ðèè òåïëî ïåðåíîñèòñÿ êâàçè-÷àñòèöàìè, çàïîëíÿþùèìè òåëî. Äâèæåíèå ÷à-

ñòèö (ýâîëþöèÿ èõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áîëüö-

ìàíà. Â ëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ êâàçè-÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñâîáîäíî, à â íåëèíåé-

íûõ � âçàèìîäåéñòâóþò. Â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷à î ïåðåíîñå òåïëà íàïîìèíàåò

çàäà÷ó î òå÷åíèè ãàçà. Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñëîæíûå ïðàê-

òè÷åñêèå çàäà÷è, íå ïîääàþùèåñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ (ñì. íàïðèìåð, îá-

çîð [19]). Îäíàêî ôèçè÷åñêèé ñìûñë êâàçè-÷àñòèö ÷àñòî îñòàåòñÿ çà êàäðîì.

Â ëèòåðàòóðå êâàçè-÷àñòèöû ÷àñòî àññîöèèðóþò ñ ôîíîíàìè, ò.å. êâàíòà-

ìè ýíåðãèè ïëîñêèõ âîëí â ðåøåòêå. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîíîíû íå ëîêàëèçîâàíû

â ïðîñòðàíñòâå è íå ìîãóò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü êâàçè-÷àñòèö, èñïîëüçóåìûõ

â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Äàííûé ôàêò áûë íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàí â ðà-

áîòå [189], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàçè-÷àñòèö òåñ-
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íî ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé Âèãíåðà. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýâîëþöèþ ôóíêöèè

Âèãíåðà â ëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ, ïîëó÷åíî â ðàáîòå [150]. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé

ñëàáîé íåëèíåéíîñòè ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [189], [140]. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà êâàçè-÷àñòèö áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãîé ïîäõîä. Âìå-

ñòî òîãî ÷òîáû ââîäèòü íîâûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò (ôóíêöèþ Âèãíåðà) è

âûâîäèòü äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, ìû áóäåì âûâîäèòü âñå ðåçóëüòàòû

íåïîñðåäñòâåííî èç òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Ðàçëè÷èå ìåæäó êâàçè-÷àñòèöàìè, èñïîëüçóåìûìè ïðè êèíåòè÷åñêîì îïè-

ñàíèè, è ôîíîíàìè áûëî âïåðâûå îòìå÷åíî â ìîíîãðàôèè Ôðåíêåëÿ [51], ãäå è

áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ôîíîíà1. Â ìîíîãðàôèè Ôðåíêåëÿ áûëî ïðåäëîæåíî â

êà÷åñòâå êâàçè-÷àñòèö èñïîëüçîâàòü âîëíîâûå ïàêåòû, ò.å. ñîâîêóïíîñòè âîëí ñ

áëèçêèìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè. Âîëíîâûå ïàêåòû, êàê è êâàçè-÷àñòèöû ëîêàëè-

çîâàíû â ïðîñòðàíñòâå è äâèãàþòñÿ ñ ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè. Îäíàêî ïåðåõîä

îò òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ â òåðìèíàõ

âîëíîâûõ ïàêåòîâ â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåí íå áûë. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå

äàííûé ïåðåõîä ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé öåïî÷êè. Ïðèâåäåííûå ðå-

çóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [120].

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé êðèñòàëë, ñîñòîÿùèé èç N îäèíàêî-

âûõ ÷àñòèö, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êðèñòàëëà ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

mv̇i =
n∑

j=−n
Cj(ui+j − ui)− C0ui, vi = u̇i, (3.150)

ãäå Cj = C−j � æåñòêîñòü ñâÿçè ñ ñîñåäîì íîìåð j, C0 � æåñòêîñòü óïðóãîãî

îñíîâàíèÿ, 2n � ÷èñëî ñîñåäåé. Óðàâíåíèÿ (3.150) ðåøàþòñÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ

1Èíîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîíÿòå ôîíîíà áûëî ââåäåíî È.Å. Òàìîì. Îäíàêî â ðàáîòàõ Òàììà íàì óäà-
ëîñü íàéòè òîëüêî ïîíÿòèå óïðóãîãî êâàíòà (�elastischen quanten� [193]), â òî âðåìÿ êàê â ìîíîãðàôèè [51]
èñïîëüçîâàëñÿ èìåííî òåðìèí ôîíîí.
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ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ui = ui+N .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå

ïåðåìåùåíèÿ:

ui0 = 0, vi0 = αi

√
kBT 0

i

m
,

〈
αi

〉
= 0,

〈
αiαj

〉
= δij, (3.151)

ãäå αi � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, T 0
i � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ÷àñòèöû i, kB �

ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ òåïëîâûå

ïîòîêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îòñóòñòâóþò.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé ñèñòåìû (3.150)

ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.151). Îñíîâíîé èññëåäóåìîé âåëè÷è-

íîé ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà öåïî÷êè, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé:

kBTi = m
〈
v2
i

〉
, (3.152)

ãäå
〈
...
〉
� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.150), (3.151) ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëàìè:

ûp =
N−1∑
i=0

uie
−i 2πip

N , ui =
1

N

N−1∑
p=0

ûpe
i 2πip
N , (3.153)

ãäå ûp �Ôóðüå-îáðàç. Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â óðàâíåíèè

äâèæåíèÿ (3.150), ïîëó÷èì:

˙̂vp = −ω2
pûp, ω2

p = 4
n∑
j=1

Cj
m

sin2 πpj

N
+
C0

m
. (3.154)
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Ðåøàÿ äàííîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè (3.151),

è ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ

ñêîðîñòåé:

vi =
1

N

N−1∑
j,p=0

vj0 cos(ωpt)e
i 2π(i−j)p

N . (3.155)

Ïîäñòàíîâêà òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé â ôîðìóëó äëÿ òåìïåðàòóðû

äàåò:

kBTi =
m

N 2

N−1∑
j,p,k,s=0

〈
vj0vk0

〉
cos(ωpt) cos(ωst)e

i 2π(i−j)p
N e−i 2π(i−k)s

N . (3.156)

Çäåñü â ñèëó âåùåñòâåííîñòè ñêîðîñòåé âû÷èñëåíà âåëè÷èíà
〈
viv
∗
i

〉
=
〈
v2
i

〉
, ∗

îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òîæäå-

ñòâîì m
〈
vj0vk0

〉
= kBT

0
j δjk, ñëåäóþùèì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.151). Òîãäà

ôîðìóëà (3.156) ïðèíèìàåò âèä

Ti =
1

N 2

N−1∑
j,p,s=0

T 0
j cos(ωpt) cos(ωst) cos

(
2π

N
(i− j)(p− s)

)
. (3.157)

Ôîðìóëà (3.157) äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû â ïåðèîäè÷åñêîì êðè-

ñòàëëå.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö â ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè2. Òîãäà ôîðìóëà (3.157) ïðèíèìàåò âèä:

Ti =
1

4π2

+∞∑
j=−∞

T 0
j

∫ π

−π

∫ π

−π
cos
(
ω(k1)t

)
cos
(
ω(k2)t

)
cos
(
(i− j)∆k

)
dk1dk2,

ω2(k) = 4
n∑
j=1

Cj
m

sin2 jk

2
+
C0

m
, ∆k = k1 − k2,

(3.158)

Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå òåïëà äëÿ áåñêîíå÷íîé

2Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè âûðàæåíèÿ ïîä ñóììîé â ôîðìóëå (3.157) ñóì-
ìèðîâàíèå ìîæíî âåñòè ïî èíòåðâàëó, ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Â ïðåäåëå äàííûé èíòåðâàë ïðå-
âðàùàåòñÿ â ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
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îäíîìåðíîé öåïî÷êå äàíî ôîðìóëîé (3.158). Áîëüøèíñòâî ïîñëåäóþùèõ ðåçóëü-

òàòîâ âûâîäèòñÿ èç ôîðìóëû (3.158). Ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî âêëàä ÷àñòèöû j

â òåìïåðàòóðó ÷àñòèöû i îïðåäåëÿåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì. Ïîäûíòåãðàëüíîå

âûðàæåíèå äàåò âêëàä âîëí ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè k1, k2. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

âêëàä âîëí ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, îíè ìîãóò ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðîâàòü

äðóã äðóãà. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå îñíîâíîé âêëàä

äàåòñÿ âîëíàìè ñ áëèçêèìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè k1 ≈ k2.

Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïåðåõîäà ê êîíòèíóàëü-

íîìó ïðåäåëó

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå èäåè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïåðåõîäà

îò òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû (3.162) ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

òåìïåðàòóðû T 0
i ñ÷èòàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ïî ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ ñòðî-

ãîé ôîðìóëèðîâêè äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàçäåëèì öåïî÷êó íà ãðóïïû, ñî-

äåðæàùèå ïî 2∆N ÷àñòèö (ñì. ðèñ.3.12). Ñðåäíþþ ÷àñòèöó â ãðóïïå s îáî-

Ðèñ. 3.12: Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â öåïî÷êå.

çíà÷èì js (js+1 = js + 2∆N). Òîãäà ïðåäïîëîæåíèå î ìåäëåííîì èçìåíåíèè

íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé:

T 0
i ≈ T 0

js
, i ∈ [js −∆N + 1; js + ∆N ] , (3.159)
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a∆N � L, (3.160)

∆N � 1. (3.161)

Çäåñü L � õàðàêòåðíûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé ìàñøòàá, íà êîòîðîì ðåøàåòñÿ çà-

äà÷à î ïåðåíîñå òåïëà. Èíûìè ñëîâàìè, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ T 0
i ìåäëåííî

ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ äëèíû ïîðÿäêà a∆N . Ïðè ýòîì âåëè÷èíà a∆N ìàëà ïî

ñðàâíåíèþ ñ L, à ÷èñëî ÷àñòèö ∆N � áîëüøîå.

Ñâÿçü ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé çà-

äà÷è

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ðå-

øåíèÿìè äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé çàäà÷ î ïåðåíîñå òåïëà. Êàê áûëî ïîêà-

çàíî ðàíåå òåïëîâûå ïðîöåññû èìåþò íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ âðåìåííûõ ìàñ-

øòàáîâ. Íà ìàëûõ âðåìåíàõ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ àòîìíûõ êîëåáàíèé

òåìïåðàòóðà êîëåáëåòñÿ ñ âûñîêîé ÷àñòîòîé. Êîëåáàíèÿ âûçâàíû óðàâíèâàíè-

åì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ èçìåíåíèÿ

òåìïåðàòóðû âûçâàíû ïåðåíîñîì òåïëà. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

ðàçäåëåíèå íà áûñòðûå è ìåäëåííûå ïðîöåññû:

Ti = T Fi + T Si , T Fi =
∞∑

j=−∞
T 0
j Fi−j, T Si =

∞∑
j=−∞

T 0
j Si−j,

Fi−j =
1

8π2

∫ π

−π

∫ π

−π
cos
(
(ω(k1) + ω(k2))t

)
cos
(
∆k(i− j)

)
dk1dk2,

Si−j =
1

8π2

∫ π

−π

∫ π

−π
cos
(
(ω(k1)− ω(k2))t

)
cos
(
∆k(i− j)

)
dk1dk2.

(3.162)

Çäåñü T Fi îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû, ñâÿçàííûå ñ óðàâíèâàíèåì ýíåð-

ãèé (áûñòðûé ïðîöåññ), à T Si � ïåðåíîñ òåïëà (ìåäëåííûé ïðîöåññ). Äàëåå áóäåò

ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå (T Si ). Îòìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè T Si = T Fi = 1
2T

0
i .

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåäëåííûì èçìåíåíèåì ôóíêöèè T 0
i (ôîðìóëà (3.159)). Áó-
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äåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçìåíåíèåì ôóíêöèè T 0
i â ïðåäåëàõ êàæäîãî èíòåðâàëà äëè-

íîé 2∆N ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà ôîðìóëà (3.162) ïðèíèìàåò âèä:

T Si =
+∞∑
s=−∞

js+∆N∑
j=js−∆N+1

T 0
j Si−j ≈

+∞∑
s=−∞

T 0
js
g(i− js,∆N)2a∆N,

g(i− js,∆N) =
1

2a∆N

∆N∑
l=−∆N+1

Si−js−l.

(3.163)

Ôóíêöèÿ g(i − js,∆N) îïðåäåëÿåò âêëàä îêðåñòíîñòè òî÷êè js â òåìïåðàòóðó

òî÷êè i. Äàëåå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ åùå îäíèì ïðèáëèæåíèåì è ïåðåïèñàòü

ôîðìóëó (3.163) â âèäå

T Si ≈
+∞∑
s=−∞

T 0
i−jsg(js,∆N)2a∆N. (3.164)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (3.163) è (3.164) ñîâïàäàþò òîëüêî â êîíòèíóàëüíîì

ïðåäåëå (ñì. ôîðìóëó (3.166)).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî a∆N ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêî-

ãî ìàñøòàáà L. Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè T0(x) è gc(x) âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé x

òàêèå, ÷òî

TS(ai) = T Si , T0(ai) = T 0
i , gc

(
ai
)

= lim
a∆N
L →0

g(i,∆N). (3.165)

Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, êîíòèíóàëüíîå ïîëå òåìïåðàòóðû îïðåäåëåíî òîëüêî

â òî÷êàõ, ãäå åñòü ÷àñòèöû. Îïðåäåëåíèå â îñòàëüíûõ òî÷êàõ íå òðåáóåòñÿ â

ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ìåäëåííîì èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû.

Ïðè ñòðåìëåíèè a∆N/L ê íóëþ ñóììà â ôîðìóëå (3.163) ñòðåìèòñÿ ê èíòå-

ãðàëó:

TS(x) =

∫ ∞
−∞

T0(y)gc(x− y)dy =

∫ ∞
−∞

T0(x− y)gc(y)dy. (3.166)
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Ôóíêöèÿ gc ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î áàëëèñòè-

÷åñêîì ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â êîíòèíóàëüíîé ïîñòàíîâêå.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (3.163), (3.165) ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíäàìåíòàëü-

íîå ðåøåíèå êîíòèíóàëüíîé çàäà÷è åñòü ñðåäíåå îò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

äèñêðåòíîé çàäà÷è.

Êîíòèíóàëèçàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ êîíòèíóàëüíîãî ôóíäàìåíòàëü-

íîãî ðåøåíèÿ gc.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.165) êîíòèíóàëüíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-

íèå íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåë ôóíêöèè g, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.163). Ïåðåïè-

øåì ôóíêöèþ g â âèäå:

g(j,∆N) =
1

8π2a

∫ π

−π

∫ π

−π
cos
(
(ω(k1)− ω(k2))t

)
ϕ(j,∆k,∆N)dk1dk2,

ϕ(j,∆k,∆N) =
1

2∆N

∆N∑
l=−∆N+1

cos
(
∆k(j − l)

)
.

(3.167)

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ôóíêöèþ ϕ. Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ:

ϕ =
cos
(
j∆k

)
2∆N

∆N∑
l=−∆N+1

cos (∆kl) +
sin
(
j∆k

)
2∆N

∆N∑
l=−∆N+1

sin (∆kl) . (3.168)

Ïîäñòàíîâêà òîæäåñòâ

∆N∑
l=−∆N+1

cos(∆kl) = cot
∆k

2
sin (∆N∆k) ,

∆N∑
l=−∆N+1

sin(∆kl) = sin (∆N∆k)

(3.169)

â ôîðìóëó (3.168) äàåò èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ ϕ:

ϕ =
∆k

2
sinc(∆N∆k)

[
cot

∆k

2
cos
(
j∆k

)
+ sin

(
j∆k

)]
, (3.170)
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ãäå sincx = sin(x)/x, cotx = cosx/ sinx.

Äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ îñíîâàíû íà ñâîéñòâàõ ôóíêöèè ϕ ïðè áîëüøèõ

∆N . Äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå ïðè ∆k = 0 è ∆k = ±2π, à â îñòàëü-

íûõ òî÷êàõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè ∆N . Ïðè ýòîì òî÷êè ∆k = 0 �

äèàãîíàëü êâàäðàòíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, à òî÷êè ∆k = ±2π � âåðøè-

íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ ∆N îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.167) äàåòñÿ

òî÷êàìè ∆k = 0 (k1 ≈ k2). Òîãäà ïîä èíòåãðàëîì (3.167) ìîæíî ïðîâåñòè ðàç-

ëîæåíèå â ðÿä ïî ∆k:

ω(k1)− ω(k2) ≈ ∆kω′(k1), ω′ =
dω

dk
, ϕ ≈ sinc(∆N∆k) cos

(
j∆k

)
.

(3.171)

ãäå ω′ = dω/dk. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.171) è çàìåíû ïåðåìåííûõ q1 = k1, q2 =

k1 − k2 ôîðìóëà (3.167) ïðèíèìàåò âèä:

g ≈ 1

4π

∫ π

0

[
ψ (j + ω′(q1)t,∆N) + ψ (j − ω′(q1)t,∆N)

]
dq1, (3.172)

ψ =
1

2πa

∫ q1+π

q1−π
cos
(
q2 (j + ω′(q1)t)

)
sinc (q2∆N) dq2. (3.173)

Ôóíêöèÿ ψ � âîëíîâîé ïàêåò, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ cg =

aω′. Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâûå ïàêåòû ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ äèñ-

êðåòíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî èíòåðâàëó 2∆N .

Ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ψ â ñëó÷àå ∆N � 1, a∆N � L.

Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ3

ψ =
1

2πa

∫ q1+π

q1−π
cos
(
q2(j + ω′t)

)
sinc (∆Nq2) dq2 =

=
1

2πa∆N

∫ (q1+π)∆N

(q1−π)∆N

cos
q2(j + ω′t)

∆N
sinc q2dq2 ≈

≈ 1

2πa∆N

∫ +∞

−∞
cos

q2(j + ω′t)

∆N
sinc q2dq2.

(3.174)

3Äëÿ êîíå÷íûõ ∆N èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.173) ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè.
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Çäåñü q1 ∈ [0;π], ω′ = ω′(q1). Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìó-

ëû (3.174) äàåò

ψ ≈


1

2a∆N , a|j + ω′t| < a∆N,

0, a|j + ω′t| > a∆N.
(3.175)

Ôóíêöèÿ ψ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ∆N è q1 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.13. Âèäíî, ÷òî

Ðèñ. 3.13: Âîëíîâîé ïàêåò ψ äëÿ ∆N = 1, 2, 10, 50, q1 = 0 (ñëåâà) è q1 =
0.9π (ñïðàâà). Ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ôóíêöèè ψ ïîêàçàíû òîëüêî çíà÷åíèÿ äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

ïðè ∆N ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ ψ ïðèíèìàåò ôîðìó ïðÿìî-

óãîëüíîãî èìïóëüñà (3.175). Ðèñóíîê 3.13 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

áîëüøå äëÿ ìàëûõ q1.

Âåëè÷èíà a∆N ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì ìàñøòàáîì L. Ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ a∆N � L ôóíêöèÿ ψ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàìåíåíà íà

äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà:

ψ(j + ω′t) ≈ δ
(
a(j + ω′t)

)
. (3.176)

Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó a∆N/L → 0 â ôîðìóëå (3.172), ïîëó÷èì êîíòèíó-
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àëüíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå:

gc(x) =
1

4π

∫ π

−π
δ
(
x+ cg(q)t

)
dq, cg = aω′. (3.177)

Ôîðìóëû (3.172), (3.177) ïîêàçûâàþò, ÷òî êîíòèíóàëüíîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-

øåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ ψ. Â êîíòèíóàëü-

íîì ïðåäåëå âîëíîâûå ïàêåòû ìîæíî çàìåíèòü íà äåëüòà-ôóíêöèè, èìåþùèå

îïðåäåëåííûå ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è äâèæóùèåñÿ ñ ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿ-

ìè, çàâèñÿùèìè îò âîëíîâîãî âåêòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâûå ïàêåòû ìîæíî

àññîöèèðîâàòü ñ êâàçè-÷àñòèöàìè, èñïîëüçóåìûìè ïðè êèíåòè÷åñêîì îïèñàíèè.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè-

÷èíû ïîðÿäêà a∆N , à øèðèíà âîëíîâîãî ïàêåòà â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå (ðàçáðîñ

âîëíîâûõ ÷èñåë âîëí, âõîäÿùèõ â ïàêåò) íàîáîðîò � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-

íà ∆N .

Âðåìÿ æèçíè êâàçè÷àñòèö

Âîëíîâûå ïàêåòû ñîñòîÿò èç âîëí ñ áëèçêèìè, íî íå ðàâíûìè âîëíîâûìè ÷èñ-

ëàìè. Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ ðàçíèöó ìåæäó âîëíîâûìè ÷èñëàìè max(∆k).

Â ñèëó äèñïåðñèè ñêîðîñòè âîëí, âõîäÿùèõ â ïàêåò, ðàçëè÷íû è, ñëåäîâàòåëü-

íî, øèðèíà ïàêåòà ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Ââåäåì �âðåìÿ æèçíè� ïàêåòà (êâàçè-

÷àñòèöû) t∗, îïðåäåëÿåìîå êàê âðåìÿ, çà êîòîðîå ïàêåò óâåëè÷èâàåò ñâîþ øè-

ðèíó íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà a∆N . Äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè ñêîðîñòåé âîëí â ïàêåòå,

ðàññìîòðèì ïåðâóþ èç ôîðìóë (3.171). Â äàííîé ôîðìóëå îòáðîøåíû ñëàãàåìûå

ïîðÿäêà max(ω′′)max(∆k)2t. Ñëåäîâàòåëüíî ðàçíèöà â ñêîðîñòÿõ âîëí èìååò ïî-

ðÿäîê amax(ω′′)max(∆k). Èç ôîðìóëû (3.170) âèäíî, ÷òî max(∆k) ∼ ∆N−1.

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ âðåìåíè æèçíè êâàçè-÷àñòèöû

t∗ ∼
∆N

max(ω′′) max(∆k)
∼ ∆N 2

max(ω′′)
. (3.178)
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Äëÿ ñðåäû áåç äèñïåðñèè âðåìÿ æèçíè áåñêîíå÷íî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî

ïðîïîðöèîíàëüíî ∆N 2. Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ æèçíè çàâèñèò îò ñêîðîñòè èç-

ìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿþùåé âåëè÷èíó ∆N .

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå òåïëîâîé ýíåðãèè

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå òåïëà ïðè ïðîèçâîëüíîì T0(x) ñòðîèòñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.177). Ïîäñòàíîâêà ôîðìó-

ëû (3.177) â èíòåãðàë (3.166) äàåò

TS(x) =
1

4π

∫ +∞

−∞
T0(x− y)

∫ π

−π
δ
(
y + cg(q)t

)
dqdy =

1

4π

∫ π

−π
T0

(
x+ cg(q)t

)
dq.

(3.179)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåíèé (3.159), (3.160), (3.161) â òî÷-

íîì ðåøåíèè (3.162) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå êîíòèíóàëüíîå âûðà-

æåíèå (3.179) äëÿ òåìïåðàòóðû. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ôîðìóëà (3.179) ïðèìåíèìà

òîëüêî äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèÿì (3.159), (3.160), (3.161). Îäíàêî ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî èìååò

ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü è äëÿ ðàçðûâíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàäàííûõ, íàïðè-

ìåð, ôóíêöèåé Õåâèñàéäà (ñì. ðàáîòû [109], [103], [244]).

3.3.5.1 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ î êâàçè-÷àñòèöàõ

Ïðèâåäåííûå âûøå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåõîä îò òî÷íîãî âûðàæåíèÿ

äëÿ òåìïåðàòóðû ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïðåäïîëîæåíèé (3.159), (3.160), (3.161). Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñî-

ñòîèò â ìåäëåííîì èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàíñòâå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì

äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ââîäèòñÿ ìàñøòàá a∆N , áîëüøîé â ñðàâíåíèè ñ øàãîì

ðåøåòêè a è ìàëûé â ñðàâíåíèè ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèì ìàñøòàáîì. Èçìåíåíèå

òåìïåðàòóðû íà ìàñøòàáå a∆N ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì. Â òàêîì ñëó÷àå ìàêðîñêîïè-

÷åñêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñðåäíåãî îò äèñêðåò-

íîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Îñðåäíåíèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âîëíîâûõ
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ïàêåòîâ, ò.å. ãðóïï âîëí ñ áëèçêèìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè. Âîëíîâûå ïàêåòû ëî-

êàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå è äâèæóòñÿ ñ ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè. Äàííûå ôàê-

òû ïîçâîëÿþò èíòåðïðåòèðîâàòü âîëíîâûå ïàêåòû êàê êâàçè-÷àñòèöû.

Ïîêàçàíî, ÷òî êâàçè-÷àñòèöû èìåþò äâà âàæíûõ ñâîéñòâà. Âî-ïåðâûõ, ïî-

ëîæåíèå êâàçè-÷àñòèöû îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ïîðÿäêà a∆N ,

ðàâíîé øèðèíå ïàêåòà. Íàîáîðîò, õàðàêòåðíàÿ øèðèíà âîëíîâîãî ïàêåòà â ïðî-

ñòðàíñòâå Ôóðüå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ∆N . Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëèçàöèè

â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è Ôóðüå-ïðîñòðàíñòâå êîíêóðèðóþò äðóã ñ äðóãîì.

Äàííûé ôàêò íàïîìèíàåò ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè, èñïîëüçóåìûé â êâàíòî-

âîé ìåõàíèêå. Âî-âòîðûõ, äèñïåðñèÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ øèðèíû âîëíîâî-

ãî ïàêåòà ñî âðåìåíåì. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíåòè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåíîñà òåïëà,

îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè êâàçè-÷àñòèö, îñòàåòñÿ âåðíûì â òå÷åíèå íåêîòî-

ðîãî êîíå÷íîãî âðåìåíè ïîðÿäêà âðåìåíè æèçíè êâàçè-÷àñòèö. Ïîêàçàíî, ÷òî

âðåìÿ æèçíè ïðîïîðöèîíàëüíî ∆N 2 (ñì. ôîðìóëó (3.178)). Ïî-âèäèìîìó, íàè-

áîëüøèå ñëîæíîñòè áóäóò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ëîêàëèçîâàííûì íà÷àëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû T0(x). Îäíàêî äàííûé âîïðîñ òðåáóåò äàëüíåé-

øåãî èññëåäîâàíèÿ.

3.3.6 Ïðèìåðû

3.3.6.1 Ïðèìåð. Äâóõàòîìíàÿ öåïî÷êà

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ áàëëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ ýíåðãèè â

ïðîñòåéøåé îäíîìåðíîé äâóõàòîìíîé öåïî÷êå. Ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëà (3.124)

ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âðå-

ìåíè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîöåññå ïåðåíîñà ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-

íûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, äàæå

åñëè èçíà÷àëüíî îíè çàäàíû ðàâíûìè.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõàòîìíàÿ öåïî÷êà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ìàññàìè m1, m2 è

æåñòêîñòÿìè c1, c2 (ñì. ðèñ. 2.5). Öåïî÷êà ñîñòîèò è äâóõ ïîäðåøåòîê, ñîäåðæà-

ùèõ ÷àñòèöû ìàññû m1 è m2.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå (3.102). Ýëåìåíòàðíûå

ÿ÷åéêè íóìåðóþòñÿ èíäåêñîì j. Ðàäèóñ-âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè j çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé

xj = xje, xj = a
(
j − nc

2

)
, (3.180)

ãäå a � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàðíûìè ÿ÷åéêàìè; e � åäèíè÷-

íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü öåïî÷êè; nc � ïîëíîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ

ÿ÷ååê â ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè. Êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû.

Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö èç ÿ÷åéêè j èìåþò âèä

uj = u(xj) =
[
u1j u2j

]>
, (3.181)

ãäå u1j, u2j � ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

Müj = C1uj+1 +C0uj +C−1uj−1,

M =

m1 0

0 m2

 , C0 =

−c1 − c2 c1

c1 −c1 − c2

 , C1 = C>−1 =

 0 0

c2 0

 .
(3.182)

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íó-

ëåâûå ïåðåìåùåíèÿ. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê

ðàâíû (T 0
11 = T 0

22 = T0), ò.å. T 0(xj) = T0(xj)E. Ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ äëÿ ÷àñòèö èìåþò âèä:

u1j = u2j = 0, u̇1j = βj

√
2

m1
T0(xj), u̇2j = γj

√
2

m2
T0(xj), (3.183)
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ãäå βj, γj � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, ò.å.
〈
βj

〉
=
〈
γj

〉
= 0,

〈
β2
j

〉
=
〈
γ2
j

〉
= 1,〈

βiγj

〉
= 0 äëÿ âñåõ i, j.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âû÷èñëÿþòñÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ìàòðèöà P

è ãðóïïîâûå ñêîðîñòè, âõîäÿùèå â ôîðìóëó (3.124) äëÿ ìàòðèöû T .

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.108). Ïîäñòàâëÿÿ âû-

ðàæåíèÿ (3.182) äëÿ ìàòðèöM ,Cα, α = 0,±1 â ôîðìóëó (3.108), ïîëó÷èì

Ω =

 c1+c2
m1

−c1+c2e
−ip

√
m1m2

−c1+c2e
ip

√
m1m2

c1+c2
m2

 , k = pb̃, b̃ =
e

a
, (3.184)

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð; p ∈ [0; 2π]. Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöûΩ

äàåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

ω2
1,2(p) =

ω2
max

2

1±

√
1−

16c1c2 sin2 p
2

m1m2ω4
max

 , ω2
max =

(c1 + c2)(m1 +m2)

m1m2
,

(3.185)

ãäå èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñ â ñêîáêàõ. Ôóíêöèè ω1(p), ω2(p) íàçû-

âàþòñÿ îïòè÷åñêîé è àêóñòè÷åñêîé âåòêàìè äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ω1,2/ωmax îäèíàêîâî çàâèñÿò îò m1/m2 è c1/c2.

Ãðóïïîâûå ñêîðîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ (3.125). Ïðîåêöèÿ ãðóï-

ïîâîé ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå öåïî÷êè ïðè p ∈ (0; 2π) èìååò âèä

vjg = a
dωj
dp

, v1
g =

c1c2a sin p

m1m2ω1(ω2
1 − ω2

2)
, v2

g =
c1c2a sin p

m1m2ω2(ω2
1 − ω2

2)
. (3.186)

Çäåñü ωj � íåîòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòîòà â ôîðìóëå (3.185). Ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïî-
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âàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

v∗ = max
p,j

(
|vjg|
)

= a

√
c1c2

(c1 + c2)(m1 +m2)
. (3.187)

Âû÷èñëèì ìàòðèöó P , âõîäÿùóþ â ôîðìóëû (3.124). Ïî îïðåäåëåíèþ ñòîëá-

öû ìàòðèöû P ðàâíû íîðìèðîâàííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äèíàìè÷åñêîé

ìàòðèöû Ω. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû d1,2, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñ-

ëàì ω2
1, ω

2
2, èìåþò âèä:

d1,2 =

[
1− m1

m2
±
√(

1− m1

m2

)2

+ 4|g|2m1

m2
−2g

√
m1

m2

]>
, g =

c1 + c2e
ip

c1 + c2
.

(3.188)

Íîðìèðîâêà d1,2 äàåò ñòîëáöû ìàòðèöû P .

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ôîðìóëû (3.185), (3.188) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê T11, T22.

Ñòóïåí÷àòîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ýíåðãèè âèäà

T 0(x) = T0(x)E, T0(x) = Tb + ∆TH(x). (3.189)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.189) íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê â êàæäîé

òî÷êå ðàâíû. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ∆T = Tb. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè çà-

äà÷è âåëè÷èíà ∆T/Tb êà÷åñòâåííî íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû. Íàïðîòèâ, â íåëè-

íåéíûõ öåïî÷êàõ ∆T/Tb � âàæíûé äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé,

íàñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ïðîöåññ ïåðåíîñà ýíåðãèè â äâóõ

÷àñòÿõ öåïî÷êè.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåíîñå ýíåðãèè â öåïî÷êå ñ íà÷àëüíûì

ïîëåì (3.189) äàíî ôîðìóëàìè (3.134), (3.143). Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëû â

ôîðìóëàõ (3.134), (3.143) çàìåíÿþòñÿ íà ñóììû Ðèìàíà. Èíòåðâàë èíòåãðèðî-

âàíèÿ äåëèòñÿ íà 2 · 104 îäèíàêîâûõ ó÷àñòêîâ. Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóë (3.134),
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(3.143) ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äè-

íàìèêè ðåøåòêè (3.182) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.183), (3.189). ×èñëåííîå èí-

òåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìåòîäà leap-frog

ñ øàãîì ïî âðåìåíè, ðàâíûì 5 ·10−3τmin. Èç ôîðìóë (3.134), (3.143) ñëåäóåò, ÷òî

êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ìåíÿþòñÿ ñàìîïîäîáíûì îáðàçîì,

ò.å. çàâèñÿò òîëüêî îò x/t. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü àíàëèòè÷åñêèå

è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Äàëåå ñðàâíåíèå ïðîâîäèò-

ñÿ ïðè t = 500τmin, ãäå τmin = 2π/ωmax, ωmax îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.185).

ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè öåïî÷êè ñîñòîèò èç 104 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê. Â ïðîöåññå

ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè T11, T22 â êàæäîé ÿ÷åéêå j:

2T11(xj) = m
〈
u̇2

1j

〉
r
, 2T22(xj) = m

〈
u̇2

2j

〉
r
, (3.190)

ãäå
〈
...
〉
r
� îïåðàòîð îñðåäíåíèÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè. Â íàñòîÿùåì ïðèìåðå ÷èñëî ðåàëèçàöèé ñîñòàâëÿåò 7 · 104. Ýíåðãèè

ïîäðåøåòîê T11, T22 â ìîìåíò âðåìåíè t = 500τmin äëÿ m2 = 2m1, c1 = c2

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.14. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî

ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàìè (3.134), (3.143). Âèäíî, ÷òî ýíåðãèè

ïîäðåøåòîê â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ãðàôèêà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíè âñþäó îäèíàêîâû. Äàííûé ôàêò

ïðåäñêàçûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (3.134), (3.143).

Ðàçëè÷èå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîäðåøåòîê â ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å î ïåðå-

íîñå ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå òàêæå áûëî îáíàðóæåíî â ðàáîòàõ [89, 90].

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ýíåð-

ãèè ïîäðåøåòîê òàêæå ðàçëè÷íû.

Ñèíóñîèäàëüíûé ïðîôèëü íà÷àëüíîé ýíåðãèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòóõàíèå ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ

íà÷àëüíîé ýíåðãèè (3.145) â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå. Ïðè ýòîì, êàê è â ïðåäûäó-
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Ðèñ. 3.14: Ñòóïåí÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â öåïî÷êå ïðè m2 = 2m1, c1 = c2.
Ïîêàçàíû ýíåðãèè ïîäðåøåòîê T11 (ñïëîøíàÿ êðàñíàÿ ëèíèÿ è êâàäðàòû) è
T22 (ïóíêòèðíàÿ ãîëóáàÿ ëèíèÿ è êðóãè) â ìîìåíò âðåìåíè t = 500τmin. Ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ (3.143). Êâàäðàòû è êðóãè � ðåçóëüòàò
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè.

ùåì ïàðàãðàôå, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýíåðãèè ïîäðåøåòîê T11, T22 îòëè÷àþòñÿ. Íà-

÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååò âèä:

T 0(x) = T0(x)E, T0(x) = Tb + ∆T sin
2πx

L
, (3.191)

ãäå L � ðàçìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè; ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ïðè ∆T = Tb/2. Îò-

ìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.191) íà÷àëüíûå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè

ïîäðåøåòîê â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ñîâïàäàþò. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå äàííîé çàäà÷è äàíî ôîðìóëîé (3.146). Ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îñòàåòñÿ ñèíóñîèäàëü-

íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ìàòðèöó A, îïðåäåëåííóþ ôîð-

ìóëîé (3.148). Ýëåìåíòû A11, A22 äàííîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò àìïëèòóäàì

ýíåðãèé ïîäðåøåòîê T11, T22. Äàëåå èññëåäóåòñÿ çàòóõàíèå äàííûõ àìïëèòóä.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöûA äàíî ôîðìóëîé (3.149). Äëÿ ðàñ-

÷åòà ïî ôîðìóëå (3.149) èíòåãðàëû â íåé çàìåíÿþòñÿ íà ñóììû. Ïðè ýòîì èíòåð-

âàë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà 103 îäèíàêîâûõ îòðåçêîâ. Íèæå ïðîâîäèòñÿ
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ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå ôîðìóëû (3.149), ñ ÷èñëåííûì ðå-

øåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè öåïî÷êà ñîñòîèò

èç 104 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ (3.182) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.183), (3.191) ðåøàþòñÿ ÷èñëåí-

íî. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòðèöà A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.148), ãäå

èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ íà ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì, à ýíåð-

ãèè ïîäðåøåòîê âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.190). Ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå A

óñðåäíÿåòñÿ ïî 102 ðåàëèçàöèÿì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ îäèíàêîâîé

òî÷íîñòè â íàñòîÿùåì ïðèìåðå òðåáóåòñÿ ìåíüøå ðåàëèçàöèé, ÷åì â çàäà÷å, ðàñ-

ñìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôîðìóëà (3.148)

ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå îñðåäíåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó, ïîâûøàþùåå òî÷íîñòü.

Àìïëèòóäû A11, A22 êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé T11, T22 äëÿ m2 = 2m1, c1 = c2 ïîêà-

çàíû íà ðèñ. 3.15, 3.16. Ãðàôèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ïðèáëèæåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè

ôîðìóëàìè (3.149).

Ðèñ. 3.15: Àìïëèòóäà A11 ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öå-
ïî÷êå (m2 = 2m1, c1 = c2) íà ìàëûõ âðåìåíàõ (ñëåâà) è áîëüøèõ âðåìåíàõ (ñïðà-
âà). Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.149) (ëèíèÿ) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (êâàäðàòû). Çäåñü v∗ � ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (3.187).

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîä-

ðåøåòîê ïðè t > 0 îòëè÷àþòñÿ (T11 6= T22), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íà÷àëüíûé
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Ðèñ. 3.16: Àìïëèòóäà A22 ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîôèëÿ ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé
öåïî÷êå (m2 = 2m1, c1 = c2) íà ìàëûõ âðåìåíàõ (ñëåâà) è áîëüøèõ âðåìå-
íàõ (ñïðàâà). Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.149) (ëèíèÿ) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (òðåóãîëüíèêè). Çäåñü v∗ � ìàêñèìàëüíàÿ ãðóïïîâàÿ ñêî-
ðîñòü (3.187).

ìîìåíò âðåìåíè îíè ðàâíû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàòóõàíèå ýíåðãèé ïðîèñõîäèò

íåìîíîòîííî.

3.3.6.2 Ïðèìåð. Ãðàôåí (ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ)

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ áàëëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ ýíåðãèè â ðå-

øåòêå ãðàôåíà (ñì. ðèñ. 3.17). Ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî êîëåáàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ

âûõîäîì èç ïëîñêîñòè ëèñòà. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãðàôåíîâûé ëèñò ïðåä-

âàðèòåëüíî íàòÿíóò [7, 13, 74]. Êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè ëèñòà ìîãóò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ îòäåëüíî, ò.ê. â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îíè íå ïåðåâÿçàíû ñ ïîïå-

ðå÷íûìè êîëåáàíèÿìè. Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ïðîäåìîíñòðèðîâàòü àíèçîòðîïèþ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè â ðåøåòêå

ãðàôåíà. Òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû (3.124) îïèñûâàþò ïåðåíîñ ýíåð-

ãèè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Äîïîëíèòåëüíî àíàëèçèðóþòñÿ âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ

è îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïåðåíîñ ýíåðãèè.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ðàñòÿíóòîãî ãðàôåíîâî-

ãî ëèñòà çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå. Ðåøåòêà ãðàôåíà èçîáðàæåíà íà ðè-

ñóíêå 3.17. Ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå ïî äâå ÷àñòèöû ïîìå÷åíû ïàðîé

èíäåêñîâ i, j. Áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè b1,b2 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â äåêàðòîâîì

Ðèñ. 3.17: Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê â ãðàôåíå. Çäåñü b1, b2 � áàçèñíûå
âåêòîðû ðåøåòêè. ×àñòèöû äâèæóòñÿ âäîëü íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ðåøåòêè. Îñè
x, y ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì çèãçàã è êðåñëî.

áàçèñå ñëåäóþùèì îáðàçîì

b1 =

√
3a

2

(
i +
√

3j
)
, b2 =

√
3a

2

(√
3j− i

)
, (3.192)

ãäå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âäîëü îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî; a

� ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ÷àñòèöàìè. Âåêòîð b1 ñîåäèíÿåò

öåíòðû ÿ÷ååê i, j è i + 1, j. Âåêòîð b2 ñîåäèíÿåò öåíòðû ÿ÷ååê i, j è i, j + 1.

Ðàäèóñ-âåêòîð ÿ÷åéêè i, j ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû:

xi,j = ib1 + jb2. (3.193)

Êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû (ïåðåìåùåíèå ïî íîðìàëè ê
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ïëîñêîñòè ðåøåòêè). Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè i, j îáðàçóþò

ñòîëáåö:

ui,j = u(xi,j) =
[
u1
i,j u2

i,j

]>
, (3.194)

ãäå u1
i,j, u

2
i,j � ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ äâóì ïîäðåøåòêàì.

Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè i, j. Êàæäàÿ ÷àñòèöà

ñâÿçàíà ñ òðåìÿ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ëèíåéíûìè ïðóæèíêàìè, îáîçíà÷åííû-

ìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 3.17). Ðàâíîâåñíàÿ äëèíà ïðóæèíêè ìåíüøå íà÷àëüíîãî

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, èíûìè ñëîâàìè ïðóæèíêè èçíà÷àëüíî ðàñòÿ-

íóòû. Ïðè îòñóòñòâèè íàòÿæåíèÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ãðàôåíà ñòàíîâÿòñÿ

ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè [11]. Æåñòêîñòü ïðóæèíêè, îïðåäåëÿåìóþ ñèëîé íà-

òÿæåíèÿ ëèñòà, áóäåì îáîçíà÷àòü c. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

Müi,j = C2ui,j+1 +C1ui+1,j +C0ui,j +C−1ui−1,j +C−2ui,j−1,

M = mE, C0 =

−3c c

c −3c

 , C1 = C2 =

0 0

c 0

 , . (3.195)

Çäåñü C−1 = C>1 , C−2 = C>2 ; m � ìàññà ÷àñòèöû.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå ñêîðîñòè è íóëåâûå

ïåðåìåùåíèÿ. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî ïóíêòà ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì

ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëüíûå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê ðàâíû (T 0
11 = T 0

22 = T0):

T 0(xi,j, yi,j) = T0(xi,j, yi,j)E, (3.196)

ãäå xi,j, yi,j � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âåêòîðà xi,j. Ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ äëÿ ÷àñòèö èìåþò âèä:

u1
i,j = u2

i,j = 0, u̇1
i,j = βi,j

√
2

m
T0(xi,j, yi,j), u̇2

i,j = γi,j

√
2

m
T0(xi,j, yi,j), (3.197)

ãäå βi,j, γi,j � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
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åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, ò.å.
〈
βi,j

〉
=
〈
γi,j

〉
= 0,

〈
β2
i,j

〉
=
〈
γ2
i,j

〉
= 1,

〈
βi,jγs,p

〉
=

0 äëÿ âñåõ i, j, s, p. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçìåíåíèå ïîëÿ ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè T = 1
2 (T11 + T22) âî âðåìåíè.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è ãðóïïîâûå ñêîðîñòè

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå âû÷èñëÿþòñÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ïîëÿðèçàöèîí-

íàÿ ìàòðèöà P (ñì. ôîðìóëó (3.110)) è ãðóïïîâûå ñêîðîñòè.

Äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.108). Ïîäñòàíîâêà

âûðàæåíèé (3.195) äëÿ ìàòðèöM ,Cα, α = 0;±1;±2 â ôîðìóëó (3.108) äàåò

Ω = ω2
∗

 3 −1− e−ip1 − e−ip2

−1− eip1 − eip2 3

 , p1 = k · b1, p2 = k · b2,

(3.198)

ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð; ω2
∗ = c

m ; p1, p2 ∈ [0; 2π] � áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû

âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ω2
1, ω

2
2 ìàòðèöû Ω îïðåäåëÿþò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå-

íèå ðåøåòêè. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äàåò:

ω2
1,2 = ω2

∗ (3±R(p1, p2)) , R(p1, p2) =
√

3 + 2 (cos p1 + cos p2 + cos (p1 − p2)),

(3.199)

ãäå èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ïëþñ. Ôóíêöèè ω1(p1, p2), ω2(p1, p2) íàçûâàþò-

ñÿ îïòè÷åñêîé è àêóñòè÷åñêîé äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî.

Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Ω äàþò ñòîëáöû ïîëÿðèçàöè-

îííîé ìàòðèöû P :

P =
1√
|b|2 + b2

 |b| |b|
−b b

 , b = 1 + eip1 + eip2. (3.200)

Ãðóïïîâûå ñêîðîñòè v1
g,v

2
g äëÿ p1, p2 ∈ (0; 2π) âû÷èñëÿþòñÿ ïî îïðåäåëå-
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íèþ (3.125):

vjg =
∂ωj
∂k

=
∂ωj
∂p1

b1 +
∂ωj
∂p2

b2,

∂ω1

∂p1
=
−ω2
∗ (sin p1 + sin(p1 − p2))

2ω1R(p1, p2)
,

∂ω2

∂p1
=
ω2
∗ (sin p1 + sin(p1 − p2))

2ω2R(p1, p2)
,

∂ω1

∂p2
=
−ω2
∗ (sin p2 − sin(p1 − p2))

2ω1R(p1, p2)
,

∂ω2

∂p2
=
ω2
∗ (sin p2 − sin(p1 − p2))

2ω2R(p1, p2)
.

(3.201)

Çäåñü ω1 ≥ 0, ω2 ≥ 0; ôóíêöèÿ R(p1, p2) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.199); áàçèñíûå

âåêòîðû b1,b2 çàäàíû ôîðìóëîé (3.192).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (3.201) ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àêóñòè÷åñêîé è îïòè÷åñêîé âåòêàì äèñ-

ïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, èìåþò âèä:

max
p1,p2

|v1
g| ≈ 0.448v∗, max

p1,p2

|v2
g| ≈ 0.897v∗, v∗ = ω∗a. (3.202)

Äàëåå ôîðìóëû (3.198), (3.199), (3.200), (3.201) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ

áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè.

Êðóãîâîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè. Àíèçîòðîïèÿ ïåðåíîñà

ýíåðãèè

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå äåìîíñòðèðóåòñÿ àíèçîòðîïèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ïåðåíîñà

ýíåðãèè â ãðàôåíå. Òàêæå àíàëèçèðóþòñÿ âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ

êîëåáàíèé â ïåðåíîñ ýíåðãèè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èìååò ïîñòîÿííîå çíà-

÷åíèå T1 â êðóãå ðàäèóñà R è ðàâíà íóëþ âíå êðóãà:

T 0 = T0(x, y)E, T0(x, y) =

T1, x2 + y2 ≤ R2,

0, x2 + y2 > R2.
(3.203)
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Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ R = 10a. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ òàêèì

ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîé ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.135). Èíòåãðà-

ëû â ôîðìóëå (3.135) áåðóòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé

àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà 300 × 300

îäèíàêîâûõ êâàäðàòíûõ ÿ÷ååê.

Â êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòíûé ãðàôåíîâûé

ëèñò ñ äëèíîé ñòîðîíû L = 300a. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ðåøåòêè (3.195) ñ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.197), (3.203) ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-

òîäà leap-frog ñ øàãîì ïî âðåìåíè 5 · 10−3τ∗, τ∗ = 2π/ω∗. Êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè

âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê T (xi,j, yi,j) â ìîìåíò âðåìåíè t = 20τ∗ âû÷èñëÿþòñÿ

ïî ôîðìóëå

T (xi,j, yi,j) =
1

2
m
〈(
u̇1
i,j

)2
+
(
u̇2
i,j

)2
〉
r
, (3.204)

ãäå îñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ðåàëèçàöèÿì ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè. Ìîìåíò âðåìåíè t = 20τ∗ âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîëåáàíèÿìè, ñâÿ-

çàííûìè ñ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ìåæäó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé,

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, îñðåäíåííûå ïî 10, 102, 103 è

104 ðåàëèçàöèé, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.18. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ðåàëèçàöèé ðå-

çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñõîäÿòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, çà-

äàííîìó ôîðìóëîé (3.135). Äëÿ 104 ðåàëèçàöèé àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå

ðåçóëüòàòû âèçóàëüíî íåðàçëè÷èìû.

Ðèñóíîê 3.18 ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ôðîíò ýíåðãèè èìååò ôîðìó

îêðóæíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (3.141) è ïðèíöèïó Ãþéãåíñà. Â òî æå

âðåìÿ ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èìååò ñèììåòðèþ ðåøåòêè; èíûìè ñëîâàìè,

ïåðåíîñ ýíåðãèè ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïåí.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.135) ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ

âêëàäàìè àêóñòè÷åñêèõ è îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Äàííûå âêëàäû ïîêàçàíû íà

ðèñ. 3.19. Ñêîðîñòè àêóñòè÷åñêèõ âîëí áîëüøå, ÷åì îïòè÷åñêèõ (ñì. íàïðèìåð

ôîðìóëó (3.202)). Ïîýòîìó ôðîíò íà ëåâîì ðèñóíêå ïðîäâèíóëñÿ äàëüøå 3.19.
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Ðèñ. 3.18: Ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ãðàôåíå â ìîìåíò âðåìåíè t = 20τ∗. Ïî-
êàçàíû ðåçóëüòàòû îñðåäíåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî 10, 102, 103, 104 ðåàëèçà-
öèé. Íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà T1 âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R = 10a
è ðàâíà íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ (ñì. ôîðìóëó (3.203)). Öâåòîâàÿ øêàëà ïîêà-
çûâàåò T/T1.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3.135) îïèñûâàåò àíèçîòðîïíûé ïåðåíîñ ýíåðãèè

â ãðàôåíå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Â îòëè÷èå îò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ôîð-

ìóëà (3.135) ïîçâîëÿåò ïî îòäåëüíîñòè àíàëèçèðîâàòü âêëàä àêóñòè÷åñêèõ è

îïòè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ñòóïåí÷àòîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòàêò äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ íà÷àëü-

íûìè ýíåðãèÿìè Tb è 2Tb (ñì. ôîðìóëó (3.142)). Ýíåðãèè ïîäðåøåòîê â êàæäîé

òî÷êå ðàâíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû åùå ðàç ïðîäåìîíñòðèðîâàòü àíèçîòðîïèþ ïåðåíî-

ñà ýíåðãèè â ãðàôåíå, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâå çàäà÷è ñ ïðîôèëÿìè â íàïðàâëåíèÿõ
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Ðèñ. 3.19: Âêëàäû àêóñòè÷åñêèõ (ñëåâà) è îïòè÷åñêèõ (ñïðàâà) êîëåáàíèé â ïå-
ðåíîñ ýíåðãèè â ãðàôåíå ïðè t = 20τ∗. Íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâ-
íà T1 âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R = 10a è ðàâíà íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ (ñì.
ôîðìóëó (3.203)). Çíàê ïëþñ îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ðàâíî ñóììå ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àêóñòè÷åñêèì è îïòè÷åñêèì êî-
ëåáàíèÿì. Öâåòîâàÿ øêàëà ïîêàçûâàåò T/T1.

çèãçàã (x) è êðåñëî (y):

T 0 = T0(x, y)E, T0(x, y) = Tb (1 +H(x)) or T0(x, y) = Tb (1 +H(y)) .

(3.205)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîé êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè äàíî ôîðìóëîé (3.144).

Äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóë (3.144) ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ÷èñëåííûì ðåøå-

íèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè. Ôîðìóëà (3.144) ïîêàçûâàåò, ÷òî íà áîëü-
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øèõ âðåìåíàõ ðåøåíèå àâòîìîäåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ïîëå ýíåðãèè â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ âûáðàí ìîìåíò âðå-

ìåíè t = 20τ∗. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ãðàôåíîâîãî ëèñòà, ñîäåðæàùå-

ãî 301×348 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê. ×àñòèöû èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå ñêîðî-

ñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (3.205), è íóëåâûå

ïåðåìåùåíèÿ. Â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå

Ðèñ. 3.20: Ïåðåíîñ ýíåðãèè â ãðàôåíå ïðè ñòóïåí÷àòîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè. Ïîêàçàíû ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè ýíåðãèè â íàïðàâëå-
íèÿõ x (ñïëîøíàÿ êðàñíàÿ ëèíèÿ) è y (ïóíêòèðíàÿ ãîëóáàÿ ëèíèÿ) â ìîìåíò
âðåìåíè t = 19.5τ∗. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.144) (ëèíèè) è ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (êâàäðàòû è êðåñòû). Çäåñü v∗ = ω∗a.

óñëîâèÿ. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè âñåõ

ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê. Ðåçóëüòàòû îñðåäíÿþòñÿ ïî 1.5 · 103 ðåàëèçàöèé ñî ñëó-

÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íà-

ïðàâëåíèÿõ x è y ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.20. Âèäíî, ÷òî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñ

âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè (3.124).

Ñèíóñîèäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòóõàíèå ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (3.145) â ãðàôåíå. Èññëåäóåòñÿ àíèçîòðî-
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ïèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ ñ êèíå-

òè÷åñêèìè ýíåðãèÿìè, ìåíÿþùèìèñÿ â íàïðàâëåíèÿõ çèãçàã (x) è êðåñëî (y):

T 0 = T0(x, y)E, T0(x, y) = Tb + ∆T sin
2πx

L
or T0(x, y) = Tb + ∆T sin

2πy

L
,

(3.206)

ãäå L � ðàçìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, ∆T = Tb/2.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ïîëåì êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè (3.206) äàíî ôîðìóëîé (3.146). Ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîôèëü êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè îñòàåòñÿ ñèíóñîèäàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî âû÷èñ-

ëèòü àìïëèòóäó, A, (ñì. ôîðìóëó (3.148)). Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ A

äàíî âòîðîé èç ôîðìóë (3.149). Èíòåãðàëû â ôîðìóëå (3.149) áåðóòñÿ ÷èñëåí-

íî. Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà 200× 200 îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ,

â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ôîðìóëû (3.149) ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ðåçóëü-

òàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè. ×àñòèöû èìåþò

ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòó-

ðû (3.206). Íà÷àëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ðàâíû íóëþ. Â îáîèõ íàïðàâëå-

íèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè

ñîäåðæèò 200 × 232 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ âû÷èñëÿ-

åòñÿ àìïëèòóäà ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ A (ñì. ôîðìóëó (3.148)):

A =
2

L2

∫ L

0

∫ L

0

T (x, y) sin
2πx

L
dxdy or A =

2

L2

∫ L

0

∫ L

0

T (x, y) sin
2πy

L
dx.

(3.207)

Èíòåãðàë â ôîðìóëå (3.207) çàìåíÿåòñÿ ñóììîé ïî ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì. Çà-

âèñèìîñòü áåçðàçìåðíîé àìïëèòóäû, A/∆T , îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè, c∗t/L,

ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.21. Êàæäûé êðóã íà ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó ïî ðå-

àëèçàöèÿì. Ðèñóíîê 3.21 ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.149) ïðàê-

òè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Èçìåíåíèÿ êè-

íåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿì â íàïðàâëåíèÿõ x è y,
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Ðèñ. 3.21: Àìïëèòóäà, A, ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
â ãðàôåíå íà ìàëûõ âðåìåíàõ (ñëåâà) è áîëüøèõ âðåìåíàõ (ñïðàâà). Ïîêàçàíû
ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè ýíåðãèè â íàïðàâëåíèÿõ çèãçàã (êðàñ-
íàÿ ëèíèÿ) è êðåñëî (ãîëóáàÿ ëèíèÿ). Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.149) (ëèíèè)
è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè (êâàäðàòû è òðåóãîëü-
íèêè). Çäåñü v∗ = ω∗a.

ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ïðè t ≤ L/v∗ è ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ïðè t > L/v∗.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (3.149) ïîêàçûâàåò, ÷òî çàòóõàíèå

àìïëèòóäû ñèíóñîèäàëüíîãî ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íàïðàâëåíèÿõ çèãçàã

è êðåñëî íåìîíîòîííî. Ñõîæåå íåìîíîòîííîå çàòóõàíèå áûëî îáíàðóæåíî ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîì ãðàôèòå [80] ïðè òåìïåðàòóðàõ Tb ∼ 100K

è ðàçìåðàõ ïîðÿäêà L ∼ 1µm. Êðîìå òîãî, êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ïðîÿâ-

ëÿåòñÿ àíèçîòðîïèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè � çàòóõàíèå âîçìóùåíèé â íàïðàâëåíèÿõ

çèãçàã è êðåñëî îïèñûâàåòñÿ ðàçíûìè ôóíêöèÿìè.

3.3.7 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.3

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ ïîëó÷åíû ôîðìóëû (3.124), (3.135), ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþùèå

èçìåíåíèå ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â áåñêîíå÷íûõ ëèíåéíûõ ñëîæíûõ ðåøåò-

êàõ, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ èìååò ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.
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Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà, õàðàêòåðèçóþùàÿ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ðàç-

ëè÷íûå õàðàêòåðíûå âðåìåíà.

Íà ìàëûõ âðåìåíàõ ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ òî÷êàõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìûì. Â êàæäîé òî÷êå

êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åé-

êè, ñîâåðøàþò âûñîêî÷àñòîòíûå çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ è â îáùåì ñëó÷àå ñòðå-

ìÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèÿì. Êîëåáàíèÿ âûçâàíû ïåðåõîäíûìè

ïðîöåññàìè, îïèñàííûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå: óðàâíèâàíèåì êèíåòè÷åñêîé è

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî ñòåïå-

íÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Â áåñêîíå÷íûõ êðèñòàëëàõ êîëåáàíèÿ çàòó-

õàþò íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà 100 ïåðèîäîâ êîëåáàíèé àòîìîâ. Â êîíå÷íûõ êðè-

ñòàëëàõ ïîëíîå çàòóõàíèå íå ïðîèñõîäèò è íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå òåïëîâîãî ýõà,

ââåäåííîå â ðàáîòå [156].

Èçìåíåíèå ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ñâÿçàíî ñ áàë-

ëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì ýíåðãèè. Êàê è â ñêàëÿðíûõ ðåøåòêàõ, ïîëå êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè âîëí,

èìåþùèõ ôîðìó íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè è ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ

ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò âîëíîâîãî âåêòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî,

ôîðìóëû (3.124), (3.135) ÿâíî äåìîíñòðèðóþò âîëíîâóþ ïðèðîäó ïåðåíîñà ýíåð-

ãèè â áàëëèñòè÷åñêîì ðåæèìå.

Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíûå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíÿì

ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíû.

Áîëåå òîãî, îíè íå ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè ðàâíîâåñíûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷àþ-

ùèìèñÿ â îäíîðîäíîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê,

äî êîòîðûõ äîõîäèò âîçìóùåíèå, ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûì (ñì.

íàïðèìåð, ðèñóíêè 3.14, 3.15, 3.16). Ôîðìóëà (3.124) äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

èìååò òî æå ñâîéñòâî, ÷òî è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ: îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-

òåëüíî çàìåíû t íà −t. Â òî æå âðåìÿ ïðîöåññû â áåñêîíå÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ
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êðèñòàëëàõ íåîáðàòèìû.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [117,

120].

3.4 Ïîäâîä ýíåðãèè â öåïî÷êó íà óïðóãîì îñíî-

âàíèè

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, ïðè êî-

òîðîé íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â óïðóãîì òâåðäîì òåëå

çàäàâàëîñü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çà ñ÷åò ñëó÷àéíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé öåïî÷êè íà óïðóãîì îñíîâà-

íèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïîäâîäà ýíåðãèè â ñèñòåìó ïðè êèíåìàòè÷åñêîì

è ñèëîâîì íàãðóæåíèè.

3.4.1 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîäâîäå ýíåðãèè â ãàðìîíè÷åñêóþ öåïî÷êó, ñîñòîÿùóþ

èç îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè K > 0 è íàõîäÿ-

ùóþñÿ íà óïðóãîì îñíîâàíèè ñ æåñòêîñòüþ k > 0. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ñîäåðæèò N ÷àñòèö,

ïðîíóìåðîâàííûõ èíäåêñîì n = 0, .., N − 1.

Ðèñ. 3.22: Ïåðèîäè÷åñêàÿ ÿ÷åéêà, ñîäåðæàùàÿ N = 7 ÷àñòèö.
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Îòìåòèì, ÷òî â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå êî-

ëåáàíèÿ ðàñòÿíóòîé öåïî÷êè îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå óðàâíåíèåì, ïîýòîìó

ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîèõ âèäîâ êîëåáàíèé.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó � ñèëîâîé è êèíåìàòè÷å-

ñêèé. Ïðè ñèëîâîì âîçäåéñòâèè ê ÷àñòèöå n = 0 ïðèêëàäûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ

âíåøíÿÿ ñèëà ñ àìïëèòóäîé Af è ÷àñòîòîé ω. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö

èìåþò âèä

mün = K(un+1 − 2un + un−1)− kun + Af sin(ωt)δn, (3.208)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû; δ0 = 1 è δn = 0 äëÿ n 6= 0.

Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ÷àñòèöà n = 0 ïåðåìåùàåòñÿ ïî çà-

êîíó:

u0 = Ad sin(ωt). (3.209)

Äâèæåíèå îñòàëüíûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

mün = K(un+1 − 2un + un−1)− kun, n 6= 0. (3.210)

Ïðè îáîèõ òèïàõ íàãðóæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è

ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

un = 0, u̇n = 0, un = un+N . (3.211)

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ öåïî÷êè ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîä-

ñòàíîâêè un = Aei(Ωt+pn):

Ω2(p) = ω2
min +

(
ω2

max − ω2
min

)
sin2 p

2
, ω2

min =
k

m
, ω2

max =
4K + k

m
. (3.212)
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü vg èìååò âèä:

vg =

∣∣∣∣dΩ

dk

∣∣∣∣ =
a

2Ω

√
(Ω2 − ω2

min) (ω2
max − Ω2), k =

p

a
e, (3.213)

ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü öåïî÷êè; a � ïîñòîÿííàÿ ðå-

øåòêè. Ôîðìóëà (3.213) ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü

ïðè Ω = ωmin (äëÿ ωmin 6= 0) è Ω = ωmax. Íàïðèìåð, çàâèñèìîñòè ãðóïïîâîé

ñêîðîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà äëÿ k/K = 0, 0.5, 1, 2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.23.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòîòû ω âíóòðè ñïåêòðà, ò.å. ω ∈ [ωmin;ωmax]. Äëÿ

Ðèñ. 3.23: Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (ñëåâà) è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (ñïðà-
âà) äëÿ ðàçíûõ æåñòêîñòåé óïðóãîãî îñíîâàíèÿ k/K = 0 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ),
0.5 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 1 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), 2 (øòðèõ-ïóíêòèð).

îñòàëüíûõ ÷àñòîò ýíåðãèÿ â öåïî÷êó íå ïåðåäàåòñÿ.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.210)

ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà leap-frog ñ øàãîì 0.01/ω∗, ω∗ =
√
K/m. Ðàññìàòðèâà-

þòñÿ äâå ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ω = 0.1ω∗ è ω = ω∗. Ïåðåìåùåíèÿ

öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç N = 600 ÷àñòèö, â ìîìåíò âðåìåíè t = 250/ω∗ ïîêà-

çàíû íà ðèñ. 3.24. Â ñèëó ñèììåòðèè ïîêàçàíà òîëüêî ïîëîâèíà ñèñòåìû. Êè-

íåìàòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ñîçäàåò äâà âîëíîâûõ ïàêåòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
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Ðèñ. 3.24: Ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö öåïî÷êè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ïðè
t = 250ω−1

∗ , ω = 0.1ω∗ (ñëåâà) è ω = ω∗ (ñïðàâà). Ïîêàçàíà ïîëîâèíà öåïî÷êè.
Øòðèõîâûå ëèíèè x = vgt ïîêàçûâàþò ðàñïðîñòðàíåíèå ýíåðãèè ñ ãðóïïîâûìè
ñêîðîñòÿìè.

â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ (ω = 0.1ω∗) âëèÿíèå

äèñïåðñèè ñëàáî çàìåòíî (äëÿ k = 0). Ïðîôèëü âîëíû áëèçîê ê ñèíóñîèäàëü-

íîìó. Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü áëèçêà ê ôàçîâîé (ðàçíèöà ïîðÿäêà 1%). Äëÿ áîëåå

âûñîêîé ÷àñòîòû ω = ω∗ ýôôåêò äèñïåðñèè áîëåå çàìåòåí. Â ÷àñòíîñòè, ðàç-

íèöà ìåæäó ôàçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòÿìè ñîñòàâëÿåò îêîëî 14%. Ýíåðãèÿ

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì ôðîíò âîëíû. Ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè àíà-

ëîãè÷íûå ýôôåêòû íàáëþäàþòñÿ äëÿ âîëíû äåôîðìàöèé.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêîðîñòü ïîäâîäà ýíåðãèè â ñèñòåìó â çàâèñèìîñòè

îò ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ ω. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.208) è (3.210).
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3.4.2 Ïîäâîä ýíåðãèè ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè

Ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè ðåøåíèå (3.208) ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåò-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

ûj = Φ (un) =
N−1∑
n=0

une
−i 2πjn

N , un = Φ−1 (ûj) =
1

N

N−1∑
j=0

ûje
i 2πjn
N . (3.214)

Ïðèìåíÿÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ (3.208) ñ èñïîëüçî-

âàíèåì òîæäåñòâà Φ (δn) = 1, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ûj:

¨̂uj = −Ω2
j ûj +

Af

m
sin(ωt), Ωj = Ω

(
2πj

N

)
. (3.215)

Çäåñü ôóíêöèÿ Ω îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.212). Ðåøåíèå äàííûõ óðàâíåíèé ñ

ó÷åòîì íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äàåò:

ûj =
Af

m(Ω2
j − ω2)

(
sin(ωt)− ω

Ωj
sin(Ωjt)

)
. (3.216)

Âû÷èñëÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû n =

0:

u0 =
Af

mN

N−1∑
j=0

Ωj sin(ωt)− ω sin(Ωjt)

Ωj(Ω2
j − ω2)

. (3.217)

Ýíåðãèÿ ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåð-

ãèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì çàêîíîì ýíåðãèÿ ðàâíà ðàáîòå âíåøíåé ñèëû íà

ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû n = 0:

U = Af

∫ t

0

sin(ωτ)u̇0(τ)dτ. (3.218)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (3.217) â ôîðìóëó (3.218) äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ



Ãëàâà 3. Ïåðåíîñ ýíåðãèè â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ 217

ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû:

U =
A2
f

mN

(
sin2(ωt)

2

N−1∑
j=0

1

Ω2
j − ω2

+

+ ω
N−1∑
j=0

ω − Ωj sin(ωt) sin(Ωjt)− ω cos(ωt) cos(Ωjt)

(Ω2
j − ω2)2

)
.

(3.219)

Äàëåå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ýíåðãèè äëèííîé öåïî÷êè íà áîëüøèõ âðåìå-

íàõ (N →∞, t→∞).

Ðàññìîòðèì ïðåäåëN →∞ â ôîðìóëå (3.219). Â òàêîì ñëó÷àå ñóììû ìîæíî

àïïðîêñèìèðîâàòü èíòåãðàëîì ïî ïåðåìåííîé p = 2πj/N , ìåíÿþùåéñÿ â èíòåð-

âàëå p ∈ [0; 2π]. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (3.219)

ðàñòåò ñî âðåìåíåì ïðè ω ∈ [ωmin;ωmax]. Ïåðâîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó

îíî îòáðàñûâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

U ≈
A2
fω

πm

∫ π

0

ω − Ω sin(ωt) sin(Ωt)− ω cos(ωt) cos(Ωt)

(Ω2 − ω2)2
dp. (3.220)

Çàìåíèì â ôîðìóëå (3.220) èíòåãðèðîâàíèå ïî âîëíîâîìó ÷èñëó p íà èíòåãðè-

ðîâàíèå ïî ÷àñòîòàì Ω:

U ≈
A2
fωa

πm

∫ ωmax

ωmin

ω − Ω sin(ωt) sin(Ωt)− ω cos(ωt) cos(Ωt)

vg(Ω)(Ω2 − ω2)2
dΩ, (3.221)

ãäå vg � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (3.213).

Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.221) äàåò îñîáåííàÿ òî÷êà Ω = ω. Ââåäåì

íîâóþ ïåðåìåííóþ ε = Ω− ω è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ω − Ω sin(ωt) sin(Ωt)− ω cos(ωt) cos(Ωt) =

= 2ω sin2 εt

2
− ε

2

(
2 cos(εt) cos2 (ωt)− sin(ωt) sin(εt)

)
.

(3.222)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêó äàåò ïåðâîå ñëàãàåìîå â

ïðàâîé ÷àñòè (3.222). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0 çíàìåíàòåëü â ôîðìóëå (3.221)
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ω2 − ω2 ≈ 2ωε. (3.223)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ìàëîé δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè ε = 0. Â

ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

U ≈
A2
fa

2πmvg(ω)

∫ +δ

−δ

sin2 εt
2

ε2
dε =

A2
fat

2πmvg(ω)

∫ +δt

−δt

sin2 x
2

x2
dx. (3.224)

Ïðè áîëüøèõ t èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê π
2 , ïîýòîìó ôîðìóëà (3.224)

ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

U ≈
A2
fat

4mvg(ω)
. (3.225)

Ôîðìóëà (3.225) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ ëèíåéíî ðàñòåò âî âðåìåíè ïðè ω ∈

(ωmin;ωmax). Ñêîðîñòü ðîñòà ýíåðãèè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ãðóïïîâîé ñêî-

ðîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3.225) íåïðèìåíèìà ïðè íóëåâîé ãðóïïîâîé ñêîðî-

ñòè (äëÿ ω = ωmin 6= 0) è ω = ωmax). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè

èìååò âèä

U ≈
A2
f

√
ωmin

3m
√
π(ω2

max − ω2
min)

t
3
2 , ω = ωmin,

U ≈
A2
f

√
ωmax

3m
√
π(ω2

max − ω2
min)

t
3
2 , ω = ωmax.

(3.226)

Äëÿ ïðîâåðêè àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (3.225) ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ ðå-

çóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.208). Øàã èíòåãðèðî-

âàíèÿ ðàâåí 0.01/ω∗. Çàâèñèìîñòü ìîùíîñòè èñòî÷íèêà ýíåðãèè (U/t) îò ÷à-

ñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ω äëÿ k/K = 0, 0.5, 1, 2, t = 500/ω∗, N = 2000,

Afm/(Ka) = 1 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.25. Ðèñóíîê 3.25 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìó-

ëà (3.225) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ðîñò ýíåðãèè. Âèäíî, ÷òî U/t ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ω = ωmin 6= 0) è ω = ωmax. Äàííûé ôàêò ñëåäóåò èç

àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (3.226).
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Ðèñ. 3.25: Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðîñòà ýíåðãèè îò ÷àñòîòû ñèëîâîãî íàãðóæå-
íèÿ äëÿ k/K = 0, 0.5, 1, 2. Íèæíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò k = 0. Òî÷íîå ðåøå-
íèå (3.219) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà (3.225) (êðóãè) è ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (êâàäðàòû).

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ïîäâîäà ýíåðãèè â öåïî÷êó ïðè ñèëîâîì íàãðóæå-

íèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì (3.225), (3.226).

3.4.3 Ïîäâîä ýíåðãèè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå öåïî÷êè, â êîòîðîé ÷àñòè-

öà n = 0 äâèæåòñÿ ïî çàêîíó u0 = Ad sin(ωt), ãäå Ad è ω � àìïëèòóäà è ÷àñòîòà

ïåðåìåùåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåïî÷êè çàäàíî ôîðìó-

ëîé (3.210). Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

íåïðèìåíèìî, ïîýòîìó ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîð-

ìàì.

Ðàññìîòðèì ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ ÷àñòèöåé n = 0. Ïå-

ðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îáîçíà÷àþòñÿ wn:

wn = un − Ad sin(ωt). (3.227)
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Ïåðåìåííàÿ wn óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

mẅn = K(wn+1 − 2wn + wn−1)− kwn+

+Ad(mω
2 − k) sin(ωt), w0 = wN = 0

(3.228)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

wn = 0, ẇn = −Adω, n = 1, .., N − 1. (3.229)

Â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà öåïî÷êà èìååò ôèêñèðîâàííûå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèè sin πjn
N . Òîãäà ðåøåíèå wn(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

wn =
N−1∑
j=1

φj(t) sin
πjn

N
. (3.230)

Ïîäñòàâèì (3.230) â óðàâíåíèå (3.228), äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà sin πsn
N è ïðîñóì-

ìèðóåì ïî n = 1, .., N − 1. Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ φj, j = 1..N − 1:

φ̈j = −Ω2
jφj + Ad(ω

2 − ω2
min)

βj
αj

sin(ωt), Ωj = Ω

(
πj

N

)
. (3.231)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû αj, βj èìåþò âèä:

αj =
N−1∑
n=1

sin2 πjn

N
=
N

2
, βj =

N−1∑
n=1

sin
πjn

N
=

1− (−1)j

2
ctg

πj

2N
. (3.232)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (3.231) èñïîëüçîâàíà îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ

ôîðì
∑N−1

n=1 sin πsn
N sin πjn

N = αsδjs. Ïðèìåíèì àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ê

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.229):

φj(0) = 0, φ̇j(0) = −βj
αj
Adω. (3.233)
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Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (3.231) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.233), ïîëó÷èì:

φj =
Adβj

αj(Ω2
j − ω2)

(
(ω2 − ω2

min) sin(ωt)− ω

Ωj
(Ω2

j − ω2
min) sin(Ωjt)

)
. (3.234)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (3.234) â ôîðìóëó (3.230) äàåò âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùå-

íèé ÷àñòèö:

wn =
Ad

N

N−1∑
j=1

Bj

(
(ω2 − ω2

min) sin(ωt)− ω

Ωj
(Ω2

j − ω2
min) sin(Ωjt)

)
sin

πjn

N
,

Bj =
(1− (−1)j)ctg πj

2N

Ω2
j − ω2

.

(3.235)

Ôîðìóëà (3.235) � òî÷íîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.228), (3.229).

Âû÷èñëÿÿ ýíåðãèþ ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

áàëàíñà, ïîëó÷èì:

U =

∫ t

0

f(τ)u̇0dτ = Adω

∫ t

0

f(τ) cos(ωτ)dτ, (3.236)

ãäå f � íåèçâåñòíàÿ âíåøíÿÿ ñèëû, íåîáõîäèìàÿ äëÿ çàäàíèÿ ïåðåìåùåíèÿ

÷àñòèöû n = 0:

f(t) = mü0 −K (u1 − 2u0 + u−1) + ku0 = Ad(k + 2K −mω2) sin(ωt)− 2Ku1.

(3.237)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî u−1 = u1. Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë (3.235), (3.237)

â (3.236) äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè öåïî÷êè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íà-
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ãðóæåíèè:

U =
A2
d

2
(k −mω2) sin2(ωt)− KA2

d

N

N−1∑
j=1

Bjgj sin
πj

N
,

gj = (ω2 − ω2
min) sin2(ωt)−

2ω2(Ω2
j − ω2

min)

Ωj(Ω2
j − ω2)

h(Ωj),

h(Ω) = Ω− ω sin(Ωt) sin(ωt)− Ω cos(Ωt) cos(ωt).

(3.238)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ýíåðãèè äëèííîé öåïî÷êè ïðè êèíåìàòè-

÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (N →∞, t→∞). Îñíîâíîé âêëàä â

ýíåðãèþ â ôîðìóëå (3.238) äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

U

A2
d

≈ 4Kω2

N

N−1∑
j=1

(1− (−1)j)h (Ωj) cos2 πj
2N (Ω2

j − ω2
min)

Ωj(Ω2
j − ω2)2

. (3.239)

Ñäåëàåì çàìåíó èíäåêñà j = 2s + 1 è ðàññìîòðèì ïðåäåë N → ∞. Òîãäà ôîð-

ìóëà (3.239) ïðèíèìàåò âèä:

U ≈ 8KA2
dω

2

π

∫ π
2

0

(
Ω2(2p)− ω2

min

)
cos2 p

Ω(2p)(Ω2(2p)− ω2)2
h
(
Ω(2p)

)
dp. (3.240)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè q = 2p ïîëó÷èì

U ≈ mA2
dω

2

π

∫ π

0

(Ω2 − ω2
min)(ω2

max − Ω2)

Ω(Ω2 − ω2)2
hdq. (3.241)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî cos2 q
2 = m

4K (ω2
max − Ω2), ñëåäóþùåå èç äèñïåð-

ñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.212). Ñäåëàåì â èíòåãðàëå (3.241) çàìåíó q → Ω è

âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè (3.213), òîãäà

U ≈ 4A2
dmω

2

πa

∫ ωmax

ωmin

vg(Ω)hΩ

(Ω2 − ω2)2
dΩ. (3.242)

Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (3.242) äàåò îêðåñòíîñòü ñèíãóëÿðíîé òî÷êè Ω =
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ω. Ââåäåì ïåðåìåííóþ ε = Ω− ω è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

h = 2ω sin2 εt

2
+ ε

(
1− cos(εt) cos2 (ωt) +

1

2
sin(2ωt) sin(εt)

)
, Ω2 − ω2 ≈ 2ωε.

(3.243)

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì â ïàðàãðàôå ïðî ñè-

ëîâîå íàãðóæåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.243) è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â (3.242),

ïîëó÷èì

U ≈ A2
dmω

2vg(ω)t

a
. (3.244)

Ôîðìóëà (3.244) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ ëèíåéíî ðàñòåò âî âðåìåíè. Îäíàêî

çàâèñèìîñòü îò ãðóïïîâîé ñêîðîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ñèëîâîãî

íàãðóæåíèÿ. Äëÿ êèíåìàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ñêîðîñòü ðîñòà ýíåðãèè ïðîïîð-

öèîíàëüíà ãðóïïîâîé ñêîðîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îíà îáðàùàåòñÿ â íîëü â ñëó÷à-

ÿõ ω = ωmin è ω = ωmax, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâûì ãðóïïîâûì ñêîðîñòÿì.

Îáúÿñíåíèå äàííîãî ðàçëè÷èÿ ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííîé àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (3.244) ïðîâå-

äåì ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.210).

Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðîñòà ýíåðãèè (U/t) îò ÷àñòîòû ω ïðè k/K = 0, 0.5, 1, 2,

t = 500/ω∗, N = 2000, Ad/a = 1 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.26. Âèäíî, ÷òî ôîðìó-

ëà (3.244) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðåäñêàçûâàåò ñêîðîñòü ðîñòà ýíåðãèè.

3.4.4 Ñðàâíåíèå ñ êîíòèíóàëüíîé ïîñòàíîâêîé

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïîâåäåíèå öåïî÷êè ïðè ãàðìîíè÷å-

ñêîì âîçäåéñòâèè äîñòàòî÷íî ñëîæíîå. Ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì â öåïî÷-

êå äèñïåðñèè. Â ñèëó äèñïåðñèè ïðèëîæåíèå ãàðìîíè÷åñêîé íàãðóçêè âûçûâàåò

âîçíèêíîâåíèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç âîëí ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè è

÷àñòîòàìè. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äèñêðåòíàÿ öåïî÷êà ñ äèñïåðñèåé çàìåíÿ-

åòñÿ íà êîíòèíóàëüíóþ ñèñòåìó áåç äèñïåðñèè. Â êà÷åñòâå êîíòèíóàëüíîé ñè-

ñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî óïðóãèé ñòåðæåíü ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ, ñîâåð-
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Ðèñ. 3.26: Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðîñòà ýíåðãèè îò ÷àñòîòû êèíåìàòè÷åñêîãî íà-
ãðóæåíèÿ äëÿ k/K = 0, 0.5, 1, 2. Òî÷íîå ðåøåíèå (3.238) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ),
ôîðìóëà (3.244) (êðóãè) è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ (êâàäðàòû).

øàþùèé ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ. Â òàêîé ñèñòåìå ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå

âûçûâàåò îäèíî÷íóþ âîëíó ñ ÷àñòîòîé ω. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ

ýíåðãèè ñòåðæíÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ àíàëîãè÷íû ôîðìóëàì (3.225), (3.244)

äëÿ öåïî÷êè. Â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóáåñêîíå÷íûé ñòåðæåíü.

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ñ ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S, ïëîòíî-

ñòüþ ρ è ìîäóëåì Þíãà E. Ïðîäîëüíûå äâèæåíèÿ òàêîãî ñòåðæíÿ îïèñûâàþòñÿ

óðàâíåíèåì

ü(x, t) = v2
su
′′(x, t), v2

s =
E

ρ
, (3.245)

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå x ∈

[0; +∞). Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ôàçîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòè ñîâïà-

äàþò vs = vg. Ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0

èìååò âèä:

u(0, t) = Ad sin(ωt)H(t), (3.246)

ãäå H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.245) â ôîðìå
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ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû ñî ñêîðîñòüþ vs:

u(x, t) = Ad sin
(
ω (t− ts)

)
H (t− ts) , ts =

x

vs
. (3.247)

Ñîîòâåòñòâóþùèå äåôîðìàöèè ε = u′ äëÿ x 6= vst âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ε = −Ad

vs
ω cos

(
ω (t− ts)

)
H (t− ts) . (3.248)

Îòìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà âîëíû äåôîðìàöèè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà vs.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ â ìîìåíò âðåìåíè t âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì

U =
ρ

2

∫
V

u̇2dV +
E

2

∫
V

ε2dV = ES

∫ vst

0

ε2dx, (3.249)

ãäå èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî u̇ = −vsu′. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ äåôîðìà-

öèè (3.248) â ôîðìóëó (3.249) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

U =
ESA2

dω
2

2vs

(
t+

sin(2ωt)

2ω

)
. (3.250)

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ îñöèëëèðóþùåå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (3.250) ìîæåò áûòü

îòáðîøåíî:

U ≈ 1

2
ρSA2

dω
2vst. (3.251)

Âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ ëèíåéíî ðàñòåò âî âðåìåíè. Ñêîðîñòü ðîñòà ïðîïîð-

öèîíàëüíà ñêîðîñòè çâóêà vs. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3.251) ñîâïàäåò ñ àñèìï-

òîòè÷åñêîé ôîðìóëîé (3.244) äëÿ öåïî÷êè, åñëè vs = vg è ñäåëàòü çàìåíó

ρS → m/a. (3.252)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèëîâîå íàãðóæåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæå-
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íèÿ ñòåðæíÿ óäîáíåå çàïèñàòü â äåôîðìàöèÿõ:

ε̈ = v2
sε
′′. (3.253)

Ïóñòü ñòåðæåíü ïîäâåðæåí äåéñòâèþ âíåçàïíî ïðèëîæåííîé â òî÷êå x = 0

ñèëû f =
Af
2 sin(ωt)H(t). Ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä:

ε(0, t) =
Af

2ES
sin(ωt)H(t). (3.254)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñî

ñêîðîñòüþ vs è óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.254):

ε(x, t) =
Af

2ρSv2
s

sin
(
ω (t− ts)

)
H (t− ts) , ts =

x

vs
. (3.255)

Îòìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà âîëíû äåôîðìàöèè â äàííîì ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíà

êâàäðàòó ñêîðîñòè çâóêà vs. Ïîäñòàâëÿÿ äåôîðìàöèè (3.255) â âûðàæåíèå äëÿ

ýíåðãèè (3.249), ïîëó÷èì:

U =
A2
f

8ρSvs

(
t− sin(2ωt)

2ω

)
. (3.256)

Â ñèëó ñèììåòðèè ýíåðãèÿ áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ â äâà ðàçà áîëüøå ýíåðãèè ïî-

ëóáåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ (3.256). Äîìíîæàÿ ôîðìóëó (3.256) íà 2 è ïðåíåáðåãàÿ

îãðàíè÷åííûì ñëàãàåìûì, ïîëó÷èì:

U ≈
A2
f t

4ρSvs
. (3.257)

Âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè çâóêà vs. Ôîðìó-

ëà (3.257) àíàëîãè÷íà àñèìïòîòè÷åñêîìó âûðàæåíèþ (3.225) äëÿ öåïî÷êè ïðè

óñëîâèè, ÷òî ñäåëàíà çàìåíà (3.252).

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè ñòåðæíÿ (ôîðìóëû (3.251) è
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(3.257)) ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè è ñèëîâîì íàãðóæåíèè èäåíòè÷íû

àñèìïòîòè÷åñêèì ôîðìóëàì (3.225), (3.244) äëÿ öåïî÷êè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêî-

ðîñòü çâóêà è ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ ïîäîáðàíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì (ñì. ôîðìó-

ëó (3.252)).

Ðåøåíèå êîíòèíóàëüíîé çàäà÷è äàåò ïðîñòîå îáúÿñíåíèå ðàçëè÷èþ â çàâè-

ñèìîñòè ýíåðãèè ïðè äâóõ òèïàõ íàãðóæåíèÿ îò ñêîðîñòè âîëí. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

âîçáóæäàåòñÿ îäèíî÷íàÿ âîëíà äåôîðìàöèè ñ ÷àñòîòîé ω, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿ-

ñÿ ñî ñêîðîñòüþ vs. Îäíàêî àìïëèòóäà äàííîé âîëíû çàâèñèò îò âèäà íàãðóæå-

íèÿ. Ïðè êèíåìàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè àìïëèòóäà ïðîïîðöèîíàëüíà 1/vs (ñì.

ôîðìóëó (3.248)), â òî âðåìÿ êàê ïðè ñèëîâîì íàãðóæåíèè àìïëèòóäà ïðîïîð-

öèîíàëüíà 1/v2
s (ñì. ôîðìóëó (3.255)). Â ðåçóëüòàòå çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò

ñêîðîñòè îêàçûâàåòñÿ ðàçëè÷íîé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ êîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü íåïðè-

ìåíèìà ïðè vs = vg = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ïîäâîäà ýíåðãèè ïðè ω =

ωmin 6= 0 è ω = ωmax íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè. Â

äàííûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (3.226).

3.4.5 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.4

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷ î ïîäâîäå ýíåðãèè â öåïî÷êó

íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì è ñèëîâîì ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåé-

ñòâèè. Ïîëó÷åíû òî÷íûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè öå-

ïî÷êè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷àñòîò âîçáóæäåíèÿ, ëåæàùèõ âíóòðè ñïåêòðà öåïî÷-

êè, ýíåðãèÿ ñèñòåìû ëèíåéíî ðàñòåò. Ñêîðîñòü ðîñòà ýíåðãèè çàâèñèò îò ãðóïïî-

âîé ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Äëÿ íåíóëåâûõ

ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ýíåðãèÿ ëèíåéíî ðàñòåò âî âðåìåíè. Â ñëó÷àå, åñëè ãðóï-

ïîâàÿ ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè êèíåìàòè÷åñêîì è

ñèëîâîì íàãðóæåíèè êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ. Ïðè êèíåìàòè÷åñêîì � ýíåðãèÿ

îãðàíè÷åíà, à ïðè ñèëîâîì � ðàñòåò êàê t3/2.
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Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ êîíòèíóàëüíîãî ñòåðæíÿ áåç äèñïåðñèè.

Ñðàâíåíèå äèñêðåòíîé è êîíòèíóàëüíîé ìîäåëåé ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü

ïðîñòîé ñïîñîá îöåíêè ýíåðãèè ïðè ãàðìîíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè. Ïîäâîä ýíåð-

ãèè ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, êàê áóäòî âîçáóæäàåòñÿ îäíà âîëíà, èìåþùàÿ

÷àñòîòó âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ è ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ,

ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé ÷àñòîòå. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ðàñ-

ïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ. Äëÿ ýòî-

ãî äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü âíåøíþþ ñèëó â ðÿä Ôóðüå, äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè

ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðïî-

çèöèè.

3.5 Çàêëþ÷åíèå ê ãëàâå 3

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ áàëëèñòè÷åñêîãî (âîëíîâîãî) ïå-

ðåíîñà ýíåðãèè â óïðóãèõ òâåðäûõ òåëàõ ñ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì äàííîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû,

îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðå-

øåòêå âî âðåìåíè, ñâÿçàííûå ñ áàëëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì ýíåðãèè. Ïîäõîä ïðè-

ìåíåí ê äâóì êëàññàì ðåøåòîê.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìîòðåíû ñêàëÿðíûå ðåøåòêè, èìåþùèå îäíó ñòåïåíü

ñâîáîäû íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó. Äëÿ òàêèõ ðåøåòîê ïðèìåíåí ïîäõîä, èñ-

ïîëüçóþùèé â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ êîâàðèàöèè ñêîðîñòåé ÷àñòèö.

Âûâåäåíû òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ,

îïèñûâàþùèå äèíàìèêó êîâàðèàöèé. Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé,

ïîçâîëÿþùèå, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëèòü ïîëå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåøåòêå

â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ðåøåí

ðÿä çàäà÷ î ïåðåíîñå ýíåðãèè â êâàäðàòíîé ðåøåòêå, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå

êîëåáàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíû çàäà÷è î ñòóïåí÷àòîì, êðóãîâîì è ñèíóñîè-

äàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó-
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÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò ðåçóëüòàòû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ðåøåòêè.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ïîäõîäà íà ñëó÷àé ñëîæíûõ ãàðìî-

íè÷åñêèõ ðåøåòîê. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö ðå-

øåòêè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ âûâåäåíû òî÷íàÿ è ïðèáëèæåííàÿ

ôîðìóëû äëÿ ìàòðèöû, ñîñòîÿùåé èç êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîé ðåøåò-

êè ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åí-

íûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå íà îñíîâå êîâàðèàöèîííîãî ïîäõîäà. Ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òî÷å÷íûì, ñòóïåí-

÷àòûì è ñèíóñîèäàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿìè íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.

Äàííûå ðåøåíèÿ ïîäõîäÿò äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñëîæíûõ ðåøåòîê ñ âçàèìî-

äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîñåäåé. Â ÷àñòíîñòè, äàííûå ðåøåíèÿ ïðèìå-

íåíû äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà ýíåðãèè â îäíîìåðíîé öåïî÷êå ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ

ìàññàìè è äâóìåðíîé ðåøåòêå ãðàôåíà, ñîâåðøàþùåé ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ïðîöåññå ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ÷àñòèö

ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, èìåþùèõ ðàçíûå ìàññû, çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ. Äëÿ ðå-

øåòêè ãðàôåíà ïîêàçàíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà èçîòðîïèþ óïðóãèõ ñâîéñòâ, ïåðåíîñ

ýíåðãèè â íåé ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïåí. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

äèíàìèêè ðåøåòêè. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå ôîðìóëû (íà-

ïðèìåð, ôîðìóëû (3.124), (3.135)) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ áàëëèñòè÷å-

ñêîãî ïåðåíîñà ýíåðãèè òåïëà òðåáóåòñÿ çíàíèå ïîëíîãî äèñïåðñèîííîãî ñîîò-

íîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Èçëîæåííàÿ â äàííîé ãëàâå

òåîðèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòàíîâêè è èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòîâ

ïî èçó÷åíèþ áàëëèñòè÷åñêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííîå

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î çàòóõàíèè ñèíóñîèäàëüíîãî òåïëîâîãî ïðîôè-

ëÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì, êîòîðûé â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ
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�transient thermal grating� [80, 87, 174].

Â ïàðàãðàôå 3.4 íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé öåïî÷êè íà óïðóãîì îñíîâàíèè ðàñ-

ñìîòðåí âîïðîñ î ïîâîäå ýíåðãèè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì è ñèëîâîì âîçäåéñòâèè.

Ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè, íà îñíîâå êîòîðûõ îïðåäåëå-

íû çàâèñèìîñòè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýíåðãèÿ

ñèñòåìû ðàñòåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íàõî-

äèòñÿ âíóòðè ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò öåïî÷êè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìï-

òîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíû ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå

ðîñò ýíåðãèè ñèñòåìû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷-

íîé êîíòèíóàëüíîé çàäà÷åé î ñòåðæíå, ïîäâåðæåííîì ãàðìîíè÷åñêîìó âîçäåé-

ñòâèþ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íå ïðè-

íàäëåæèò ãðàíèöàì ñïåêòðà, äèñêðåòíîå è êîíòèíóàëüíîå ðåøåíèÿ äàþò áëèç-

êèå ðåçóëüòàòû. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëü-

íîé èëè ìèíèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ñèñòåìû, òî ïîëó÷åííîå êîíòèíó-

àëüíîå ðåøåíèå íåïðèìåíèìî è äîëæíî èñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèå äèñêðåòíîé

çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàñòåò âî

âðåìåíè íåëèíåéíî. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ [109, 110, 181, 117].



Ãëàâà 4

Òåðìîóïðóãèå ýôôåêòû â

êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ

òåëàõ

4.1 Îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ìîäåëèðîâàíèþ òåðìî-

ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü êðèñòàëëè÷åñêèå òâåðäûå

òåëà ñ ëèíåéíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëè-

íåéíîñòü êîëåáàíèé ÷àñòèö òàêæå íå ó÷èòûâàëàñü. Ðàññìîòðåííûå ëèíåéíûå

ìîäåëè ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàòü óïðóãîñòü, ïåðåõîäíûå òåïëîâûå

ïðîöåññû è ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè (òåïëîïðîâîäíîñòü) â êðèñòàëëè÷åñêèõ

òåëàõ. Îäíàêî îíè íåïðèãîäíû äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîóïðóãèõ ýôôåêòîâ, òàêèõ

êàê òåïëîâîå ðàñøèðåíèå èëè ïåðåõîä ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Ïîýòî-

ìó â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü

êîëåáàíèé ÷àñòèö äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Â ïàðàãðàôå 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå öåïî÷êè ñ ïàðíûìè ñèëî-

âûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáî-
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òå [239], ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè è óðàâíåíèÿ áàëàí-

ñà ýíåðãèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè äëÿ

öåïî÷êè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ ìîäåëü Ôåðìè-Ïàñòà-

Óëàìà (α-ÔÏÓ) [48] � îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.

Äàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî îïèñàòü âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå òåðìî-

ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó ìîäåëè, àíàëèòè÷å-

ñêîå îïèñàíèå ïðîèñõîäÿùèõ â íåé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåðìîóïðóãèõ ïðîöåññîâ,

òåïëîïðîâîäíîñòè è ïåðåõîäà ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âåñüìà ñëîæíîé, äî êîíöà íå ðåøåííîé çàäà÷åé. Öåïî÷êà ÔÏÓ äåìîíñòðèðó-

åò àíîìàëüíûå òåðìîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ðàáîòàõ [28, 29, 209, 61, 217]

ïîêàçàíî, ÷òî òåïëîïðîâîäíîñòü â ÔÏÓ öåïî÷êå íå îïèñûâàåòñÿ íè çàêîíîì

Ôóðüå, íè óðàâíåíèåì Ìàêñâåëëà-Êàòòàíåî. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áîëüøèõ âðå-

ìåí è áåñêîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êè òåïëîïðîâîäíîñòü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè [148]. Îäíàêî äàííàÿ ìîäåëü íå îïèñûâàåò êâàçèáàë-

ëèñòè÷åñêèé ïåðåíîñ òåïëà, õàðàêòåðíûé äëÿ ìàëûõ âðåìåí è öåïî÷åê êîíå÷íîé

äëèíû. Ïîýòîìó äàëåå â íàñòîÿùåé ãëàâå äëÿ îïèñàíèÿ êâàçèáàëëèñòè÷åñêîãî

ðåæèìà òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 3.

Åùå áîëåå ñëîæíóþ ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå ïåðåõîäà ìåõàíè÷å-

ñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Äàííûé ïðîöåññ îòâå÷àåò, â ÷àñòíîñòè, çà çàòóõàíèå

ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé öåïî÷êè. Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà

çàòóõàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÔÏÓ öåïî÷êè èìååò äîëãóþ èñòîðèþ, íà÷è-

íàÿ ñ ïèîíåðñêîé ðàáîòû Ôåðìè, Ïàñòà è Óëàìà [48]. Â ðàáîòå [48] ðàññìàòðè-

âàëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âîçáóæäåíèþ ïåðâîé ñîáñòâåííîé

ôîðìû öåïî÷êè. ×èñëåííî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàòóõàíèå êîëåáàíèé ïðîèñõî-

äèò íåìîíîòîííî: ïðîöåññû çàòóõàíèÿ è ðîñòà ýíåðãèè ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

÷åðåäóþòñÿ. Â ëèòåðàòóðå äàííûé ýôôåêò ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ïàðàäîêñîì âîç-

âðàùåíèÿ (�Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou recurrence paradox�, ñì. íàïðèìåð, [56]).

Îáçîð ðàáîò, íàïðàâëåííûõ íà îáúÿñíåíèå äàííîãî ïàðàäîêñà, ïðèâåäåí, íà-

ïðèìåð, â ðàáîòàõ [56, 14, 164]. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñòàíîâêå, ïðåäëîæåííîé â
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îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [48], êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé

òåìïåðàòóðå. Â ïàðàãðàôå 4.2 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äîáàâëåíèå êîíå÷íîé òåìïå-

ðàòóðû (ñëó÷àéíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö) ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ìîíîòîííîå çàòó-

õàíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè è, ñëåäîâàòåëüíî, óñòðàíèòü ïàðàäîêñ.

Â ïàðàãðàôå 4.3 èññëåäóåòñÿ òåïëîâîå ðàñøèðåíèå äâóìåðíûõ è òðåõìåð-

íûõ ïëîòíîóïàêîâàííûõ ðåøåòîê ñ ïàðíûìè ñèëîâûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Âû-

âîäèòñÿ ñâÿçü êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ðåøåòêè ñ ïàðàìåòðàìè

ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåòêà

äåìîíñòðèðóåò îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå.

Â ïàðàãðàôå 4.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèîäíîìåðíàÿ öåïî÷êà, ÷àñòèöû êîòî-

ðîé ìîãóò ñîâåðøàòü ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè. Â îò-

ëè÷èå îò îäíîìåðíîé öåïî÷êè, â êâàçèîäíîìåðíîé ïðèñóòñòâóåò äâà òèïà íåëè-

íåéíîñòè � ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ôèçè÷åñêàÿ. Äàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñàòü,

â ÷àñòíîñòè, îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò

äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Íàïðèìåð, ëåä èìååò îòðèöà-

òåëüíûé êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ [176].

Äðóãîé èçâåñòíûé ìàòåðèàë ñ îòðèöàòåëüíûì òåïëîâûì ðàñøèðåíèåì � ãðà-

ôåí [216, 218]. Â îáçîðíûõ ðàáîòàõ [43, 8, 152, 138] ïðèâåäåí îáøèðíûé ñïè-

ñîê íàòóðàëüíûõ è ñèíòåòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöè-

åíòîì òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Äàííûå ìàòåðèàëû èìåþò áîëüøîé ïîòåíöèàë

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, ïîýòîìó âàæíî èññëåäîâàòü ôèçè÷åñêèå ìåõàíèç-

ìû, ïðèâîäÿùèå ê îòðèöàòåëüíîìó òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ. Ê òàêèì ìåõàíèç-

ìàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ àòîìîâ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì

ñâÿçè [138, 190, 191, 44] è òâåðäîòåëüíûå âðàùåíèÿ ãðóïï àòîìîâ (rigid-unit

modes) [152, 194, 71, 65]. Èíòóèòèâíî äàííûå ìåõàíèçìû õîðîøî ïîíÿòíû. Îäíà-

êî âîïðîñ î âëèÿíèè ñòðóêòóðû ðåøåòêè è âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ÷àñòèöàìè íà

êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îòâåò íà äàííûé âî-

ïðîñ ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè [77].

Òåîðåòè÷åñêè, òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëà ìîãóò áûòü ðàññ÷èòà-
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íû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû. Îäíàêî åå âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê

ðàáîòå ñ èíòåãðàëîì ïî ìíîãîìåðíîìó ôàçàâîìó ïðîñòðàíñòâó. Äàííûé èíòå-

ãðàë áåðåòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî â êâàçè-ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè [129]

èëè â ñëó÷àå ïðîñòûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé [127]. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êâàçè-

ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, îíî íå

ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ îò òåìïå-

ðàòóðû. Ó÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ â ðàìêàõ ïîäõîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-

êè äëÿ íåñêîëüêèõ ñèñòåì ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [96, 44, 66]. Îäíàêî

â öåëîì âîïðîñ îá ó÷åòå íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïîýòîìó

â ïàðàãðàôå 4.4 ðàçâèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàçëî-

æåíèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåïëîâîé ýíåðãèè â ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó,

õàðàêòåðèçóþùåìó òåïëîâîå äâèæåíèå [101, 243]. Ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû-

âîäà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ëèíåéíîå è íåëèíåéíîå òåïëîâîå

ðàñøèðåíèå êâàçèîäíîìåðíîé öåïî÷êè. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

öåïî÷êà äåìîíñòðèðóåò ïîëîæèòåëüíîå è îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ öåïî÷êà Ëåííàðäà-Äæîíñà, äëÿ êîòîðîé

ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ [108, 111, 112, 105, 119].

4.2 Ëèíåéíàÿ òåðìîóïðóãîñòü öåïî÷êè ñ ó÷åòîì

áàëëèñòè÷åñêîãî òåïëîïåðåíîñà

4.2.1 Êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè îä-

íîìåðíîé íåëèíåéíîé öåïî÷êè ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Äëÿ

ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, èçëîæåííûé â ðàáîòå [239].
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû n èìåþò âèä:

mv̇n = Fn − Fn−1, Fn = Π ′(a+ εn), εn = un+1 − un, (4.1)

ãäå un, vn � ïåðåìåùåíèå è ñêîðîñòü ÷àñòèöû n. Ê óðàâíåíèÿì (4.1) ôîðìóëè-

ðóþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

un = u0
n, vn = v0

n, (4.2)

ãäå u0
n è v

0
n � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ u0
n, v

0
n ðàâíû íóëþ. Â íàñòîÿùåé

ãëàâå òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå äåëàåòñÿ.

Äâèæåíèÿ ÷àñòèö ðàçäåëÿþòñÿ íà ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå [105]. Ïî îïðå-

äåëåíèþ ìåõàíè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö. Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïîëå ïåðåìå-

ùåíèé u(x, t), ñîîòâåòñòâóþùåå ìåõàíè÷åñêîìó äâèæåíèþ, îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé:

u(na, t) =
〈
un

〉
, (4.3)

ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè,
〈
...
〉
� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ïðè ìîäåëèðî-

âàíèè çàìåíÿåòñÿ íà ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì). Òåïëîâîå äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ðàçíèöà ìåæäó ïîëíûì ïåðåìåùåíèåì ÷àñòèöû è ìåõàíè÷åñêèì ïåðåìåùå-

íèåì. Òåïëîâûå ïåðåìåùåíèÿ, ũn, âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

ũn = un −
〈
un

〉
. (4.4)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé òåïëîâûå ïåðåìåùåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Àíàëîãè÷íîå ðàçäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

äëÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö è äðóãèõ âåëè÷èí.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòèíóàëüíîå îïèñàíèå ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé öå-



Ãëàâà 4. Òåðìîóïðóãèå ýôôåêòû â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ 236

ïî÷êè. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-

íåíèÿ (4.1):

m
〈
vn

〉̇
=
〈
Fn − Fn−1

〉
. (4.5)

Ñîïîñòàâèì öåïî÷êå ýêâèâàëåíòíóþ ñïëîøíóþ ñðåäó, ïîëîæåíèÿ òî÷åê êîòîðîé

â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rn = na+
〈
un

〉
. (4.6)

Ââåäåì íåïðåðûâíûå ôóíêöèè u è σ òàêèå, ÷òî:

v(rn) =
〈
vn

〉
, σ(rn) =

〈
Fn

〉
=
〈
Π ′(a+ εn)

〉
. (4.7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà a, òîãäà

óðàâíåíèå äèíàìèêè (4.5) ïðèíèìàåò âèä:

mv̇(rn) = σ(rn)− σ(rn−1) ≈
(
rn − rn−1

)∂σ
∂x

=
(
a+

〈
εn−1

〉) ∂σ
∂x
≈

≈
(
a+

〈
εn

〉) ∂σ
∂x
.

(4.8)

Çäåñü ïðîèçâîäíàÿ ïî x âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå rn. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó öåïî÷êè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè:

ρv̇ =
∂σ

∂x
, ρ(rn) =

m

V (rn)
, V (rn) = a+

〈
εn

〉
. (4.9)

Äàííîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì îäíîìåðíîé ñïëîøíîé ñðåäû. Ìàê-

ðîñêîïè÷åñêèå ïëîòíîñòü è íàïðÿæåíèÿ â ýòîé ýêâèâàëåíòíîé ñïëîøíîé ñðåäå

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4.7), (4.9).
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4.2.2 Êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåð-

ãèè äëÿ öåïî÷êè. Äàííàÿ ïðîöåäóðà, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [239], ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òåïëîâîé ïîòîê â öåïî÷êå è òåïëîâóþ ýíåð-

ãèþ ñ ìèêðîïàðàìåòðàìè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ ÷àñòèöû n. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ En

÷àñòèöû n èìååò âèä:

En =
1

2
mv2

n +
1

2
(Πn +Πn−1) . (4.10)

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ïðîèçâîäíîé ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû

ïî âðåìåíè:

〈
En

〉̇
=

1

2

〈
Fn (vn+1 + vn)

〉
+

1

2

〈
Fn−1 (vn + vn−1)

〉
. (4.11)

Ïðîâåäåì êîíòèíóàëèçàöèþ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.11):

〈
En

〉̇
≈ V

2

∂

∂x

〈
Fn (vn+1 + vn)

〉
. (4.12)

Ââåäåì ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû U :

〈
En

〉
=
m

2

〈
vn

〉2

+ U, U = mU =
m

2

〈
ṽ2
n

〉
+
〈
Π(a+ εn)

〉
. (4.13)

Òîãäà óðàâíåíèå (4.12) ïðèíèìàåò âèä:

ρ

(〈
vn

〉2

+ U
)

˙ =
∂

∂x

(
1

2

〈
Fn (vn+1 + vn)

〉)
. (4.14)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

1

2

〈
Fn (vn+1 + vn)

〉
≈ σ

〈
vn

〉
+

1

2

〈
F̃n (ṽn+1 + ṽn)

〉
, ρ

〈
v̇n

〉〈
vn

〉
=
∂σ

∂x

〈
vn

〉
.

(4.15)

Ïîäñòàíîâêà äàííûõ ñîîòíîøåíèé â ôîðìóëó (4.14) äàåò ìàêðîñêîïè÷åñêîå êîí-

òèíóàëüíîå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè:

ρU̇ = σε̇− ∂h

∂x
, h = −1

2

〈
Fn (vn+1 + vn)

〉
. (4.16)

Ôîðìóëà (4.16) ñâÿçûâàåò òåïëîâîé ïîòîê â öåïî÷êå ñ ñèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ

è òåïëîâûìè ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö.

4.2.3 Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ Ãðþíàéçåíà è

Äþàìåëÿ-Íåéìàíà

Ñèñòåìà óðàâíåíèé áàëàíñà (4.9), (4.16) íå çàìêíóòà. Äëÿ çàìûêàíèÿ íåîáõî-

äèìû îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé σ è òåïëîâîãî ïîòîêà h. Â

íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âûâîäÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé

â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà è Äþàìåëÿ-Íåéìàíà. Äëÿ âûâîäà èñïîëüçóåòñÿ ïîä-

õîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [101].

Îñíîâíàÿ èäåÿ âûâîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò îò äâóõ íåçà-

âèñèìûõ ìàëûõ âåëè÷èí:
〈
εn

〉
è ε̃n. Ðàçëîæåíèå íàïðÿæåíèé â ðÿä ïî äàííûì

âåëè÷èíàì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Òàêæå ââîäèòñÿ

ðàçäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà õîëîäíóþ è òåïëîâóþ ñîñòàâëÿþùèå:

σ =
〈
Π ′ (V + ε̃n)

〉
= σ0 + σT , σ0 = Π ′ (V ) , σT = σ − σ0. (4.17)

Ðàñêëàäûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ σT â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó ε̃n è ñîõðàíÿÿ
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ñëàãàåìûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì:

σT ≈
1

2
Π ′′′(V )

〈
ε̃2n

〉
. (4.18)

Ïðîâåäåì ðàçäåëåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè íà õîëîäíóþ è òåïëîâóþ ñîñòàâëÿþ-

ùèå:

U = U0 + UT , UT = U − U0, U0 = Π(V ). (4.19)

Ðàñêëàäûâàÿ UT â ðÿä ïî ïàðàìåòðó ε̃n è ñîõðàíÿÿ ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà,

ïîëó÷èì:

UT ≈
m

2

〈
ṽ2
n

〉
+

1

2
Π ′′(V )

〈
ε̃2n

〉
. (4.20)

Èç ôîðìóë (4.18), (4.20) âèäíî, ÷òî òåïëîâûå íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò îò òåïëî-

âûõ äåôîðìàöèé ñâÿçåé, à òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ � îò äåôîðìàöèé è ñêîðîñòåé.

Ïîýòîìó íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå äåôîðìàöèè

è ñêîðîñòè. Â êà÷åñòâå òàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðà-

âåíñòâî êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ âíóòðåííåé ýíåðãèè (â

ãëàâå 2 äàííûé ôàêò äåìîíñòðèðîâàëñÿ â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè). Òîãäà

ôîðìóëà (4.20) äëÿ òåïëîâîé ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä:

UT ≈ Π ′′(V )
〈
ε̃2n

〉
. (4.21)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ òåïëîâîé

ýíåðãèè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî òåïëîâîìó ïàðàìåòðó εn.

Ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ [101, 239].

Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð
〈
ε̃2n

〉
èç ôîðìóë (4.18), (4.21) äëÿ íàïðÿæåíèé è òåïëî-

âîé ýíåðãèè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà:

σ0 = Π ′ (V ) , σT = −Γ (V )

V
UT , Γ = −V Π

′′′ (V )

2Π ′′ (V )
, (4.22)

ãäå Γ � êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà. Äàííîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà Ãðþ-
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íàéçåíà, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [101], ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì, ïî-

ëó÷åííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè â ðàáîòå [36].

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé è òåìïåðàòóð îïðåäåëÿ-

þùåå óðàâíåíèå (4.22) ïðèíèìàåò ôîðìó óðàâíåíèÿ Äþàìåëÿ-Íåéìàíà [255].

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è ðàâåíñòâî êèíåòè÷åñêîé

è ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ òåïëîâîé ýíåðãèè, ïîëó÷èì:

kBT = m
〈
ṽ2
n

〉
, UT = cV T, cV =

kB
m
. (4.23)

Âûðàæåíèå (4.9) äëÿ îáúåìà V ïðåäñòàâèì â âèäå:

V = a+
〈
un+1 − un

〉
≈ a(1 + ε), ε =

∂u

∂x
. (4.24)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëûõ äåôîðìàöèé |ε| � 1 è ïîëîæèì Π ′(a) = 0. Òî-

ãäà ðàñêëàäûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ õîëîäíîé è òåïëîâîé ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæå-

íèé (4.22) â ðÿä ïî ε è èñïîëüçóÿ (4.23), ïîëó÷èì:

σ0 = Eε, E = Π′′ (a) a, σT = −Γ (a)ρcV T. (4.25)

Äàííûå ôîðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ

Äþàìåëÿ-Íåéìàíà:

σ = E (ε− βT ) , β =
Γ (a)cV ρ

E
, (4.26)

ãäå β � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåïî÷êè ïîëó÷åíû ìàêðîñêîïè÷åñêèå îïðåäåëÿþùèå

óðàâíåíèÿ â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà (4.22) è Äþàìåëÿ-Íåéìàíà (4.26).
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4.2.4 Óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè öå-

ïî÷êè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ âûøå óðàâíåíèé áàëàíñà

è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâÿçàííîé òåðìî-

óïðóãîñòè äëÿ öåïî÷êè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé áàëàíñà, îïèñûâàþùóþ ïîâåäåíèå öåïî÷êè

â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå:

ρv̇ =
∂σ

∂x
, ρU̇ = σε̇− ∂h

∂x
, ε =

∂u

∂x
. (4.27)

Ðàçäåëÿÿ íàïðÿæåíèÿ è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ íà õîëîäíóþ è òåïëîâóþ ñîñòàâ-

ëÿþùèå, ïîëó÷èì:

ρv̇ =
∂

∂x
(σ0 + σT ) , ρ

(
U̇0 + U̇T

)
= (σ0 + σT ) ε̇− ∂h

∂x
. (4.28)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì ρU̇0 = σ0ε̇, òîãäà ôîðìóëà (4.28) ïðèíèìàåò âèä:

ρv̇ =
∂

∂x
(σ0 + σT ) , ρU̇T = σT ε̇−

∂h

∂x
. (4.29)

Äîáàâèì ê ñèñòåìå (4.29) ëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå

âûøå:

UT = cV T, σ0 = Eε, σT = −βET (4.30)

Ïîäñòàíîâêà äàííûõ ñîîòíîøåíèé â ôîðìóëó (4.29) äàåò:

ρ0v̇ = E
∂

∂x
(ε− βT ) , ρcV Ṫ = −βET ε̇− ∂h

∂x
. (4.31)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.31) îïèñûâàåò òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå öå-

ïî÷êè. Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå çàìêíóòà, äëÿ çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî

îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåïëîâîé ïîòîê ñ òåìïåðàòóðîé. Âû-
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âîä òàêîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Ñðàâíèì ñèñòåìó (4.31) ñ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñâÿçàííîé ëè-

íåéíîé òåðìîóïðóãîñòè [255]:

ρv̇ = E
∂

∂x
(ε− βT ) , ρcV Ṫ = −βET0ε̇−

∂h

∂x
. (4.32)

Çäåñü T0 � òåìïåðàòóðà åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà. Ïîä åñòåñòâåííûì ïî-

íèìàåòñÿ ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ïðè ε = 0 íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò [255]. Â

öåïî÷êå íàïðÿæåíèÿ ïðè ε = 0 îòñóòñòâóþò òîëüêî ïðè T = 0, ïîýòîìó ïåðâûå

ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (4.31), (4.32) îòëè÷àþòñÿ.

Äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé (4.31) (èëè (4.32)) íåîáõîäèìî îïðåäåëÿþùåå ñî-

îòíîøåíèå äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà h. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ïîëó÷èòü òàêîå

îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ öåïî÷åê ïîêà íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó

äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (4.31), à äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ òåìïåðàòóðû �

ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 3 â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.

4.2.5 Î ñâîáîäíîé ýíåðãèè öåïî÷êè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåð-

ãèè Ãåëüìãîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé òåðìîóïðóãî-

ñòè (4.32) è òåðìîóïðóãîñòè öåïî÷êè (4.31).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ Ãåëüìãîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùóþ

óðàâíåíèþ (4.32). Çàïèøåì êîíòèíóàëüíûå óðàâíåíèÿ áàëàíñà äëÿ îäíîìåðíîãî

ñëó÷àÿ ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà è âíåøíèõ ñèë:

ρv̇ =
∂σ

∂x
, ρU̇ = σε̇+ T Ṡ, T Ṡ = −∂h

∂x
, (4.33)

ãäå S � ýíòðîïèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ñâÿçüþ íàïðÿæåíèé è ýíòðîïèè ñî
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ñâîáîäíîé ýíåðãèåé Ãåëüìãîëüöà f :

σ =
∂f

∂ε
, S = −∂f

∂T
. (4.34)

Ïóñòü ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä [255]:

f =
1

2
Eε2 − Eβε(T − T0)−

ρcV
T0

(T − T0)
2. (4.35)

Ïîäñòàâëÿÿ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (4.35) â ôîðìóëû (4.34), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

äëÿ íàïðÿæåíèé è ýíòðîïèè:

σ = E
(
ε− β(T − T0)

)
, S = Eβε+

ρcV
T0

(T − T0). (4.36)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå âûðàæåíèÿ â ïåðâîå è ïîñëåäíåå èõ óðàâíåíèé (4.33), ïî-

ëó÷èì:

ρv̇ = E
∂

∂x

(
ε− βT

)
, ρcV

T

T0
Ṫ + EβT ε̇ = −∂h

∂x
. (4.37)

Ëèíåàðèçàöèÿ ôîðìóëû (4.37) ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçêèõ ê T0, è ìàëûõ ε äàåò

óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè (4.32).

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåðìîóïðóãîñòü öåïî÷êè. Ïîêàæåì, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåð-

ãèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ öåïî÷êè èìååò âèä:

f =
1

2
Eε2 − EβεT − ρcV T

(
ln
T

T∗
− 1

)
, (4.38)

ãäå T∗ � êîíñòàíòà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü òåìïåðàòóðû. Ïîäñòàâëÿÿ ñâîáîä-

íóþ ýíåðãèþ (4.38) â ôîðìóëû (4.34), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è

ýíòðîïèè:

σ = E(ε− βT ), S = Eαε+ ρcV ln
T

T∗
. (4.39)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ôîðìóëû â ïåðâîå è ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (4.33), ïîëó÷èì

óðàâíåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè öåïî÷êè (4.31).
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Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ öåïî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (4.38). Äàííàÿ ôîðìóëà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì

äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, èñïîëüçóåìûì â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðó-

ãîñòè [255]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýíòðîïèÿ öåïî÷êè ìîæåò áûòü ðàñ÷èòàíà ïî

ôîðìóëå (4.39). Áîëåå ïîäðîáíî âîïðîñ îá èçìåíåíèè ýíòðîïèè â öåïî÷êå â ïðî-

öåññå òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [104, 223].

4.2.6 Î çàäà÷å ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïå-

ðàòóðû

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá îïèñàíèè ïåðåõîäà ìåõàíè-

÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ â ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å òåðìîóïðóãîñòè.

Ïóñòü ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè èìååò äëèíó L, òîãäà òåìïåðàòóðà, òåïëîâîé

ïîòîê, ïåðåìåùåíèå è ñêîðîñòü ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè:

T (x) = T (x+L), h(x) = h(x+L), u(x) = u(x+L), v(x) = v(x+L).

(4.40)

Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè èìååò

âèä (4.32). Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ ïî ïåðèîäó (ïî x îò 0

äî L) è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

∫ L

0

∂h

∂x
dx = h(L)− h(0) = 0,∫ L

0

T0ε̇dx = T0

∫ L

0

∂v

∂x
dx = T0

(
v(L)− v(0)

)
= 0.

(4.41)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè (4.40). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

ρcV Ṫav = 0, Tav =
1

L

∫ L

0

Tdx. (4.42)

Âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ ïî ïåðèîäó òåìïåðàòóðà íå çàâè-
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ñèò îò âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ðàñòåò. Îòìåòèì,

÷òî äàííûé ôàêò íå çàâèñèò îò ôîðìû îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåï-

ëîâîãî ïîòîêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàêðîñêîïè÷åñêóþ òåðìîóïðóãîñòü öåïî÷êè, îïèñûâàå-

ìóþ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (4.31). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó-

÷èì:

ρcV Ṫav = −Eβ
L

∫ L

0

T ε̇dx = −Eβ
L

∫ L

0

(T − Tav) ε̇dx. (4.43)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ìå-

íÿòüñÿ âî âðåìåíè, îäíàêî ýòî íåëèíåéíûé ýôôåêò. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà ïîâåäåíèå ñðåäíåé òåìïåðàòóðû ìîæåò çàâèñåòü îò çàêîíà òåïëîïðîâîä-

íîñòè (îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ h).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè (4.31), (4.32) â ëèíåé-

íîì ïðèáëèæåíèè íå îïèñûâàþò èçìåíåíèå ñðåäíåé òåìïåðàòóðû â öåïî÷êå,

ïðîèñõîäÿùåå çà ñ÷åò ïåðåõîäà ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Ïîýòîìó äà-

ëåå äàííûé ïðîöåññ èññëåäóåòñÿ ÷èñëåííî (ñì. ïàðàãðàô 4.2.10).

4.2.7 Ïðèìåð. Öåïî÷êà Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà (ÔÏÓ)

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå è äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåðìîóïðó-

ãîñòü öåïî÷êè α-ÔÏÓ [48] ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû.

Öåïî÷êà ñîñòîèò èç N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ìàññû m, ñîåäèíåííûõ íåëèíåé-

íûìè ïðóæèíêàìè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû n öåïî÷êè èìååò âèä:

mv̇n = C(un+1 − 2un + un−1) + α
(

(un+1 − un)2 − (un − un−1)
2
)
, (4.44)

ãäå un, vn � ïåðåìåùåíèå è ñêîðîñòü ÷àñòèöû, C � æåñòêîñòü ïðóæèíêè ïðè

ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, α � êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè. Èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè-

÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ un = un+N .

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíóñîèäàëüíîìó
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ðàñïðåäåëåíèþ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, íóëåâûì òåïëîâûì ïîòî-

êàì è îòñóòñòâèþ ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé. Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè è ïåðåìåùåíèÿ

÷àñòèö èìåþò âèä:

un = 0, vn = ξn

√
2kB
m

(
Tb + ∆T sin

2πn

N

)
,
〈
ξn

〉
= 0,

〈
ξnξm

〉
= δnm,

(4.45)

ãäå ξn � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé; Tb � ñðåäíÿÿ (ôîíîâàÿ) òåìïåðàòóðà; ∆T �

àìïëèòóäà íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû. Îòìåòèì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ ïîõîæèå

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà transient thermal

grating [87, 174, 80].

Òåïëîïðîâîäíîñòü â αβ-ÔÏÓ è β-ÔÏÓ öåïî÷êàõ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-

ìè (4.45) ÷èñëåííî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [61, 217]. Îäíàêî â äàííûõ ðàáîòàõ

íå ðàññìàòðèâàëèñü òåðìîóïðóãèå ýôôåêòû.

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, èñïîëüçîâàííûå â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå

Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà [48], ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4.45).

Â ðàáîòå [48] ðàññìàòðèâàëèñü äåòåðìèíèðîâàííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âîçáóæäåíèþ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ôîðìû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Íàïðîòèâ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4.45) � ñòîõàñòè÷å-

ñêèå è ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå.

4.2.8 Áàëëèñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ â öåïî÷êå ÔÏÓ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåðìîóïðóãîñòü

α-ÔÏÓ öåïî÷êè (4.44) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.45). Äåìîíñòðèðóåòñÿ ðå-

çîíàíñíîå ÿâëåíèå, âîçíèêàþùåå çà ñ÷åò áàëëèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïåðåíîñà

òåïëîâîé ýíåðãèè.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìåõàíè÷åñêèõ äâèæåíèé öåïî÷êè èñïîëü-

çóåòñÿ ïîëó÷åííîå âûøå óðàâíåíèå ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè (ïåðâîå èç óðàâ-
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íåíèé (4.31)). Äàííîå óðàâíåíèå íå çàìêíóòî, ò.ê. îíî ñîäåðæèò òåìïåðàòóðó.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ â ãëàâå 3.

Ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàåòñÿ ïåðåêà÷êà ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Â ðå-

çóëüòàòå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïîâåäåíèå öåïî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

ü = c2
s

(
u′′ − βT ′

)
, T =

1

4π

∫ 2π

0

T0(x+ vg(p)t)dp. (4.46)

Çäåñü u(x, t) � ïîëå ïåðåìåùåíèé; T (x, t) � ïîëå òåìïåðàòóðû; T0(x) � íà-

÷àëüíîå ïîëå òåìïåðàòóðû; øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâó;

vg � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü äëÿ öåïî÷êè; cs =
√
E/ρ � ñêîðîñòü çâóêà; E � ìî-

äóëü Þíãà; ρ � ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü; β � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

Ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîïàðàìåòðîâ ìîäåëè îïðåäåëåíà ôîðìóëàìè (4.55) è (4.56).

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå èç óðàâíåíèé (4.46) áûëî âûâåäåíî â ãëàâå 3 â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ â öåïî÷êå � ëèíåéíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå

óðàâíåíèå îïèñûâàåò ÷èñòî áàëëèñòè÷åñêèé ðåæèì ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Îä-

íàêî äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îíî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ òåìïåðàòóðû ñ ïðèåì-

ëåìîé òî÷íîñòüþ (ñì. ðèñ. 4.1).

Â êîíòèíóàëüíîé ïîñòàíîâêå èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ è ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûì óñëîâè-

ÿì (4.45):

T0 = 2(Tb + ∆T sin(λx)), u = 0, v = 0, (4.47)

ãäå λ = 2π/L, L � äëèíà öåïî÷êè. Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåì-

ïåðàòóðû (4.47) âî âòîðóþ èç ôîðìóë (4.46), ïîëó÷èì:

T = Tb + A(t) sin(λx), A(t) = ∆TJ0(ωt) , (4.48)

ãäå ω = λcs, J0 � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ôîðìóëà (4.48) ïîêàçûâàåò,

÷òî òåìïåðàòóðà ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ (ñì. ðèñ. 4.1). Ïîäñòàíîâêà
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âûðàæåíèÿ (4.48) â óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (4.46) äàåò:

ü = c2
su
′′ − λc2

sβ∆TJ0(ωt) cos(λx). (4.49)

Âèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà èãðàåò ðîëü âíåøíåé ñèëû, âîçáóæäàþùåé ïåðâóþ ñîá-

ñòâåííóþ ôîðìó ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíê-

öèè Áåññåëÿ J0 ñëåäóåò, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà � ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ

÷àñòîòîé ω. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ÷àñòîòà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷à-

ñòîòîé ñèñòåìû. Àìïëèòóäà ñèëû çàòóõàåò êàê 1/
√
t.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.49) äàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé:

u(x, t) = z(t) cos(λx), z(t) = −β∆T ωtJ1(ωt)/λ. (4.50)

Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (ωt→∞) àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèé, z, èìååò ñëåäóþùóþ

àñèìïòîòèêó

z(t) ≈ −
√

2

π

β∆T

λ

√
ωt cos

(
ωt− 3π

4

)
. (4.51)

Ôîðìóëà (4.51) ïîêàçûâàåò, ÷òî àìïëèòóäà ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî
√
t. Ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, E , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

E =
1

2L

∫ L

0

(
ρv2 + Eu′2

)
dx = E∗ω2t2

[
J0

2(ωt) + J2
1 (ωt)

]
, (4.52)

ãäå E∗ = Eβ2∆T 2/4 1. Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ýíåðãèÿ ðàñòåò ëèíåéíî E ≈

2E∗ωt/π.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâïàäåíèå ÷àñòîòû òåìïåðàòóðíûõ êîëåáàíèé ñ ïåðâîé ñîá-

ñòâåííîé ÷àñòîòîé öåïî÷êè ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

ñ ðàñòóùåé àìïëèòóäîé. Äàííîå ÿâëåíèå áóäåì íàçûâàòü áàëëèñòè÷åñêèì ðåçî-

íàíñîì.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû íåòðóäíî ðàñïðî-

1Âåëè÷èíà E∗ ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñòåñíåííîãî ñòåðæíÿ, íàãðåòîãî
íà ∆T .
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ñòðàíèòü íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòó-

ðû T0(x) = T0(x+L). Ðàçëîæèì ïðîôèëü íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû â ðÿä Ôóðüå:

T0 =
a0

2
+
∞∑
k=1

[
ak cos (λkx) + bk sin (λkx)

]
, λk = kλ,

ak =
2

L

∫ L

0

T0(x) cos(λkx)dx, bk =
2

L

∫ L

0

T0(x) sin(λkx)dx.

(4.53)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.46) ñ ó÷åòîì ðàñïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòó-

ðû (4.53) ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (4.50) è ïðèíöèïà ñóïåðïî-

çèöèè:

u = βcst
∞∑
k=1

J1(ωkt)
[
ak sin (λkx)− bk cos (λkx)

]
, (4.54)

ãäå ωk = kω = kλcs. Ôîðìóëà (4.54) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçîíèðóþò âñå ñîáñòâåí-

íûå ôîðìû, âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå ôóíêöèè T0. Àìïëèòóäû ñîáñòâåííûõ ôîðì

ðàñòóò êàê
√
t. Îäíàêî â ñèëó òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ak, bk îáû÷íî

óáûâàþò ñ ðîñòîì k, îñíîâíîé âêëàä â ðîñò àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáà-

íèé âíîñÿò äëèííîâîëíîâûå ãàðìîíèêè (ìàëûå k).

Òàêèì îáðàçîì, áàëëèñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì

ïåðèîäè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

4.2.9 Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñêàçàíèé êîíòèíóàëüíîé òåîðèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4.44) îïðåäåëèì ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîïàðàìåò-

ðîâ ñèñòåìû. Êàê è ðàíåå, áóäåì ðàçäåëÿòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö íà ìåõàíè÷åñêèå

è òåïëîâûå [105]. Ìåõàíè÷åñêèì áóäåì íàçûâàòü äâèæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ìàòåìàò÷åñêîì îæèäàíèþ ïåðåìåùåíèé, ò.å. u(na, t) =
〈
un

〉
, ãäå a � øàã ðå-

øåòêè,
〈
...
〉
� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Òåïëîâîå äâèæåíèå ũn àññîöèèðóåòñÿ

ñ îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ ïåðåìåùåíèÿ ũn = un−
〈
un

〉
. Àíàëîãè÷íîå ðàçäåëåíèå ïðî-

âîäèòñÿ äëÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, Tn, ÷àñòèöû n
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îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

kBTn = m
〈
ṽ2
n

〉
, (4.55)

ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.

Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äëèíà, ïëîòíîñòü, ìîäåëü Þíãà, ñêîðîñòü çâóêà, òåïëî-

åìêîñòü è êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ öåïî÷êè (4.44) ñâÿçàíû ñ ìèê-

ðîïàðàìåòðàìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [105]

L = Na, ρ =
m

a
, E = Ca, cs = a

√
C

m
,

cV =
kB
m
, β = −αkB

aC2
.

(4.56)

Çäåñü êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå β = ΓcV ρ/E,

ãäå Γ = −αa/C � ïàðàìåòð Ãðþíàéçåíà (ñì. íàïðèìåð [105]).

Äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðàìêàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåð-

ìîóïðóãîñòè, ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè öåïî÷êè.

Óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è íà-

÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (4.45). Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèìïëåêòè-

÷åñêèé èíòåãðàòîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [20] ñ îïòèìèçèðîâàííûìè ïàðàìåòðà-

ìè [145]. Â ðàñ÷åòàõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 0.001%.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû

ïðîâîäèòñÿ îñðåäíåíèå ïî Nr ðåàëèçàöèÿì ñèñòåìû (4.44) ñî ñëó÷àéíûìè íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4.45). Àìïëèòóäà ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, z(t), è ìåõà-

íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, E , âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

z ≈ −1

π

N−2∑
n=0

〈
un+1 − un

〉
r
sin

2πn

N
,

ż ≈ 2

N − 1

N−1∑
n=0

〈
vn

〉
r
cos

2πn

N
, E =

m

4a

(
ż2 + ω2z2

)
.

(4.57)
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Ðèñ. 4.1: Êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû, âûçâàííûå êâàçèáàëëèñòè÷åñêèì ðàñïðî-
ñòðàíåíèåì òåïëà. Ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (4.48) (ëèíèÿ) è ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ αa/C = −0.25 (êðàñ-
íûå êâàäðàòû) è −1 (ñèíèå êðóãè).

Çäåñü
〈
...
〉
r
� îñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè ôèêñèðóåòñÿ ôîíîâàÿ òåìïåðàòó-

ðà Tb è ìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð α. Â ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: ∆t = 0.05τ∗, tmax = 1.4 · 104τ∗,∆T = 0.5Tb, v0 = 0.1cs, N =

103, Nr = 104. Çäåñü v0 � àìïëèòóäà ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òåìïåðàòóðå 2Tb. Ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè αa/C âàðüèðóåòñÿ â èí-

òåðâàëå [−1; 0].

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû öåïî÷êè. Àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå (4.48) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîôèëü òåìïåðàòóðû îñòàåòñÿ ñèíóñîèäàëü-

íûì. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ôàêòà âû÷èñëÿåòñÿ àìïëèòóäà òåìïåðàòóðíî-

ãî ïðîôèëÿ A(t) (ñì. ôîðìóëó (4.48)). Â ðàñ÷åòàõ òåìïåðàòóðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî

îïðåäåëåíèþ (4.55). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âêëàä
〈
vn

〉
â àìïëèòóäó A ìàë. Ïî-

ýòîìó â ôîðìóëå (4.55) èñïîëüçóåòñÿ ïîëíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vn âìåñòî òåïëî-

âîé êîìïîíåíòû ṽn. Àìïëèòóäà òåìïåðàòóðû äëÿ αa/C = −0.25 è αa/C = −1

ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.1. Äëÿ îáîèõ çíà÷åíèé α òåìïåðàòóðà ñîâåðøàåò çàòóõàþ-

ùèå êîëåáàíèÿ. Äàííûå êîëåáàíèÿ ïðèâîäÿò ê áàëëèñòè÷åñêîìó ðåçîíàíñó. Äëÿ
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Ðèñ. 4.2: Ðîñò àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè áàëëèñòè÷åñêîì ðåçî-
íàíñå. Ïîêàçàíû àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (4.50) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû ïðè αa/C = −0.25 (êðóãè) è −1 (êâàäðàòû).

αa/C = −0.25 êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû õîðîøî îïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ðå-

øåíèåì (4.48). Îòêëîíåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ αa/C = −1 ñâÿçàíû ñ

íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè, êîòîðûå îòêèäûâàëèñü ïðè âûâîäå ôîðìóëû (4.46).

Èçìåíåíèå àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé z(t) ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.2.

Âèäíî, ÷òî àìïëèòóäà ñî âðåìåíåì ðàñòåò. Íà íåáîëüøèõ âðåìåíàõ ðîñò õîðîøî

îïèñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (4.50). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè àíàëèòè÷å-

ñêîå ðåøåíèå îòêëîíÿåòñÿ îò ÷èñëåííîãî. Ñêîðîñòü îòêëîíåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ

ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè α.

Ðîñò àìïëèòóäû ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñâÿçàí ñ ÷àñòè÷íûì ïåðåõîäîì

òåïëîâîé ýíåðãèè â ìåõàíè÷åñêóþ. Äàííûé ïåðåõîä õîðîøî âèäåí íà ðèñ. 4.3.

Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî â íà÷àëå ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàñòåò, êàê è ïðåäñêà-

çûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (4.52). Ïðè ýòîì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó ðîñò ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî çà

ñ÷åò óìåíüøåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè.
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Ðèñ. 4.3: Ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû E . Ïîêàçàíî àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (4.52) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
äëÿ αa/C = −0.25 (òî÷êè), −0.5 (ïóíêòèð), −0.75 (øòðèõ-ïóíêòèð) è
−1 (øòðèõ-ïóíêòèð ñ äâóìÿ òî÷êàìè).

4.2.10 Î ïåðåõîäå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ â öå-

ïî÷êå ÔÏÓ

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè öåïî÷êè ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåõàíè÷å-

ñêèå êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå áàëëèñòè÷åñêèì ðåçîíàíñîì ñî âðåìåíåì çàòóõà-

þò (ñì. ðèñ. 4.4). Çàòóõàíèå ñâÿçàíî ñ òåðìàëèçàöèåé, ò.å. ïåðåõîäîì ìåõàíè-

÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ. Äàííûé ïðîöåññ íå îïèñûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíîé

ìîäåëüþ (4.46). Ïîýòîìó äàëåå ïðåäñòàâëåíû òîëüêî ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-

íèÿ.

Çàòóõàíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.3. Âèäíî, ÷òî ìåõàíè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà

íåëèíåéíîñòè α è çàòåì ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëü-

íîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, âîçáóæäàåìîé ïðè áàëëèñòè÷åñêîì ðåçîíàíñå Emax,

íîðìèðîâàííàÿ íà ïîëíóþ ýíåðãèþ öåïî÷êèH0, ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.5. Âèäíî, ÷òî

Emax ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà α, õàðàêòåðèçóþùåãî íåëèíåéíîñòü.

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé α ìàêñèìàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íà
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Ðèñ. 4.4: Çàòóõàíèå ýíåðãèè ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ αa/C = −1).

Ðèñ. 4.5: Ìàêñèìàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Emax, âîçáóæäàåìàÿ ïðè áàëëè-
ñòè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ α. Çäåñü H0 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
öåïî÷êè.

íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â êëàññè-

÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ÔÏÓ [48] ñèòóàöèÿ îáðàòíàÿ, ò.ê. òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ

ðàâíà íóëþ, à ìåõàíè÷åñêàÿ � êîíå÷íà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññìîòðåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ öåïî÷êè ìîíîòîííî ïåðåõîäèò â òåïëîâóþ. Äàííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ
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ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå [199] ïðè äðóãèõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèÿõ. Â ðàáîòå [199] ðàññìàòðèâàëîñü çàòóõàíèå ïåðâîé ñîáñòâåííîé

ôîðìû êîëåáàíèé ïðè íàëè÷èè òåïëîâîãî ôîíà. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáî-

òû è ðàáîòû [199] ïîêàçûâàþò, ÷òî äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî òåïëîâîãî äâèæåíèÿ

óñòðàíÿåò ïàðàäîêñ âîçâðàùåíèÿ (recurrence paradox), ïðèñóòñòâóþùèé ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷è ÔÏÓ â îðèãèíàëüíîé ïîñòàíîâêå [48].

4.2.11 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.2

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, èñõîäÿ èç óðàâíåíèé äèíàìèêè îäíîìåðíîé öåïî÷-

êè, âûâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâÿçàííîé ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè. Ïîëó÷å-

íû âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìèêðî- è ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû öåïî÷êè.

Îïðåäåëåí âèä ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà äëÿ öåïî÷êè. Äëÿ ïðèìåðà ðàñ-

ñìîòðåíà çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öåïî÷êè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà. Äëÿ îïèñà-

íèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â öåïî÷êå èñïîëüçîâàíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â

ãëàâå 3 â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî â öåïî÷êå ñ ñèíóñîèäàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû âîçíèêàåò ìåõàíè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Çà

ñ÷åò áàëëèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïåðåíîñà òåïëà òåìïåðàòóðà öåïî÷êè ñîâåðøà-

åò êîëåáàíèÿ. Íåðàâíîìåðíîå ïîëå òåìïåðàòóðû è òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïðèâî-

äÿò ê ïîÿâëåíèþ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, èãðàþùèõ ðîëü ïåðèîäè÷åñêîé

âíåøíåé ñèëû, âîçáóæäàþùåé ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. ×à-

ñòîòà äàííîé âíåøíåé ñèëû îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå

öåïî÷êè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ðåçîíàíñ. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííîå ÿâëåíèå

õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ïðåäëîæåííîé êîíòèíóàëüíîé ìîäåëüþ. Îòìåòèì, ÷òî â

îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ìåõàíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà áàëëèñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ âîçíè-

êàåò â îòñóòñòâèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

îáîáùåíû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â äâóìåðíîì è

òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ ýôôåêò, ñâÿçàííûé ñ áàëëèñòè÷åñêèì ðåçîíàíñîì, áóäåò

ñëàáåå, ò.ê. êîëåáàíèÿ òåìïåðàòóðû çàòóõàþò òåì áûñòðåå, ÷åì áîëüøå ðàçìåð-
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íîñòü ïðîñòðàíñòâà (äàííûé ôàêò ïîêàçàí â ãëàâå 3).

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå êî-

ëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ðåçîíàíñå, çàòóõàþò ìîíîòîííî. Ïîýòîìó êëàññè-

÷åñêèé ïàðàäîêñ ÔÏÓ íå íàáëþäàåòñÿ ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå. Â íàøèõ

ðàñ÷åòàõ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì òåïëîâàÿ. Ïî-

âèäèìîìó, äàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ìîíîòîííîãî çàòóõàíèÿ.

Îäíàêî äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáóþòñÿ äàëüíåé-

øèå èññëåäîâàíèÿ.

4.3 Ëèíåéíàÿ òåðìîóïðóãîñòü äâóìåðíûõ è

òðåõìåðíûõ êðèñòàëëîâ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà

ê îïèñàíèþ òåðìîóïðóãîñòè êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë íà ìíîãîìåðíûé ñëó-

÷àé. Ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè êðèñòàëëîâ ñ ïàðíûìè

âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé Êîøè è

Ïèîàëà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ âûðàæåíèé âûâîäèòñÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîò-

íîøåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà è âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðå-

íèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïîòåíöèàë ìåæ÷à-

ñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

áûë îòðèöàòåëüíûì.

4.3.1 Êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè

êðèñòàëëà ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè [243, 107, 111]. Âûâîäÿòñÿ âûðàæå-

íèÿ, ñâÿçûâàþùèå òåíçîðû íàïðÿæåíèé Êîøè è Ïèîëà ñî ñòðóêòóðîé ðåøåòêè

è ñèëàìè ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå êðèñòàëëû ïðîñòîé ñòðóêòóðû â ïðîñòðàí-
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ñòâå ðàçìåðíîñòè d = 1, 2 èëè 3. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó èñõîäíîé (íåäåôîðìèðîâàííîé) êîíôèãóðàöèåé è òåêóùåé

êîíôèãóðàöèåé. Ðàäèóñ-âåêòîðû ýêâèâàëåíòíîãî êîíòèíóóìà â èñõîäíîé è íà-

÷àëüíîé êîíôèãóðàöèÿõ îáîçíà÷àþòñÿ r è R ñîîòâåòñòâåííî. Ñâÿçü ìåæäó ìå-

ðàìè äåôîðìàöèè ñïëîøíîé ñðåäû è äåôîðìàöèÿìè ñâÿçåé ðåøåòêè âûâîäèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ îòñ÷åòíàÿ ÷àñòèöà êðèñòàëëà.

Ñîñåäíèå ÷àñòèöû íóìåðóþòñÿ èíäåêñîì α. Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé îòñ÷åòíóþ

÷àñòèöó ñ åå ñîñåäîì α â íåäåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè, îáîçíà÷àåòñÿ aα.

Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðû aα èìåþò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

aα = −a−α. (4.58)

Â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ÷àñòèöó ñ åå ñîñåäîì α, ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Aα è îñòàâøåéñÿ òåï-

ëîâîé ÷àñòè Ãα òàêîé, ÷òî
〈
Ãα

〉
= 0. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ïîëîæåíèé ÷àñòèö â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿì

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê êîíòèíóóìà. Òîãäà êîíòèíóàëèçàöèÿ âåêòîðà Aα äàåò

Aα = R(r + aα)−R(aα) ≈ aα·
◦
∇ R, (4.59)

ãäå
◦
∇ � íàáëà-îïåðàòîð â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äåôîðìàöèè ñâÿçè ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòî-

ÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàâíîâåñíîãî. Â ëèòåðàòóðå ôîðìóëà (4.59) èíîãäà íàçûâàåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì Êîøè-Áîðíà. Èç ôîðìóëû (4.59) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðà-

æåíèå äëÿ äåôîðìàöèîííîãî ãðàäèåíòà:

◦
∇ R =

(∑
α

aαaα

)−1

·
∑
α

aαAα. (4.60)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (4.59), (4.60) ñâÿçûâàþò äåôîðìàöèè ñâÿçåé â êðè-
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ñòàëëå ñ äåôîðìàöèÿìè ýêâèâàëåíòíîé ñïëîøíîé ñðåäû.

Ðàññìîòðèì âûâîä êîíòèíóàëüíûõ óðàâíåíèé áàëàíñà èç äèñêðåòíûõ óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ êðèñòàëëà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îòñ÷åòíîé ÷àñòèöû èìååò âèä

mü =
∑
α

Fα, (4.61)

ãäå Fα � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îòñ÷åòíóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû åå ñîñåäà α, m

� ìàññà ÷àñòèöû. Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-

íåíèÿ (4.61). Äëÿ êîíòèíóàëèçàöèè âîñïîëüçóåìñÿ òðåòüèì çàêîíîì Íüþòîíà

Fα(r) = −F−α(r + aα),
〈
Fα

〉
(r) ≈ −

〈
F−α

〉
(r)− aα·

◦
∇
〈
F−α

〉
(r). (4.62)

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (4.61) â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ïðèíèìàåò âèä

m

V0

〈
ü
〉

=
◦
∇ ·

(
1

2V0

∑
α

aα

〈
Fα

〉)
, V0 =

√
5− d
2

ad, (4.63)

ãäå a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå, V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè â íåäåôîðìè-

ðîâàííîì ñîñòîÿíèè (îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà ÷àñòèöó â èäåàëüíîé áåñêîíå÷íîé

ðåøåòêå [239]). Óðàâíåíèå (4.63) èìååò òàêóþ æå ôîðìó, êàê è êîíòèíóàëüíîå

óðàâíåíèå áàëàíñà èìïóëüñà â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè:

ρ0ü =
◦
∇ ·P, (4.64)

ãäå P � òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëà, ρ0 � ïëîòíîñòü â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè.

Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (4.63), (4.64) äàåò ñëåäóþùóþ ñâÿçü òåíçîðà Ïèîëà P ñ

ñèëàìè ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

P =
1

2V0

∑
α

aα

〈
Fα

〉
. (4.65)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â äåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè äàþò âûðàæåíèå
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äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè:

σ =
1

2V

∑
α

Aα

〈
Fα

〉
, (4.66)

ãäå V � îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà ÷àñòèöó â òåêóùåé êîíôèãóðàöèè. Ôîðìó-

ëû (4.65), (4.66) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü òåíçîðû íàïðÿæåíèé Êîøè è Ïèîëà ïðè

èçâåñòíûõ ñèëàõ è ãåîìåòðèè êðèñòàëëà.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàéòè òåíçîð íàïðÿæåíèé

òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëÿ ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåííûå

âûøå ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà ÷àñòèöó, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ñèë Fα. Â ñëó÷àå ïàðíûõ

âçàèìîäåéñòâèé äàííîå ïðåäïîëîæåíèå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ñëó÷àé ìíîãî-

÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [106]. Ïîêàçàíî, ÷òî àíà-

ëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñèëû âîçìîæíî è â ýòîì ñëó÷àå. Îäíàêî äàííîå

ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííî.

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ âûâîäà ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.

4.3.2 Êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ êîýôôèöèåíò òåï-

ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êðèñòàëëà ñ ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïðåäñòàâèì òåíçîð íàïðÿæåíèé â âèäå ñóììû õîëîäíîé è òåïëîâîé ÷àñòåé:

σ = σ0 + σT , σ0 = σ|Ãα=0 = − 1

2V

∑
α

Φ(A2
α)AαAα, σT = σ − σ0,

(4.67)

ãäå ôóíêöèÿ Φ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (4.86). Äëÿ õîëîäíîé ÷àñòè òåíçîðà íà-

ïðÿæåíèé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ
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çà ñ÷åò ïîäñòàíîâêè (4.59) â ôîðìóëó (4.66) (ñì. ðàáîòó [99]):

σ0 = − 1

2V0

√
det C

(
◦
∇ R)T ·

∑
α

Φ(aαaα · ·C)aαaα·
◦
∇ R, C =

◦
∇ R ·

( ◦
∇ R

)T
,

(4.68)

ãäå C � ìåðà äåôîðìàöèè Êîøè-Ãðèíà.

Ïîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ òåïëîâîé ÷àñòè òåíçîðà íàïðÿæå-

íèé. Ðàññìîòðèì òåïëîâóþ ýíåðãèþ:

UT =
m

2

〈
ṽ2
〉

+
1

2

∑
α

〈
Π
(
Aα + Ãα

)〉
− 1

2

∑
α

Π (Aα) . (4.69)

Êèíåòè÷åñêàÿ ÷àñòü òåïëîâîé ýíåðãèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Ãα ñ èñïîëüçîâàíèåì

òåîðåìû î âèðèàëå [243]:

m

2

〈
ṽ2
〉
≈ 1

4

∑
α

〈
Ãα · Fα

(
Aα + Ãα

)〉
. (4.70)

Ñëåäîâàòåëüíî, òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ôóíêöèè âåêòîðîâ Ãα,

îïèñûâàþùèõ òåïëîâûå äåôîðìàöèè ñâÿçåé. Òåíçîð íàïðÿæåíèé òàêæå çàâèñèò

îò Ãα.

Ðàçëîæèì òåíçîð íàïðÿæåíèé σT è òåïëîâóþ ýíåðãèþ UT â ðÿä ïî Ãα. Â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì:

σT ≈ −
1

2V

∑
α

[2Φ′AαEAα + Φ′AαAαE + 2Φ′′AαAαAαAα] · ·
〈
ÃαÃα

〉
,

UT ≈ −
1

2

∑
α

[ΦE + 2Φ′AαAα] · ·
〈
ÃαÃα

〉
.

(4.71)

Ôîðìóëû (4.71) ïîêàçûâàþò, ÷òî òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ è òåíçîð íàïðÿæåíèé çàâè-

ñÿò îò ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ
〈
ÃαÃα

〉
. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü äàííûå òåíçîðà èç ôîðìóëû (4.71). Â ðàáîòå [243] äëÿ
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ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñèëîâîå ïðåäïîëîæåíèå

〈
ÃαÃα

〉
=

1

d
ξ2E, ξ2 =

〈
Ã

2

α

〉
. (4.72)

Â òàêîì ñëó÷àå òåïëîâîå äàâëåíèå è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ξ2, îïèñûâàþùåãî äåôîðìàöèè ñâÿçåé, âûçâàííûå

òåïëîâûì äâèæåíèåì. Èñêëþ÷àÿ äàííûé ïàðàìåòð èç ôîðìóë (4.71), ïîëó÷èì

σT =
G

V
UT , G =

∑
α

(
(d+ 2)Φ′ + 2Φ′′A2

α

)
AαAα∑

α

(
dΦ + 2Φ′A2

α

) , (4.73)

ãäå òåíçîð G ñâÿçàí ñ îáû÷íûì êîýôôèöèåíòîì Ãðþíàéçåíà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: Γ = −1
dtrG. Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé âûðàæåíèå äëÿ

êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà ïðèíèìàåò âèä:

Γ = −Π
′′′A2 + (d− 1) [Π ′′A−Π ′]
2d(Π ′′A+ (d− 1)Π ′)

. (4.74)

×àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (4.74) äëÿ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåò-

êè (d = 3) ïîëó÷åí â ðàáîòå [86]. Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.74),

êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Äàííûé ñëó÷àé, ñîîò-

âåòñòâóþùèé îòðèöàòåëüíîìó òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ, ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå

ïîäðîáíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèå (4.72) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî è,

ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (4.74) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñëåäñòâèåì ôîðìóë (4.71). Â

ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäïîëî-

æåíèå (4.72) íå âûïîëíÿåòñÿ è òåíçîðû
〈
ÃαÃα

〉
íå ÿâëÿþòñÿ øàðîâûìè. Â

òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòå-

ìû (4.71).

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðè âçàèìîäåéñòâèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé óðàâíå-
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íèÿ (4.71) ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð

βα =

〈(
Ãα · nα

)2〉
〈(

Ãα · eα
)2〉 , (4.75)

îïðåäåëÿþùèé ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè (â ïëîñêîñòè) äåôîð-

ìàöèÿìè ñâÿçåé, âûçâàííûìè òåïëîâûì äâèæåíèåì. Çäåñü eα = aα/|aα|; nα �

íîðìàëü ê âåêòîðó eα â ïëîñêîñòè ðåøåòêè. Äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè ñ âçàèìî-

äåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé, βα â ñèëó ñèììåòðèè íå çàâèñèò îò α. Ïîýòîìó

èíäåêñ α äàëåå áóäåò îïóùåí. Òîãäà êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç β ñëåäóþùèì îáðàçîì [256]

Γ = −Π
′′′A2 + β [Π ′′A−Π ′]

4(Π ′′A+ βΠ ′)
, (4.76)

Ïàðàìåòð β ìîæåò áûòü îöåíåí â ðàìêàõ ãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ïà-

ðàãðàôå 2.3.7.3 äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

êîâàðèàöèé ïåðåìåùåíèé. Ðåøåíèå äàåò β ≈ 1.43. Äàííîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ

â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ, ïðîâîäèâøåãîñÿ â ðàáîòå [256].

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé ñâÿçè åñòü äâà ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþ-

ùèå ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíûìè äåôîðìàöèÿìè è ïîïåðå÷íûìè äåôîðìàöèÿìè

â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ, îðòîãîíàëüíûõ ê ñâÿçè. Èññëåäîâàíèå äàííîãî âîïðîñà

ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïðîâîäèëîñü â ðàáîòå [5]. Ïàðàìåòðû, àíàëî-

ãè÷íûå βα, áûëè âû÷èñëåíû äëÿ ãðàíåöåíòðèðîâàííîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñ

âçàèìîäåéñòâèÿìè Ëåííàðäà-Äæîíñà.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåïëîâîé ýíåðãèè â ðÿä

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî-

ëó÷àåòñÿ îáîáùåííîå (òåíçîðíîå) óðàâíåíèå â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà. Îñòàâ-

ëÿÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå,
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íåëèíåéíûå ïî òåïëîâîé ýíåðãèè, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâíå-

íèþ (4.103) (ñì. íàïðèìåð ðàáîòó [243]).

4.3.3 Óñëîâèå âîçíèêíîâåíèÿ îòðèöàòåëüíîãî òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ

Îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ â íåïëîòíîóïàêîâàí-

íûõ ðåøåòêàõ (íàïðèìåð, ëåä [176], ãðàôåí [216] è äð.) è ñëîæíûõ ïîëèàòîìíûõ

ðåøåòêàõ (íàïðèìåð, â Cu2O [66], ZrW2O8 [147], áåòà-êâàðöå [207], íåêîòîðûõ

çåîëèòàõ [45] è ò.ä.). Îäíàêî â ðàáîòå [177] ïîêàçàíî, ÷òî îòðèöàòåëüíûì êî-

ýôôèöèåíòîì òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ìîãóò òàêæå îáëàäàòü ïëîòíîóïàêîâàí-

íûå ðåøåòêè ñ ïàðíûìè ñèëîâûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Â äàííîé ðàáîòå áûë

ïðåäëîæåí ïîòåíöèàë, îáåñïå÷èâàþùèé îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîëó÷åíèÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî �a su�cient

condition for a potential to give rise to a system with NTE behavior is that it exhibits

a softened interior core within a basin of attraction�. Ìàòåìàòè÷åñêè �softened

interior core� îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà âçàè-

ìîäåéñòâèÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äàííîå óñëîâèå

ÿâëÿåòñÿ (i) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå è (ii) äîñòà-

òî÷íûì â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óñëîâèå íå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Èíûìè ñëîâàìè, ïîêàçàíî, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ äàæå â ñëó÷àå, êîãäà

òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðàâíà íóëþ èëè äàæå

îòðèöàòåëüíà. Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ èìå-

åò òîò æå çíàê, ÷òî è êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà Γ . Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ çàâèñèìîñòü çíàêà êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà îò ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà

ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó, ñîñòîÿùóþ èç îäèíàêîâûõ ÷à-

ñòèö. Áëèæàéøèå ñîñåäè âçàèìîäåéñòâóþò ïîñðåäñòâîì ïîòåíöèàëà Π. Â òàêîì
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ñëó÷àå êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè èìååò âèä (ñì. íàïðè-

ìåð, ðàáîòó [101]):

Γ = −Π
′′′(a)a

2Π ′′(a)
, (4.77)

ãäå a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå. Ôîðìóëà (4.77) äàåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì

ðåàëèçóåòñÿ îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå

Π ′′′(a) > 0. (4.78)

Âèäíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòü òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåò-

ñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåàëèçàöèè îòðèöàòåëüíîãî òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â äâóìåðíîì è òðåõ-

ìåðíîì ñëó÷àÿõ óñëîâèå (4.78) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðåàëèçàöèè îòðè-

öàòåëüíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

÷àñòèöàìè ôèçè÷åñêè ëèíåéíûå (÷àñòèöû ñîåäèíåíû ëèíåéíûìè ïðóæèíàìè).

Â ðàáîòàõ [191, 192] ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî, ÷òî òåïëîâîå ðàñøè-

ðåíèå â òàêîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (4.78) íå ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, òðåáóåòñÿ òî÷-

íîå âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà ñ ïàðàìåòðàìè ïîòåí-

öèàëà. Ê ñîæàëåíèþ, íà äàííûé ìîìåíò äîñòóïíû òîëüêî ïðèáëèæåííûå âûðà-

æåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà äëÿ ïðîñòûõ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ

ðåøåòîê ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè áëèæàéøèõ ñîñåäåé â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ èìå-

åò âèä:

Γ = −Π
′′′(a)a+ (d− 1)Π ′′(a)

2dΠ ′′(a)
. (4.79)

Îòìåòèì êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ îò ìíîãîìåðíîãî. Â îäíî-

ìåðíîì ñëó÷àå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò ôèçè÷åñêîé íåëè-
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íåéíîñòè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó çíàê êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà. Â ìíîãî-

ìåðíîì ñëó÷àå íàðÿäó ñ ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ïðèñóòñòâóåò ãåîìåòðè÷å-

ñêàÿ íåëèíåéíîñòü. Èíûìè ñëîâàìè, êîëåáàíèÿ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ íåëèíåé-

íûìè óðàâíåíèÿìè äàæå â ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîåäèíåíû ôèçè÷åñêè ëèíåéíûìè

ïðóæèíàìè. Ïîýòîìó â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå óñëîâèå ðåàëèçàöèè îòðèöàòåëüíî-

ãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ñîäåðæèò Π ′′ è Π ′′′:

Π ′′′(a)a > −(d− 1)Π ′′(a). (4.80)

Äàííàÿ ôîðìóëà íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç (4.79). Âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè îò-

ðèöàòåëüíà ïðè d > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîå

òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ äàæå ïðè îòðèöàòåëüíîé òðåòüåé ïðî-

èçâîäíîé ïîòåíöèàëà. Ñëåäîâàòåëüíî êëàññ ïîòåíöèàëîâ, ïðèâîäÿùèõ ê îòðè-

öàòåëüíîìó òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ, ñóùåñòâåííî øèðå, ÷åì ïðåäëîæåííûé â

ðàáîòå [177].

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùèé ïîòåíöèàë:

Π(r) =
c

2
(r − a)2

(
1 +

α

3a
(r − a)

)
, α =

Π ′′′(a)a

Π ′′
. (4.81)

Ïàðàìåòð α õàðàêòåðèçóåò íåëèíåéíîñòü ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Ïðè α = 0 ïîòåíöèàë (4.81) ñòàíîâèòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Êîýôôèöèåíò Ãðþ-

íàéçåíà äëÿ òàêîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä:

Γ = −α + d− 1

2d
. (4.82)

Ïîäñòàíîâêà äàííîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (4.80) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

óñëîâèþ ðåàëèçàöèè îòðèöàòåëüíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ:

α > 1− d. (4.83)
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Äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ëåííàðäà-Äæîíñà, Ìîðçå è Ìè ïàðàìåòð α ðàâåí:

Π = D

((a
r

)12

− 2
(a
r

)6
)
⇒ α = −21,

Π = D
(
e2b(a−r) − 2eb(a−r)

)
⇒ α = −3ba,

Π =
D

n−m

(
m
(a
r

)n
− n

(a
r

)m)
⇒ α = −3− n−m,

(4.84)

ãäå b � ïàðàìåòð ïîòåíöèàëà Ìîðçå, n,m � ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà Ìè. Âèäíî,

÷òî äëÿ ðåàëèñòè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëîâ Ëåííàðäà-Äæîíñà, Ìîðçå è Ìè

êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ áîëüøå íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî óñëîâèå (4.80) ðåàëèçàöèè â êðèñòàëëå îòðèöà-

òåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Êàê è ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà, ôîðìó-

ëà (4.80) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé.

4.3.4 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.3

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðîâåäåíà êîíòèíóàëèçàöèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ìíîãî-

ìåðíûõ êðèñòàëëîâ ñ ïàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ

òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé Êîøè è Ïèîëà. Âûâåäåíà ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ êîýô-

ôèöèåíò Ãðþíàéçåíà ñ ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ è ñòðóêòóðîé

ðåøåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óòî÷íåíèÿ äàííîé ôîðìóëû ìîãóò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 2. Ïîëó÷åíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì òåïëîâîå ðàñøèðåíèå

êðèñòàëëà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííîå óñëîâèå âûïîëíÿ-

åòñÿ òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ñïåöèôè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

÷àñòèöàìè. Äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ìîðçå, Ìè è Ëåííàðäà-Äæîíñà ñ ðåàëèñòè÷íûìè

çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êðèñòàëëîâ ñ ïàð-

íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè áîëüøå íóëÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

òâåðäûõ òåë ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ.
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4.4 Íåëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

òåðìîóïðóãîñòè êâàçèîäíîìåðíîé öåïî÷êè

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ èññëåäîâàëîñü ëèíåéíîå òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå

êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëîñü îïðåäåëÿþùåå ñîîò-

íîøåíèå Äþàìåëÿ-Íåéìàíà, äàþùåå ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü òåïëîâûõ íàïðÿæå-

íèé îò äåôîðìàöèè è òåìïåðàòóðû. Òàêàÿ ìîäåëü õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå

òåë â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé è òåìïåðàòóð. Â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò

òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ (èëè êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà) ìîæåò ñèëüíî çàâèñåòü

îò äåôîðìàöèè. Áîëåå òîãî, çàâèñèìîñòü òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé îò òåìïåðà-

òóðû ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå äàííûå

íåëèíåéíûå òåðìîìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïðèìåðå öåïî÷-

êè, ñîâåðøàþùåé ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè. Äëÿ äàííîé

ìîäåëè ïåðå÷èñëåííûå íåëèíåéíûå òåðìîìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû ïðîÿâëÿþòñÿ

íàèáîëåå ÿðêî.

4.4.1 Ñâÿçü ìèêðî- è ìàêðîïàðàìåòðîâ

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû, ñîâåðøàþùóþ ïðîäîëüíûå è

ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Êàæäàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ

áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, îáîçíà÷àåìûìè èíäåêñàìè 1 è −1 ïîñðåäñòâîì ïàðíîãî

ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèå

ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè áîëüøå ëèáî ðàâíî ðàâíîâåñíîìó ðàññòîÿíèþ,

ò.å. öåïî÷êà ðàñòÿíóòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíî íàãðåòàÿ öåïî÷êà. Ïðè ýòîì

ñðåäíèå õàðàêòåðèñòèêè âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâû è äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî îäíó îòñ÷åòíóþ ÷àñòèöó.

Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äàííóþ ÷àñòèöó ñ åå ñîñåäîì íîìåð 1, ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå A + Ã, ãäå A = Ae, A � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðè îòñóòñòâèè

òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, e � âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü öåïî÷êè, Ã � èçìåíåíèå
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âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî ÷àñòèöû, âûçâàííîå òåïëîâûì äâèæåíèåì. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ã ðàâíî íîëþ. ×àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ïî-

ñðåäñòâîì ïàðíîãî ïîòåíöèàëà Π
(

(A + Ã)2
)
. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë

çàäàí äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îòñ÷åòíîé ÷àñòèöû èìååò âèä

mv̇ = F1 + F−1, F1 = 2Π ′
(

(A + Ã)2
)(

A + Ã
)
, (4.85)

ãäå F1, F−1 � ñèëû, äåéñòâóþùèå íà îòñ÷åòíóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ÷àñòèö 1

è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü è äàëåå øòðèõîì îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî àð-

ãóìåíòó.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëíîå íàïðÿæåíèå σ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñèëû, äåé-

ñòâóþùåé íà îòñ÷åòíóþ ÷àñòèöó â íàïðàâëåíèè, çàäàâàåìîì âåêòîðîì e. Íà-

ïðÿæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû õîëîäíîé σ0 è òåïëîâîé σT êîìïîíåíò:

σ =
〈
F1

〉
· e, σ0 = 2Π ′(A2)A, σT = σ − σ0. (4.86)

Òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ UT öåïî÷êè ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ñî-

ñòàâëÿþùèõ:

UT =
m

2

〈
ṽ2
〉

+
〈
Π
(

(A + Ã)2
)〉
−Π(A2). (4.87)

Ôîðìóëû (4.86), (4.87) ïîêàçûâàþò, ÷òî òåïëîâîå íàïðÿæåíèå è òåïëîâàÿ ýíåð-

ãèÿ çàâèñÿò îò âåêòîðîâ Ã, ṽ, õàðàêòåðèçóþùèõ òåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèö. Äëÿ

òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü èç âûðàæåíèÿ äëÿ òåïëîâîé ýíåðãèè òåïëîâûå ñêîðîñòè,

èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå äëÿ îäíîðîäíî íàãðåòîé

öåïî÷êè â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè (ñì. íàïðèìåð [243]):

m

2

〈
ṽ2
〉
≈ 1

2

〈
Ã · F1

(
A + Ã

)〉
. (4.88)
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Ñ ó÷åòîì äàííîé ôîðìóëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü òåïëîâîå íàïðÿæåíèå σT è òåïëî-

âóþ ýíåðãèþ UT â âèäå ôóíêöèé âåêòîðà Ã. Â äàëüíåéøåì |Ã|/A èñïîëüçóåòñÿ

â êà÷åñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðàçëîæåíèå σT è UT â ðÿä ïî äàííîìó ïàðàìåòðó

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

4.4.2 Ëèíåéíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåôîðìàöèè ñâÿçåé, âûçâàííûå òåïëîâûì äâèæåíèåì, ìàëû,

ò.å. |Ã| � A. Òîãäà òåïëîâîå íàïðÿæåíèå (4.86) è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ (4.87) ìîãóò

áûòü ðàçëîæåíû â ðÿä ïî Ã. Îñòàâëÿÿ â ðàçëîæåíèè ñëàãàåìûå äî âòîðîãî

ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷èì:

UT = 2
(
Π ′E + 2Π ′′A2ee

)
· ·
〈
ÃÃ

〉
,

σT = 2
[
Π ′′A (E + 2ee) + 2Π ′′′A3ee

]
· ·
〈
ÃÃ

〉
,

(4.89)

ãäå e = A/A, E � äâóìåðíûé åäèíè÷íûé òåíçîð. Ôîðìóëû (4.89) ïîêàçûâà-

þò, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òåïëîâîå íàïðÿæåíèå è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ïðî-

ïîðöèîíàëüíû òåíçîðó
〈
ÃÃ

〉
, îïèñûâàþùåìó äåôîðìàöèè ñâÿçåé, âûçâàííûå

òåïëîâûì äâèæåíèåì.

Âûäåëèì âêëàä ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé:

Ã = αe + βn,
〈
ÃÃ

〉
=
〈
α2
〉
ee +

〈
β2
〉
nn +

〈
αβ
〉

(en + ne) , (4.90)

ãäå n � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê íàïðàâëåíèþ öåïî÷êè;
〈
α2
〉
,
〈
β2
〉
�

äèñïåðñèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé ñâÿçè;
〈
αβ
〉
� êîâàðèàöèÿ

ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé. Èç óðàâíåíèé (4.89), (4.90) ñëåäóåò, ÷òî
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òåïëîâîå íàïðÿæåíèå è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ
〈
α2
〉
,
〈
β2
〉
:

σT = 2
(
3Π ′′ + 2Π ′′′A2

)
A
〈
α2
〉

+ 2Π ′′A
〈
β2
〉
,

UT = 2(Π ′ + 2Π ′′A2)
〈
α2
〉

+ 2Π ′
〈
β2
〉
.

(4.91)

Âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè êîâàðèàöèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïå-

ðå÷íûõ äåôîðìàöèé íå âíîñèò âêëàä â íàïðÿæåíèÿ è òåïëîâóþ ýíåðãèþ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíî-

øåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè
〈
α2
〉
,
〈
β2
〉
. Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ âûâîäÿòñÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè [77]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé,

êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ðàâíû. Èñïîëüçóåì

äëÿ òåíçîðà
〈
ṽṽ
〉
ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ôîðìóëû (4.88):

m

2

〈
ṽṽ
〉

=
1

2

〈
ÃF1

〉
≈ Π ′

〈
ÃÃ

〉
+ 2Π ′′AA ·

〈
ÃÃ

〉
. (4.92)

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ââåäåì ôóíêöèþ Π̂:

Π̂(A) = Π(A2), Π ′ =
Π̂ ′

2A
, Π ′′ =

Π̂ ′′A− Π̂ ′

4A3
,

Π ′′′ =
Π̂ ′′′A2 − 3Π̂ ′′A+ 3Π̂ ′

8A5
.

(4.93)

Çäåñü øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó. Òîãäà òåîðåìà î ðàâíîì

ðàñïðåäåëåíèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû äàåò ñâÿçü äèñïåðñèé ïðîäîëüíûõ è ïîïå-

ðå÷íûõ äåôîðìàöèé ñâÿçè
〈
α2
〉
è
〈
β2
〉
:

m

2

〈
(ṽ · e)2

〉
=
m

2

〈
(ṽ · n)2

〉
⇒ Π̂ ′′

〈
α2
〉

=
Π̂ ′

A

〈
β2
〉
. (4.94)

Êîýôôèöèåíòû Π̂ ′′, Π̂ ′/A ðàâíû ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòÿì öåïî÷êè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ Π̂ ′′ > Π̂ ′/A. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêîì
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ñëó÷àå äèñïåðñèÿ ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé
〈
β2
〉
áîëüøå äèñïåðñèè ïðîäîëüíûõ

äåôîðìàöèé
〈
α2
〉
. Äàííûé ôàêò èñïîëüçóåòñÿ äàëåå äëÿ âûâîäà íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ.

Èñêëþ÷àÿ
〈
α2
〉
è
〈
β2
〉
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.91) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîò-

íîøåíèé (4.93), (4.94), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â ôîðìå Ìè-Ãðþíàéçåíà:

σ = σ0 −
Γ (A)

A
UT , Γ =

Γl + Γtr
2

, Γl = −Π̂
′′′A

2Π̂ ′′
,

Γtr = −Π̂
′′A− Π̂ ′

2Π̂ ′
,

(4.95)

Ïàðàìåòð Ãðþíàéçåíà Γ èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèå Γl, Γtr, ñîîòâåòñòâóþùèå

âêëàäàì ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî. Âêëàä ïðîäîëü-

íûõ êîëåáàíèé ñâÿçàí ñ íåëèíåéíîñòüþ ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé Γl è îá-

ðàùàåòñÿ â íîëü â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî êðèñòàëëà (Π̂ ′′′ = 0). Íàîáîðîò, âêëàä

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé Γtr îáóñëîâëåí òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ è

íå çàâèñèò îò àíãàðìîíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîòåíöèàëà.

Ôîðìóëà (4.95) äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ

â ñèñòåìå îòðèöàòåëüíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ:

Γ < 0 ⇔ Π̂ ′′′Π̂ ′A+ Π̂ ′′
(
Π̂ ′′A− Π̂ ′

)
> 0. (4.96)

Äëÿ èëëþñòðàöèè çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà Ãðþíàéçåíà îò äåôîðìàöèè ðàñ-

ñìîòðèì ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà:

Π̂(A) = E0

[( a
A

)12

− 2
( a
A

)6
]
, (4.97)

ãäå E0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè, a � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöè-

åíòà Ãðþíàéçåíà îò äåôîðìàöèè öåïî÷êè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (4.95), ïî-

êàçàíà íà ðèñ. 4.6. Âêëàä ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé â äàâëåíèå ïîëîæèòåëåí è

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè äåôîðìàöèè ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷å-
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Ðèñ. 4.6: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà î äåôîðìàöèè öåïî÷êè ñ âçàè-
ìîäåéñòâèÿìè Ëåííàðäà-Äæîíñà. Âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ ïðè (A∗−a)/a ðàçäåëÿåò
îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. A∗ âû÷èñëå-
íî ïî ôîðìóëå (4.98).

íèþ b = (13/7)1/6a ≈ 1.109a, ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàçðûâó ñâÿçè. Äàííûé ôàêò

âïåðâûå îòìå÷åí â ðàáîòå [101], ïîñâÿùåííîé âûâîäó óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ

îäíîìåðíîé öåïî÷êè. Âêëàä ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé â äàâëåíèå îòðèöàòåëåí ïî-

÷òè âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî èíòåðâàëà A ∈ [1.098a; b]. Ïàðàìåòð

Ãðþíàéçåíà íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè (A = a) ñòðåìèòñÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè,

ò.ê. Π̂ ′(a) = 0. Íóëåâîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè A = A∗:

Γ (A∗) = 0 ⇔ Π̂ ′′′Π̂ ′A∗ + Π̂ ′′
(
Π̂ ′′A∗ − Π̂ ′

)
= 0. (4.98)

Çäåñü âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû ïðè A = A∗. Äëÿ ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà-

Äæîíñà A∗ ≈ 1.0286a. Â ïàðàãðàôå 4.4.4 ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè A = A∗ òåïëîâîå ðàñøèðåíèå îòðèöàòåëüíî ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ è

ïîëîæèòåëüíî ïðè áîëüøèõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ â çàâèñèìîñòè îò äåôîðìà-

öèè öåïî÷êà ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü ïîëîæèòåëüíîå, íóëåâîå èëè îòðèöàòåëü-

íîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå. Ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèè êîýôôèöèåíò Ãðþ-
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íàéçåíà ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ/ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. Îïðåäåëåíà äåôîðìàöèÿ, ïðè

êîòîðîé êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ

ñëó÷àÿõ êâàçèãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå è óðàâíåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà íåäî-

ñòàòî÷íû. Áîëåå òî÷íûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âûâîäÿòñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðà-

ôàõ.

4.4.3 Íåëèíåéíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå

Ðàññìîòðèì òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ öåïî÷êè. Â òà-

êîì ñëó÷àå ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñâÿçåé áîëüøå ïðîäîëüíûõ, ò.å.
〈
α2
〉
�〈

β2
〉
(ñì. ôîðìóëó (4.94)). Ñâÿçü äàííûõ ïàðàìåòðîâ äàíà òåîðåìîé î ðàâíîì

ðàñïðåäåëåíèè. Ðàçëîæåíèå óðàâíåíèÿ (4.92) ñ ñîõðàíåíèåì ñëàãàåìûõ äî 4 ïî-

ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî äàåò

(
Π ′+2Π ′′A2

)〈
α2
〉

=Π ′
〈
β2
〉

+Π ′′A
〈
αβ2

〉
+Π ′′

〈
β4
〉
. (4.99)

Çäåñü âåëè÷èíû
〈
α3
〉
,
〈
α2β2

〉
,
〈
α4
〉
îòáðîøåíû â ñèëó ïðåîáëàäàíèÿ ïîïå-

ðå÷íûõ êîëåáàíèé. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âàæíî ðàññìàòðèâàòü êî-

âàðèàöèþ ìåæäó ïîïåðå÷íûìè è ïðîäîëüíûìè äåôîðìàöèÿìè ñâÿçè
〈
αβ2

〉
.

Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ òåïëîâîãî íàïðÿæåíèÿ σT è òåïëîâîé

ýíåðãèè UT :

σT = 2
(
3Π ′′ + 2Π ′′′A2

)
A
〈
α2
〉

+ 2Π ′′A
〈
β2
〉

+

+2
(
Π ′′ + 2Π ′′′A2

) 〈
αβ2

〉
+Π ′′′A

〈
β4
〉
,

UT = 2
(
Π ′ + 2Π ′′A2

) 〈
α2
〉

+ 2Π ′
〈
β2
〉

+ 5Π ′′A
〈
αβ2

〉
+

3

2
Π ′′
〈
β4
〉
.

(4.100)

Ôîðìóëà (4.100) ïîêàçûâàåò, ÷òî òåïëîâîå íàïðÿæåíèå è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ çàâè-

ñÿò îò ïàðàìåòðîâ
〈
α2
〉
,
〈
β2
〉
,
〈
αβ2

〉
,
〈
β4
〉
. Åäèíñòâåííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó

äàííûìè ïàðàìåòðàìè çàäàíî ôîðìóëîé (4.99). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
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óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â ÿâíîì âèäå òðåáóþòñÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèÿ.

Ïîñòóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

〈
β4
〉

= λ
〈
β2
〉2

, A
〈
αβ2

〉
= µ

〈
β2
〉2

(4.101)

Ïàðàìåòð λ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ äèñïåðñèåé
〈
β2
〉
. Òî-

ãäà
〈
β4
〉
âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

〈
β4
〉

=
1√

2π
〈
β2
〉 ∫ ∞

−∞
β4exp

− β2

2
〈
β2
〉
 = 3

〈
β2
〉2

. (4.102)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ λ = 3. ×èñëåííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèè öåïî÷êè ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè

Ëåííàðäà-Äæîíñà ïîêàçûâàåò, ÷òî λ ∈ [2.89; 3], µ ∈ [−1;−0.92]. Äàëåå áóäåì

ñ÷èòàòü λ è µ êîíñòàíòàìè.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (4.101) â ñèñòåìó (4.100) è èñêëþ÷àÿ
〈
β2
〉
, ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå:

σT = −B2

B4
UT −

(B2B3 −B1B4)
(
B3 −

√
B2

3 + 4B4UT

)
2B2

4

, (4.103)

B1 =− 2

A

(
Π ′′A2−ΓlΠ ′

)
, B3 =4Π ′, B4 =

7

2
(λ+2µ)Π ′′,

B2 = − 2

A
(µ− Γl(λ+ µ))Π ′′ − (λ+ 4µ)Π ′′′A.

(4.104)

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Ìè-Ãðþíàéçåíà, çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò òåïëîâîé

ýíåðãèè, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (4.103) � íåëèíåéíàÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âàæíîñòü ó÷åòà íåëèíåéíîñòè â óðàâ-

íåíèè (4.103), ðàçëîæèì åãî â ðÿä ïî òåïëîâîé ýíåðãèè UT . Ðàçëîæåíèÿ äëÿ

ñëó÷àåâ ðàñòÿíóòîé öåïî÷êè (A > a), íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè (A = a) è äåôîð-
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ìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó ïàðàìåòðó Ãðþíàéçåíà A = A∗, èìåþò âèä:

σT ≈ −
Γ (A)

A
UT −

B2A− Γ (A)B4

16Π ′2A
U 2
T , A > a, (4.105)

σT ≈ 2

(
2Π ′′(a)a2

7(λ+ 2µ)

) 1
2 √

UT , A = a, (4.106)

σT ≈ −
B2

16Π ′2
U 2
T , A = A∗. (4.107)

Èç ôîðìóë (4.106), (4.107) âèäíî, ÷òî öåïî÷êà äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííî íåëè-

íåéíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïðè A = a è A = A∗. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíîå

ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè σT (UT ), çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì Ìè-Ãðþíàéçåíà, ìîæåò

äàâàòü ñóùåñòâåííóþ îøèáêó. Óðàâíåíèå (4.106) òàêæå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà

âîïðîñ, ïî÷åìó êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè ñòðåìèòñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü σT (UT ) èìååò êîðíåâóþ àñèìïòîòè-

êó ïðè ìàëûõ UT . Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà, õàðàêòåðèçóþùèé

íàêëîí äàííîé çàâèñèìîñòè ïðè UT = 0, ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì,

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.106) íå çàâèñèò îò àíãàðìîíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî-

òåíöèàëà Π. Ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîå òåï-

ëîâîå ðàñøèðåíèå íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè îáóñëîâëåíî ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåé-

íîñòüþ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, à íå àíãàðìîíè÷íîñòüþ ïîòåíöèàëà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.105), íåëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè σT (UT ) òàêæå

ñóùåñòâåííà ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ, ò.ê. â äàííîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîå ñëà-

ãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì 1/Π ′2 â ôîðìóëå (4.105) ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì. Áîëåå

òîãî, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ A ∈ (a;A∗) êâàäðàòè÷íîå ñëàãàåìîå ïðèâîäèò ê

íåìîíîòîííîìó òåïëîâîìó ðàñøèðåíèþ, îòðèöàòåëüíîìó ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ

ýíåðãèÿõ è ïîëîæèòåëüíîìó ïðè áîëüøèõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ (ñì. ðèñ. 4.9).
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4.4.4 Ïðèìåð. Òåïëîâîå ðàñøèðåíèå êâàçèîäíîìåðíîé öå-

ïî÷êè Ëåííàðäà-Äæîíñà

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïðåäñêàçàíèé íåëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (4.103) ñ ðåçóëüòàòàìè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ öåïî÷êà Ëåííàðäà-Äæîíñà, ñîäåðæàùàÿ 103 ÷àñòèö,

äâèæóùèõñÿ â ïëîñêîñòè. Â íàïðàâëåíèè öåïî÷êè èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñå-

äåé. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ

è èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå ñêîðîñòè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â êðóãå.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìëåêòè-

÷åñêîãî ìåòîäà Âåðëå [205] ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ 0.02τ∗, ãäå τ∗ � ïåðèîä

êîëåáàíèé îäíîé ÷àñòèöû íà ïðóæèíêå ñ æåñòêîñòüþ, ðàâíîé æåñòêîñòè ñâÿçè.

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ òåïëîâîå äàâëåíèå è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿþò-

ñÿ ïî îïðåäåëåíèÿì (4.86), (4.87), ãäå èñïîëüçóåòñÿ îñðåäíåíèå ïî 106 øàãàì

èíòåãðèðîâàíèÿ. Äîïîëíèòåëüíî ïðîâîäèòñÿ îñðåäíåíèå ïî 15 ðåàëèçàöèÿì ñ

ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ íåäåôîðìèðîâàí-

íîé öåïî÷êè, âû÷èñëåííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè è ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (4.103) (äëÿ λ = 2.99, µ = −0.93), ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.7.

Êàæäàÿ òî÷êà íà ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó ïî 15 ðåàëèçàöèÿì ñ ðàç-

ëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òåïëîâîé ýíåðãèè,

ïðèâåäåííîå íà ãðàôèêå 4.7, ñîîòâåòñòâóåò ðàçðûâó öåïî÷êè. Î÷åâèäíî, çàâè-

ñèìîñòü òåïëîâîãî äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íå

ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâíåíèåì Ãðþíàéçåíà (4.95). Íàîáîðîò, íåëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå ñîñòîÿíèÿ (4.103) êîððåêòíî îïèñûâàåò êîðíåâóþ àñèìïòîòèêó σT (UT )

ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ.

Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî íàïðÿæåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ öåïî÷êè, ðàñ-

òÿíóòîé íà 0.1% è 1%, ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.8. Óðàâíåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà (4.95)
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Ðèñ. 4.7: Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî äàâëåíèÿ (pT = −σT ) îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ
íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè Ëåííàðäà-Äæîíñà. Ðàçáðîñ ðåçóëüòàòîâ ïîðÿäêà ðàçìåðà
òî÷êè íà ãðàôèêå.

äàåò ïðàâèëüíûé íàêëîí çàâèñèìîñòè σT (UT ) ïðè UT = 0. Îäíàêî ïðè êî-

íå÷íûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ îíî èìååò çíà÷èòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, ò.ê. êâàä-

ðàòè÷íûå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (4.105) ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Íàïðèìåð,

ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà óðàâíåíèÿ Ìè-Ãðþíàéçåíà ïðè A = 1.01a ñîñòàâëÿåò áî-

ëåå 200%. Äëÿ A = 1.001a îøèáêà åùå çíà÷èòåëüíåå. Â òî æå âðåìÿ, íåëèíåéíîå

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (4.103) âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âî âñåì

äèàïàçîíå äåôîðìàöèé ýíåðãèé. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà ñîñòàâëÿåò

îêîëî 30%.

Ôîðìóëà (4.98) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà öåïî÷êè

Ëåííàðäà-Äæîíñà ðàâåí íóëþ ïðè A∗ ≈ 1.0286a. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå öå-

ïî÷êè â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè áîëåå ïîäðîáíî. Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî íà-

ïðÿæåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ A = 1.028a è A = 1.0286a ïîêàçàíû íà

ðèñóíêàõ 4.9. Äëÿ A = 1.0286a òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâó-

åò ïðè UT → 0. Ïðè êîíå÷íûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ íàáëþäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå

òåïëîâîå ðàñøèðåíèå. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãè-

ÿõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.107), ò.å. òåïëîâîå íàïðÿæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî

êâàäðàòó òåïëîâîé ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðå-
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Ðèñ. 4.8: Çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî äàâëåíèÿ (pT = −σT ) îò òåïëîâîé ýíåðãèè
äëÿ öåïî÷êè, ðàñòÿíóòîé íà 0.1% (ñëåâà) è 1% (ñïðàâà). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (4.103), ïóíêòèð � óðàâíåíèå Ãðþíàéçåíà, òî÷êè
� ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ñðåäíåãî ïîðÿäêà ðàçìåðà
òî÷êè íà ãðàôèêå.

íèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ òåïëîâîé ýíåðãèè. Ïîõîæèé ýô-

ôåêò ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ.

Äëÿ A = 1.028a çàâèñèìîñòü σT (UT ) íåìîíîòîííà. Ñëåäîâàòåëüíî êîýô-

ôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ìåíüøå íóëÿ ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ è

áîëüøå íóëÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ. Äàííûé ôàêò êà÷å-

ñòâåííî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (4.103) è íå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-

åì Ìè-Ãðþíàéçåíà (4.95). Êîëè÷åñòâåííîå îòëè÷èå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî óðàâíåíèå (4.103) âûâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé.

Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå äåôîðìàöèè öåïî÷êè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ òåï-

ëîâîé ýíåðãèè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçðûâ öåïî÷êè. Çàâèñèìîñòü òåïëîâîãî

äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ äåôîðìàöèè ðàâíîé 4% ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.10.

Ïðè ýòîì ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âñåõ äåôîðìàöèÿõ âòîðîé êîýôôèöèåíò â ðàçëî-

æåíèÿõ (4.105) ôóíêöèè σT (UT ) ïî UT áîëüøå íóëÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ìè-

Ãðþíàéçåíà äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ äàâëåíèÿ (ñì. íàïðèìåð, ðèñ. 4.8, 4.9, 4.10).

Â òðåõìåðíûõ êðèñòàëëàõ íàáëþäàåòñÿ îáðàòíûé ýôôåêò [243] � óðàâíåíèå
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Ðèñ. 4.9: Çàâèñèìîñòü òåïëîâîãî äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ öåïî÷êè
Ëåííàðäà-Äæîíñà, ðàñòÿíóòîé íà 2.8% (ñëåâà) è 2.86% (ñïðàâà). Ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ � îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (4.103), ïóíêòèð � óðàâíåíèå Ãðþíàéçåíà,
òî÷êè � ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 4.10: Çàâèñèìîñòü òåïëîâîãî äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè äëÿ öåïî÷êè
Ëåííàðäà-Äæîíñà, ðàñòÿíóòîé íà 4%. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � îïðåäåëÿþùåå ñîîò-
íîøåíèå (4.103), ïóíêòèð � óðàâíåíèå Ãðþíàéçåíà, òî÷êè � ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ.

Ìè-Ãðþíàéçåíà äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ äàâëåíèÿ. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â òðåõ-

ìåðíîì ñëó÷àå íåëèíåéíîñòü çàâèñèìîñòè σT (UT ) ñóùåñòâåííî ñëàáåå [243].



Ãëàâà 4. Òåðìîóïðóãèå ýôôåêòû â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ 280

4.4.5 Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.4

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå êâàçèîäíîìåðíîé öåïî÷êè. Ïîêà-

çàíî, ÷òî äëÿ öåïî÷êè ñ âçàèìîäåéñòâèÿìè, îïèñûâàåìûìè ïîòåíöèàëîì òèïà

Ëåííàðäà-Äæîíñà, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü êàê

ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò äåôîðìàöèè.

Ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ öåïî÷êè çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò òåïëîâîé ýíåð-

ãèè ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ äå-

ôîðìàöèè äàííàÿ çàâèñèìîñòü íåìîíîòîííà. Äàííûé ýôôåêò íå îïèñûâàåòñÿ

îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè Ìè-Ãðþíàéçåíà è Äþàìåëÿ-Íåéìàíà.

Âûâåäåíî íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå òåìïåðà-

òóðíûå íàïðÿæåíèÿ ñ òåïëîâîé ýíåðãèåé è äåôîðìàöèåé öåïî÷êè. Â îòëè÷èå îò

èçâåñòíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé îíî êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíî îïèñûâàåò

ïîâåäåíèå öåïî÷êè â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð è äåôîðìàöèé. Â ÷àñò-

íîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè íàòÿæåíèÿ çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò

òåïëîâîé ýíåðãèè èìååò êîðíåâóþ àñèìïòîòèêó. Ïðè äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâó-

þùåé íóëåâîìó êîýôôèöèåíòó òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöè-

îíàëüíû êâàäðàòó òåïëîâîé ýíåðãèè.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðíûõ íà-

ïðÿæåíèé îò òåïëîâîé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé âáëèçè

íåóñòîé÷èâîñòè öåïî÷êè (íàïðèìåð, ïðè îòñóòñòâèè äåôîðìàöèè). Â ÷àñòíîñòè,

ñèëüíî íåëèíåéíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â íàíîïðîâîëîêàõ

è ãðàôåíå âáëèçè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

4.5 Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàçâèò ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-

íèé, ñâÿçûâàþùèõ â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äàâëåíèå, îáúåì è òåïëîâóþ
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ýíåðãèþ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë ñ ïàðíûìè ñèëîâûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.

Ïîëó÷åííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü ïîëÿ òåðìî-

óïðóãèõ íàïðÿæåíèé â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ðàññìîòðåíû êâàçèîäíîìåðíàÿ öåïî÷êà, à òàêæå äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå êðè-

ñòàëëû ñ ïàðíûìè ñèëîâûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Äëÿ êâàçèîäíîìåðíîé öåïî÷-

êè èññëåäîâàíà ñâÿçü òåïëîâîé ýíåðãèè è âîçíèêàþùåãî â ðåçóëüòàòå òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ/ñæàòèÿ äàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû íàòÿæåíèÿ. Ïî-

ëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Âûâåäåíà çàâèñèìîñòü

ïàðàìåòðà Ãðþíàéçåíà, õàðàêòåðèçóþùåãî íàêëîí çàâèñèìîñòè òåïëîâîãî äàâ-

ëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè â íóëå, îò íàòÿæåíèÿ öåïî÷êè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ïîòåíöèàëîâ òèïà Ëàííàðäà-Äæîíñà ïàðàìåòð Ãðþíàéçåíà êâàçèîäíîìåðíîé

öåïî÷êè ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå îò ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè (äëÿ íåðàñòÿíóòîé öå-

ïî÷êè) äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè (âáëèçè ìàêñèìàëüíîé äåôîðìàöèè). Òàêîå ïîâå-

äåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëàáî ðàñòÿíóòîé öåïî÷êå çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ

îò òåïëîâîé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé. Áîëåå òîãî, ïðè íåêî-

òîðûõ äåôîðìàöèÿõ öåïî÷êè äàííàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò ñòàòü íåìîíîòîííîé.

Â òàêîé ñèòóàöèè óðàâíåíèå Ìè-Ãðþíàéçåíà ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì

îøèáêàì. Âûâåäåíî íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå äàâ-

ëåíèå è òåïëîâóþ ýíåðãèþ. Äàííîå óðàâíåíèå êà÷åñòâåííî îïèñûâàåò ïîâåäå-

íèå öåïî÷êè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ äåôîðìàöèè è íå ñëèøêîì áîëüøèõ òåïëîâûõ

ýíåðãèÿõ. Óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ íåðàñòÿíóòîé öåïî÷êè

çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò òåïëîâîé ýíåðãèè èìååò êîðíåâóþ àñèìïòîòèêó â íó-

ëå. Âáëèçè äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó êîýôôèöèåíòó Ãðþíàéçå-

íà, òåïëîâîå äàâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó òåïëîâîé ýíåðãèè. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ,

ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíòó Ãðþíàéçåíà, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñõîæåå ïî-

âåäåíèå îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ. Â êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, êàê ïðàâèëî,

îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîëó÷åííîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî
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ïðè îïðåäåëåííîé äåôîðìàöèè öåïî÷êè òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ìîæåò áûòü íåìî-

íîòîííûì (îòðèöàòåëüíûì ïðè ìàëûõ òåïëîâûõ ýíåðãèÿõ è ïîëîæèòåëüíûì �

ïðè áîëüøèõ). Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå òàêæå íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð, â ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ ãðàôåíà [216] è ãèáðèäíûõ ìàòåðèàëîâ [44].

Äëÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ êðèñòàëëîâ ïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå òåíçîðà

íàïðÿæåíèé è òåïëîâîé ýíåðãèè â ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, õàðàêòåðèçóþùå-

ìó äåôîðìàöèè ñâÿçåé, âûçâàííûå òåïëîâûì äâèæåíèåì. Ïîëó÷åíû âûðàæå-

íèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîýôôèöèåíò Ãðþíàéçåíà è êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøè-

ðåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî

âûðàæåíèÿ âûâåäåíî óñëîâèå, ïðè êîòîðîì òåïëîâîå ðàñøèðåíèå ñòàíîâèòñÿ

îòðèöàòåëüíûì. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû òåïëîâîå ðàñøèðåíèå áûëî îò-

ðèöàòåëüíûì, äîñòàòî÷íî ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé ÷àñòèö. Â

÷àñòíîñòè, êðèñòàëë ñ ôèçè÷åñêè ëèíåéíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè â äâóìåðíîì è

òðåõìåðíîì ñëó÷àå äåìîíñòðèðóåò îòðèöàòåëüíîå òåïëîâîå ðàñøèðåíèå.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [105, 108,

112, 111, 119].



Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü âëèÿíèå âàêàíñèé íà óïðóãèå

è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ. Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-

øåíèå çàäà÷è î äåôîðìèðîâàíèè äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé êðèñòàëëè÷åñêîé

ðåøåòêè ñ äâîÿêî-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé âàêàíñèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿ-

íèå âàêàíñèé íà ýôôåêòèâíûå óïðóãèå ñâîéñòâà ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàì-

êàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, â òî âðåìÿ êàê êîíöåíòðàöèÿ äåôîðìàöèé

âáëèçè âàêàíñèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â

êîíòèíóàëüíîé òåîðèè.

2. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-

äûõ òåëàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ðåøåòêîé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå óðàâíèâàíèå êèíå-

òè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé è ïåðåðàñïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-

ãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ñâÿçû-

âàþùàÿ ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòåïåíÿì ñâîáîäû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íà ïðè-

ìåðå äâóõàòîìíîé öåïî÷êè, äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè è ðåøåòêè ãðà-

ôåíà ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþò

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè.

3. Ðàçâèò ïîäõîä ê êîíòèíóàëüíîìó îïèñàíèþ ïåðåíîñà ýíåðãèè â êðèñòàëëè-

÷åñêèõ òâåðäûõ òåëàõ ñ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ðåøåòêîé â ëèíåéíîì ïðè-
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áëèæåíèè. Âûâåäåíà ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèå âî âðåìåíè íà÷àëü-

íîãî ïîëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â áåñêîíå÷íîì êðèñòàëëå. Àíàëèòè÷åñêè è

÷èñëåííî ðåøåí ðÿä çàäà÷ î ïåðåíîñå ýíåðãèè â äâóõàòîìíîé öåïî÷êå, êâàä-

ðàòíîé ðåøåòêå è ðåøåòêå ãðàôåíà. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ïðîöåññå

ïåðåíîñà êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîäðåøåòîê äâóõàòîìíîé öåïî÷êè îòëè÷à-

þòñÿ. Â ðåøåòêå ãðàôåíà ïåðåíîñ ýíåðãèè ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïåí.

4. Ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ òåðìîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òâåð-

äûõ òåë ñ áàëëèñòè÷åñêèì ïåðåíîñîì òåïëîâîé ýíåðãèè. Àíàëèòè÷åñêè è

÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öåïî÷êè Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà

ñ íà÷àëüíûì ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî

â äàííîé çàäà÷å âîçíèêàåò ðåçîíàíñ, âûçâàííûé ñîâïàäåíèåì ÷àñòîò êîëå-

áàíèé òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ìåõàíè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé ñèñòåìû. ×èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèêà-

þùèå çà ñ÷åò ðåçîíàíñà, çàòóõàþò ìîíîòîííî. Ýôôåêò âîçâðàùåíèÿ, õà-

ðàêòåðíûé äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, ïðè

êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå íå íàáëþäàåòñÿ.

5. Ðàçâèò ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ â

àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàïðÿæåíèÿ, îáúåì è òåïëîâóþ ýíåðãèþ ïðè

òåðìîóïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà. Ïîëó÷åíû ëèíåéíûå è íåëèíåé-

íûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåïî÷êè, ñîâåðøàþùåé ïðîäîëüíûå è

ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ, è èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñ ïàð-

íûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äåôîðìàöèÿõ öå-

ïî÷êè çàâèñèìîñòü òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé îò òåïëîâîé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ

ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé.
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