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Введение

Актуальность темы

Развитие технологических методов создания искусственных наноразмерных струк-

тур, таких как фуллерены, нанотрубки, нановолокна, графен, наноалмазы и

т.п., приводит к необходимости описывать и проводить предсказательное моде-

лирование поведения таких структур при различных термомеханических воз-

действиях. Важным методом, позволяющим детально изучить процессы на микро-

и наноуровне, является метод молекулярной динамики. Круг задач, которые

удается описать с помощью данного метода, ограничен прежде всего размером

моделируемой системы, в особенности это справедливо для ab initio методов.

Для решения этой проблемы применяются эмпирические потенциалы взаимо-

действия, уменьшающие вычислительную сложность алгоритмов, и моделиро-

вание континуальными методами отдельных областей системы, в которых не

нарушается сплошность материала. Для применения методов сплошной среды

в этом качестве необходимо составить уравнения состояния дискретной систе-

мы и определиить условия нарушения сплошности или изменения структуры

материала. На данном масштабном уровне монокристаллические элементы на-

ноструктуры являются практически бездефектными, в связи с этим актуаль-

ным является исследование термомеханических свойств идеальных кристалли-

ческих структур, проведенное в данной работе. Отсутствие дефектов в моно-

кристаллах существенно увеличивает их прочность, а устойчивость структуры

может нарушаться до достижения критических напряжений вдоль пути дефор-

мирования, вследствие произвольных малых флуктуаций.

В настоящей работе проводится апробация и уточнение уравнения состоя-

ния и выражения для вычисления термомеханических напряжений в дискрет-

ной системе, частицы которой взаимодействуют посредством парного силово-

го потенциала, что позволяет не только предсказывать поведение кристаллов

и использовать аналитические методы для описание сред с микроструктурой,

но и может применяться для определения параметров потенциалов. Примене-
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ние метода молекулярной динамики для определения областей устойчивости

в пространстве деформаций дало возможность сравнить полученные области

с результатами аналитических расчетов и исследовать двухфазные состояния

материала после потери устойчивости.

Таким образом, определение и предсказание термомеханических параметров

материалов с дискретной структурой, а также границ устойчивости материала

и параметров двухфазных состояний являются актуальными задачами механи-

ки деформируемого твердого тела.

Методика исследований

Исследования в данной диссертационной работе проводятся методами механики

сплошной среды и методом молекулярной динамики. Движение частиц описы-

вается законами классической механики. Определение макроскопических па-

раметров системы проводится с использованием выражений, являющихся дис-

кретными аналогами уравнений механики сплошной среды. Объектом иссле-

дования является идеальная кристаллическая решетка, в двумерном случае —

треугольная и квадратная, в трехмерном — гранецентрированная и объемно-

центрированная кубические решетки. Взаимодействие между частицами опи-

сывается парными силовыми потенциалами. Проводится сравнение результа-

тов молекулярно-динамического моделирования с аналитическими выражени-

ями, полученными путем перехода с помощью длинноволнового приближения

от дискретной системы к эквивалентному континууму и использования методов

механики сплошной среды.

Цель работы

Целью данной работы является уточнение и получение области применимости

аналитических выражений, связывающих макроскопические параметры сплош-

ной среды (коэффициента Грюнайзена и области устойчивости кристалличе-

ской структуры) с параметрами межчастичного взаимодействия.
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Научная новизна

Новизну работы составляют следующие положения, выносимые на защи-

ту:

1. Методом динамики частиц определены области устойчивости треугольной

решетки в пространстве конечных деформаций при парном силовом взаи-

модействии. Показано, что области устойчивости кристаллической решет-

ки соответствуют областям сильной эллиптичности уравнений равновесия

эквивалентной сплошной среды.

2. Исследована микроструктура неоднородных состояний после потери ус-

тойчивости треугольной решетки, в том числе, при структурном переходе

из треугольной в квадратную решетку. Выявлены механизмы релаксации

энергии при структурном переходе.

3. Получены уточненные коэффициенты тензорного уравнения состояния Ми-

Грюнайзена. Выяснена их зависимость от параметров моделирования, тем-

пературы и деформаций в устойчивых точках пространства конечных де-

формаций.

Достоверность полученных результатов

Достоверность полученных результатов достигается путем сравнения с экспе-

риментальными данными, использованием апробированных методик моделиро-

вания, сравнения с аналитическими оценками для случаев, допускающих ана-

литическое исследование. Полученные в работе области устойчивости идеаль-

ной кристаллической решетки при парном силовом взаимодействии полностью

соответствуют аналитически определенным областям сильной эллиптичности

уравнений равновесия эквивалентного континуума в пространстве деформа-

ций. Двухфазные состояния, образующиеся после потери устойчивости, хоро-

шо согласуются с оценками теории фазовых переходов. Полученное в работе

уравнение состояния основано на широко используемом в механике деформи-
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руемого твердого тела уравнении состояния Ми-Грюнайзена. Показано соот-

ветствие функции Грюнайзена, полученной из макропараметров атомарной си-

стемы, аналитической оценке в широком интервале температур и напряженно-

деформированных состояний.

Практическая значимость работы

Результаты данной работы могут быть использованы для идентификации пара-

метров аналитических моделей в рамках механики деформируемого твердого

тела и разработки эмпирических моделей, описывающих поведение дискрет-

ных систем. Сравнение полученных результатов с экспериментальными данны-

ми позволяет оценить предполагаемые результаты молекулярно-динамического

моделирования и определить применимость модели для описания системы, а в

случае достаточной точности модели определить параметры потенциалов. Ре-

зультаты работы могут быть использованы в пакетах прикладных программ,

включающих в себя определение и задание граничных условий в теплофизиче-

ских процессах, как дополнение выражений, позволяющих адаптировать эле-

менты сплошной среды, описываемых континуальными уравнениями, с дис-

кретной системой. Сравнение областей устойчивости кристаллической решётки

при парном силовом взаимодействии и областей устойчивости реальных кри-

сталлов позволяет упростить определение параметров потенциала (в частно-

сти в методе погруженного атома) для описания структурных переходов из

плотноупакованной гранецентрированной кубической в объемноцентрирован-

ную кубическую решетку. Таким образом, результаты представленной работы

могут быть использованы в разработке и создании оригинальных композитных

материалов, обладающими высокими эксплуатационными характеристиками в

широком диапазоне температур.

Апробация работы

Результаты работы докладывались на семинарах Института проблем машино-

ведения РАН (Санкт-Петербург), кафедры Теоретическая механика СПбПУ,
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Института гидродинамики им. Лаврентьева (Новосибирск), Физического фа-

культета университета г. Севилья (Испания), а также на всероссийских и меж-

дународных конференциях: Advanced Problems in Mechanics (г. Санкт-Петербург,

2012, 2013, 2014, 2015, 2016), Международная научная конференция по меха-

нике Шестые Поляховские чтения (г. Санкт-Петербург, 2012), 8th European

Solid Mechanics Conference (Австрия, г. Грац, 2012), European Congress and

Exhibition on Advanced Materials and Processes (Испания, г. Севилья, 2013),

Euromech 2014 Colloquium 563 (Италия, г. Чистерна-Ди-Латина, 2014), Advances

in Micromechanics of Materials (Польша, г. Жешув, 2014), «Физическая мезоме-

ханика многоуровневых систем, Моделирование, эксперимент, приложения» (г.

Томск, 2014), XI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоре-

тической и прикладной механики (г. Казань, 2015), 24th International Congress

of Theoretical and Applied Mechanics (Канада, г. Монреаль, 2016).

Исследования автора на различных этапах работы поддерживались: согла-

шением о предоставлении субсидии № 14.575.21.0146 от 26.09.2017, уникальный

идентификатор ПНИ: RFMEFI57517X0146 (глава 2); грантами президента РФ

(исполнитель МК-4873.2014.1, исполнитель MK-1820.2017.1), РФФИ (руководи-

тель 12-01-31297-мол_а, исполнитель 13-01-12076-офи_м, 14-01-00802-а, 14-01-

31487-мол_а) (глава 3).

Структура и объем работы

Работа состоит из введения, трех глав и заключения. Работа содержит 104 стра-

ниц, 55 рисунков, список литературы содержит 119 наименований.
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Эпиграф

Законы термодинамики легко могут
быть получены из принципов
статистической механики, неполным
выражение которых они являются, но
сами они являются, пожалуй,
несколько слепым проводником в
наших поисках этих законов.

Гиббс

Обзор литературы

Статистическая механика сформулированная в начале 20 века Гиббсом [67]

позволила связать микроскопические характеристики материалов с макроско-

пическими термодинамическими параметрами. Дальнейшее развитие статисти-

ческого подхода для неравновесных процессов было выполнено Боголюбовым

[7] в 1946г. Через 10 лет благодаря развитию вычислительной техники стал раз-

виваться альтернативный подход – численное интегрирование уравнений дви-

жения для отдельных частиц. Первые работы посвященные методу динамики

частиц были направлены на исследование неравновесных процессов и проде-

монстрировали одно из основные преимуществ метода – естественное описание

структурных изменений, Баррон в 1955 году исследовал фазовые переходы в

гелии [43], Олдер и Вейнрайт в 1957 году получили фазовую диаграмму си-

стемы твердых сфер [37]. Можно выделить два параметра определяющих по-

ведение системы частиц: структура материала и потенциал взаимодействия, в

следствии чего было опубликовано множество работ по вычислению термоди-

намических и механических параметров виртуальных материалов. Одним из

направлений развития метода динамики частиц было усложнение потенциалов

взаимодействия от парных центральных к многочастичным. Следует выделить

работу Руффа 1977г. [100] в которой были получена формула для коэффициен-

та теплового расширения материала Морзе, и исследована зависимость упругих

модулей от температуры. Коэффициент теплового расширения для Ne, Ar, Kr,

and Xe при использовании потенциала Леннард-Джонса и сравнение с сомосо-

гласованной фонноной теорией в [93], с учетом дефектов [48]. В работе Шаха
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[104] проведено исследование структуры и фазовых переходов материала Морзе

в широком диапазоне давлений и температур, было показано, что радиус обре-

зания потенциала существенно влияет на устойчивость структуры материала.

Температурная зависимость коэффициента теплового расширения для ионных

кристаллов (модель твердых ионов, оболочечная модель) определена в работе

[112]. В работе [45] выполнено сравнение коэффициента теплового расшире-

ния для различных парных потенциалов без учета притяжения частиц. Теп-

ловое расширения титана при использовании потенциала погруженного атома

было вычислено в работе [77], кремния и германия в [107]. Сравнение коэф-

фициентов теплового расширения MgO при высоком давлении для shell model

(SM)(парный) и breathing shell model (BSM)(не центральный) проведено в [105].

Расчет теплового расширения ZnSe для потенциала Терзофа в [40].

Получение уравнений состояния для молекулярно динамической системы на

основе методов статистической физики и в частности свободной энергии Гельм-

гольца было выполнено для парных центральных потенциалов, ограничиваясь

только ближайшими соседями в работе [70]. Самосогласованная фононная тео-

рия позволила получить хорошее согласие с расчетами вплоть до точки плав-

ления. Для ГЦК с парным центральным взаимодействием свободная энергия

Гельмгольца вычислена в работе [90]. В работе [113] показана линейная зави-

симость между коэффициентом Грюнайзена и производной модуля объемного

сжатия по давлению при учете взаимодействия с первой координационной сфе-

рой.

Теоретическая прочность одна из важнейших и фундаментальных свойств

твердых тел поскольку она определяет локальную неустойчивость в кристалле.

Локальное нарушение структуры, как показано в работе [1] оказывает суще-

ственное влияние на течение жидкости в наноканалах. В работе [119] устой-

чивость двумерной решетки для потенциала Ми определяется их анализа тен-

зора жесткости. Однако отмечается возможность волновой неустойчивости. В

работах Юмено [110] показана необходимость исследовать не только локаль-
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ную, но и глобальную неустойчивость связанную с коллективным движением

атомов. Определено влияние температуры и дефектов на локальную и глобаль-

ную неустойчивость, критическое сдвиговое напряжение линейно зависит от

температуры, в отличии от критической деформации. Условием устойчивость

является положительная определённость матрицы Гессиана [109]. В работе [13]

методом молекулярной динамики с многочастичным потенциалом межатомного

взаимодействия, полученным в рамках модели погруженного атома, проведено

исследование влияния толщины пленки и температуры на фазовую стабиль-

ность ОЦК-циркония в бесконечных пленках с различной кристаллографиче-

ской ориентацией. В работах Псахье [32] для модели погруженного атома по-

казано образование областей с локальным изменением структуры в условиях

динамического нагружения и тепловых флуктуаций. В работе [81] исследовано

зарождение дефектов в кристаллитах железа, ванадия и меди при высокоэнер-

гетических воздействиях.

1 Обзор методов исследования устойчивости и описания
термомеханических процессов в конденсированных сре-
дах

1.1 Методы вычисления макроскопических параметров для систе-
мы взаимодействующих частиц

Введем выражения связывающие микроскопические параметры материала и

параметры эквивалентной сплошной среды.

Потенциальная и удельная потенциальная энергия вычисляется по опреде-

лению:

U =
1

2

∑
k

Πk, Ep =
1

N
U, (1)

где Π — выбранный потенциал взаимодействия, Ak — модуль вектора, соединя-

ющего центры пары частиц, N — количество частиц в системе.
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Кинетическая и удельная кинетическая энергия определяется скоростями

частиц относительно центра масс системы:

Ẽkin =
1

2

∑
n

mv2
n, K̃ =

1

N
Ẽkin, (2)

где m — масса частиц, vn — модуль вектора скорости относительно центра масс

системы частиц.

Тогда температура вводится, как мера средней кинетической энергии:

T̃ =
2K̃

3kb
, (3)

где kb — постоянная Больцмана.

Выражение для тензора напряжений Коши и тензора напряжений Пиолы

дискретной системы при отсутствии теплового движения было получено в [23],

τ =
1

2V

∑
k

AkFk, (4)

P =
1

2V 0

∑
k

akFk, (5)

и было показано, что τ соответствует тензору напряжений Коши, а P соот-

ветствует тензору напряжений Пиолы в эквивалентной сплошной среде, V 0 и

V — объем системы в отсчетной и актуальной конфигурации.

Задача определения тензора напряжений в дискретной системе при тепловом

движении существенно сложнее, что привело к появлению различных подходов

для расчета давления и тензора напряжений. Классическим считается выраже-

ние, полученное Р.Клазиусом [49] на основе теоремы о вириале, и обобщение

выражения Клаузиуса, выполненное Д.Цайем [108].

PV =
2

3
〈Ẽkin〉t +

1

6

∑
k

〈AkFk〉t. (6)

где 〈 〉t — осреднение по времени.

Видим, что при отсутствии движения (6) полностью совпадает со следом

тензора (4). Данное выражение использовалось во многих классических рабо-

тах [38, 76, 61] по моделированию методом молекулярной динамике и встроено
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в пакеты моделирования, в частности LAMMPS, GROMACS и другие. Суще-

ственным вопросом, обсуждавшимся во многих работах, является вид выраже-

ния (6) для систем с периодическими граничными условиями, поскольку изна-

чально выражение записано для образца с жесткими стенками. В работе [89]

показано, что для системы с периодическими граничными условиями необхо-

димо дополнительное слагаемое в правой части вида −3V δU
δV , отвечающее изме-

нению положения образов частиц при изменении объема. Вид этого слагаемого

был определён Х.Беккером [44] для систем с парным потенциалом взаимодей-

ствия и А.Томсоном [106] для систем с многочастичным взаимодействием. В

этих работах было показано, что в отличие от классического определения, где

в сумме учитываются взаимодействия только тех частиц, что находятся внутри

выбранного объема, нужно учитывать и взаимодействия с «образами» частиц,

появляющимися в следствии периодических граничных условий.

Следующим широко используемым подходом является метод, разработан-

ный Дж.Ирвином и Дж.Криквудом [78] с использованием уравнения Лиувиля

для вычисления локально равновесного тензора напряжений в неравновесных

задачах. Строгое математическое обоснование приводятся в работе В.Нолла [84].

Практическому применению данных выражений препятствовали ряд сложно-

стей: 1) необходимо проводить усреднение по ансамблю; 2) использование в фор-

мулах бесконечных рядов для учета вклада потенциального взаимодействия;

3)необходимость аппроксимировать функцию Дирака. Все они были преодоле-

ны в работе Р.Харди [73], который предложил использовать в выражении (7)

сглаживающую функцию ψ(R−Rn), имеющую максимум в точки вычисления

тензора напряжений R и нормированную на объем всей системы, коэффициен-

ты Bij определяют находится ли связь ij внутри выбранного объёма, данная

сглаживающая функция заменила функцию Дирака в выражениях Ирвина и

Кирквуда.

PV =
2

3

∑
n

〈mv2
nψ(R−Rn)〉t +

1

6

∑
k

〈AkFkBij〉t. (7)
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При вычисления среднего давления во всей системе формула Харди приво-

дится к классическому выражению Клаузиуса и Цая.

Выражение для тензора напряжений, используемое в данной работе, получе-

но В.Кузькиным и А.Кривцовым [24] и имеет ряд отличий от (6). Для сравнения

приведем вывод обоих уравнений. Для получения вириальной формулы, следуя

работам [76] и [9], преобразуем выражение для кинетической энергии:

Ẽkin =
1

2

∑
n

mv2
n =

1

2

∑
n

dRn

dt
·pn =

=
1

2

d

dt

∑
n

Rn·pn −
1

2

∑
n

Rn·
dpn
dt

=

=
1

2

d

dt

∑
n

Rn·pn −
1

2

∑
n

Rn·Fn,

(8)

где pn — импульс частицы, Fn — суммарная сила действующая на частицу.

Усредним полученное выражение по времени и заметим, что в рассматрива-

емых нами стационарных состояния системы слагаемое d
dt

∑
n〈Rn·pn〉t обраща-

ется в ноль [9],[76].

〈Ẽkin〉t = −1

2

∑
n

〈Rn·Fn〉t. (9)

Выразим из вириальной функции −1
2

∑
n〈Rn·Fn〉t слагаемое отвечающие за

взаимодействие между частицами и слагаемое отвечающие за взаимодействие

со стенками, предположим, что внешнее давление равномерно распределено по

поверхности.

〈Ẽkin〉t =
1

2
P

∮
S

rS− 1

2

∑
n

〈Rn·Fn〉t, (10)

где S = ndS, dS — элемент поверхности ограничивающей частицы, n — нормаль

к элементу поверхности, P — внешнее давление.

Используя теорему Гаусса, получим:

〈Ẽkin〉t =
3

2
PV − 1

2

∑
n

〈Rn·Fn〉t. (11)
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Перепишем сумму
∑

n Rn·Fn, удвоив и разделив полную силу на сумму по

отдельным взаимодействиям:
∑

n Rn·Fn = 1
2

∑
k Ak·Fk

Окончательно вириальное давление определяется по формуле:

P =
1

3V

(
2〈Ẽkin〉t +

1

2

∑
k

〈Ak·Fk〉t

)
. (12)

Приведём вывод выражения для тензора напряжений, выполненный В.Кузь-

киным [24]. Запишем уравнение движения для некоторой отсчетной частицы

среды, поскольку рассматривается однородная система с периодическими гра-

ничными условиями все частицы эквивалентны и выбор частицы произволен:

mv̇n =
∑
k

Fk. (13)

Разделим движение на «быстро» осциллирующую компоненту и «медлен-

ное» движение к равновесному состоянию. Уравнение движения для «медлен-

ной» компоненты запишется в виде [6]:

m〈v̇n〉t =
∑
k

〈Fk〉t. (14)

Используя длинноволновое приближение [47]:

Ak = R(r + ak)−R(r) ≈ ak·
◦
∇R = R

◦
∇ ·ak, (15)

где R
◦
∇— деформационный градиент, ak — вектор между частицами в отчет-

ной конфигурации, Ak — вектор между частицами в актуальной конфигурации,

R(r) — радиус-вектор частицы в актуальной конфигурации, имевшей радиус-

вектор r в отчетной конфигурации. Таким образом мы предполагаем, что фи-

зические величины мало меняются на расстояниях порядка межатомных, и ис-

пользуя длинноволновое приближение переходим от дискретного рассмотрения

к непрерывным производным и уравнениям сплошной среды.

〈Fk(r)〉t − 〈Fk(r− ak)〉t ≈ ak·
◦
∇〈Fk(r)〉t. (16)
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Разделим силу на две составляющих, используя третий закон Ньютона и (16)

〈Fk(r)〉t = 1
2 (〈Fk(r)〉t − 〈Fk(r− ak)〉t) ≈ 1

2ak·
◦
∇〈Fk(r)〉t, подставим в (14):

m〈v̇n〉t ≈
1

2

∑
k

ak·
◦
∇〈Fk(r)〉t =

◦
∇ ·
(

1

2

∑
k

ak〈Fk(r)〉t

)
. (17)

Сравним выражение (17) с уравнением баланса сплошной среды в форме

Пиола [28]. Таким образом, дискретный аналог тензора Пиола определяется

выражением:

P =
1

2V 0

∑
k

ak〈Fk(r)〉t. (18)

Для вывода выражения для тензора Коши запишем уравнение (16) в акту-

альной конфигурации:

〈Fk(r)〉t − 〈Fk(r− ak)〉t ≈ Ak ·∇〈Fk(r)〉t. (19)

Подставляя в (14), разделим обе части на актуальный объем и преобразуя

производные, получим:

m

V
〈v̇n〉t ≈

1

2V

∑
k

Ak ·∇〈Fk(r)〉t =

= ∇ ·
(

1

2V

∑
k

Ak〈Fk(r)〉t

)
−
∑
k

∇ ·
(

Ak

2V

)
〈Fk(r)〉t.

(20)

С учетом (15) последнее слагаемое можно переписать в следующим виде, и

в силу тождества Пиола [28]
(
∇ ·

(
V 0

V R
◦
∇
)
≡ 0

)
будет равно нулю:

∑
k

∇ ·
(

Ak

2V

)
〈Fk(r)〉t =

V 0

2

∑
k

∇ ·
(
V 0

V
R
◦
∇
)

ak〈Fk(r)〉t = 0. (21)

Из требования эквивалентности уравнения движения (20) уравнению движе-

ния сплошной среды получим окончательное выражение тензора напряжений

Коши.

τ =
1

2V

∑
k

Ak〈Fk(r)〉t. (22)
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Выражения (12) и (22) имеют одинаковую форму, отличие состоит в мето-

де усреднения: в вириальном выражении усредняются произведения 〈AkFk〉t, а

в (22) каждое из слагаемых необходимо усреднять по отдельности, что приво-

дит к ряду недостатков данного выражения — невозможность его использова-

ния в системе с часто меняющимися связями и существенный расход оператив-

ной памяти компьютера для усреднения каждой связи в отдельности, с другой

стороны, данное выражение более строгое и можно рассчитывать на большую

точность.

1.2 Используемые потенциалы взаимодействия

В данной работе проводится исследование ансамблей частиц взаимодействую-

щих посредством парных центральных потенциалов. Как следует из названия

данные потенциалы должны зависеть только от модуля расстояние между ча-

стицами Π(Ak), сила, действующая между частицами определяется как первая

производная от потенциала (23), будем называть жесткостью связи вторую про-

изводную (23).

Πk = Π(Ak) = −∂Π(Ak)

∂Ak
= −Π′(Ak),

Fk = F (Ak) = −∂Π(Ak)

∂Ak
= −Π′(Ak),

Ck = C(Ak) =
∂2Π(Ak)

∂Ak
2 = Π′′(Ak).

(23)

Расстояние на котором обращается в ноль сила взаимодействия и жесткость

связи обозначим как a и b, и будем называть равновесным расстоянием и рас-

стоянием разрыва связи соответственно.

Параболический или гармонический потенциал (24) является простейшим

потенциалом с непрерывными производными и единственным минимумом. D —

глубина потенциальной ямы, коэффициенты в (24) выбраны так, чтобы жест-

кость связи соответствовала жесткости потенциала Леннард-Джонса (25) при

Ak = a. Благодаря своей простоте данный потенциал часто используется в ана-

литических вычислениях, поскольку позволяет получать точные решения для
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ансамблей частиц. В молекулярной динамике потенциал может использовать-

ся, если относительные смещения частиц малы, при некоторой модификации в

качестве угловой пружины между частицами для описания длинных органиче-

ских молекул.

Πk =
36D

a2
(a− Ak)

2 − 1,

Fk =
72D

a2
(a− Ak) , Ck =

72D

a2
.

(24)

Потенциал Леннард-Джонса (25) был предложен в 1924 г. [86] и успешно

применяется для описания взаимодействия Ван-Дер-Ваальса, в частности кри-

сталлов благородных газов. Правая ветка
(

a
Ak

)6
соответствует взаимодействию

двух диполей, левая
(

a
Ak

)12
аппроксимирует силу отталкивания при сжатии.

Данный потенциал весьма прост с вычислительной точки зрения и благода-

ря четным степеням не требует извлечения корня
√

A2
k. Поскольку потенци-

ал Леннард-Джонса является двупараметрическим мы можем удовлетворить

только одному макроскопическому параметру материала.

Πk = D

[(
a

Ak

)12

−
(
a

Ak

)6
]
,

Fk =
12D

a

[(
a

Ak

)13

−
(
a

Ak

)7
]
,

Ck =
12D

a2

[
13

(
a

Ak

)14

− 7

(
a

Ak

)8
]
.

(25)

Дальнейшей модификацией (25) является потенциал Ми, где имеется 4 па-

раметра включая независимые показатели степени у ветвей потенциала
(

a
Ak

)m
,(

a
Ak

)n
.

Основным потенциалом используемым в данной работе является потенци-

ал Морзе (26), предложенный в 1929 г. Данный потенциал является трехпара-

метрическим и позволяет выбрать два макроскопических параметра. Параметр

αa позволяет контролировать ширину потенциальной ямы, а экспоненциаль-

ная форма потенциала удобна для получения аналитических решений. Одним
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из важных отличий от потенциала Леннард-Джонса является отсутствие асимп-

тоты Ak = 0, и хотя моделирование классическими методами при столь боль-

ших давлениях не корректно, потенциал Морзе позволяет получить физически

обоснованные результаты.

Πk = D
[
e2α(a−Ak) − 2eα(a−Ak)

]
,

Fk = 2Dα
[
e2α(a−Ak) − eα(a−Ak)

]
,

Ck = 2Dα2
[
2e2α(a−Ak) − eα(a−Ak)

]
.

(26)

На рис.1 представлено сравнение трех описанных выше потенциалов, в дан-

ном случае для потенциала Морзе параметр αa = 6, при этом отличия от по-

тенциала Леннард-Джонса минимальны. Следует отметить, что при моделиро-

вании для ускорения расчетов используется так называемый радиус-обрезания

acut т.е. то расстояние за пределами которого взаимодействием частиц пренебре-

гают. Данную величину следует рассматривать как некоторый дополнительный

параметр потенциала (подробнее в параграфах 2.2-2.4), который существенно

влияет на результаты расчетов. Следует отметить, что при рассмотрении си-

стем где происходит активная перестройка внутренней структуры использова-

ние acut приводит к нарушению закона сохранения энергии, решением данной

проблемы является использование сглаживающих функций [23], таких, чтобы

F (acut) = 0.
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а

б в
Рис. 1: Зависимость потенциальной энергии Π (а), модуля силы F (б), жесткости
связи пары частиц C (в) от расстояния между частицами Ak. 1 — параболиче-
ский потенциал, 2 — Потенциал Леннард-Джонса, 3 — потенциал Морзе.

Для моделирования реальных кристаллических структур методом молеку-

лярной динамики обычно применяются более сложные виды законов взаимо-

действия, многочастичные и моментные потенциалы. Далее потенциалы разде-

ляются по виду описываемых взаимодействий. Для моделирования структур с

ковалентным взаимодействием можно выделить многочастичные потенциалы

Стиллингера-Вебера, Терсоффа-Бреннера и моментные потенциалы V-model,
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для моделирования металлов широко применяется потенциал погруженного

атома (EAM — emended atom method). Указанные потенциалы имеют множе-

ство разновидностей, применяемых в зависимости от точности и моделируе-

мых процессов. Не смотря на большое колличество специализированных по-

тенциалов исследование свойств парных взаимодействий является актуальным

поскольку подавляющее большинство потенциалов содержат парную составля-

ющую. Металлическая связь обладает ненаправленностью и ненасыщенностью,

как и взаимодействие Ван-дер-Ваальса, что объясняет общий вид потенциала

погруженного атома (27) [51].

E =
1

2

∑
k

Πk + Φ

(∑
k

ρ(Ak)

)
. (27)

В выражении для энергии частицы (27) первый член уравнения является

парным потенциалом, а второй отвечает за многочастичность взаимодействия

(функция Φ) с некоторым эффективным полем «электронной плотности» созда-

ваемой соседними частицами (функция ρ(Ak)). Необходимость второй состав-

ляющей потенциала связана с несколькими факторами, в частности отношение

энергией кристалла к температуре плавления для систем с парным взаимодей-

ствием приблизительно в 3 раза меньше, чем для реальных металлов, а энергия

образования вакансий в 3 раза больше.

1.3 Условия сильной эллиптичности уравнений равновесия эквива-
лентного континуума

Следуя работам [95, 33], приведем вывод аналитического критерия сильной эл-

липтичности уравнений равновесия эквивалентного континуума. Будем прове-

рять сильную эллиптичность отдельного деформированного состояния отно-

сительно малых возмущений, не рассматривая способ, которым система была

приведена в это состояние. Рассмотрим бесконечную кристаллическую струк-

туру, в которой частицы связаны парным силовым потенциалом. Используя

длинноволновое приближение после наложения конечной деформации перей-
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дем к эквивалентной сплошной среде. Уравнение движения в форме Пиолы

будет иметь вид [28]:

ρ0ü =
◦
∇ ·P. (28)

где ρ0 — плотность среды в отсчетной (деформированной) конфигурации, рав-

ная отношению массы m частиц приходящихся на элементарную ячейку к ее

объему V 0, P — тензор напряжений в форме Пиолы (5), u — вектор перемеще-

ний. Найдем первую вариацию уравнения (28).

v̈ = 4Q · · · ∇∇v, (29)

где ∇ — оператор Гамильтона в актуальной конфигурации,

4Q =
1

2ρ0V 0

(
E
∑
k

Π′kAkekek +
∑
k

A2
k

(
Π′′k −

Π′k
Ak

)
ekekekek

)
. (30)

Здесь Ak — длинна связи в актуальной конфигурации, ek — единичный вектор

направленный по связи, v = δu — вектор малых перемещений.

Введем ортонормированный базис i, j, k и будем искать решение уравне-

ния (29) в виде v = v0e
iωteik·r, где v0 — амплитуда, k — волновой вектор, ω —

частота. Подставляя решение в уравнение (29) придем к задаче на собственные

числа (ω2) тензора D = 4Q · ·kk, согласно [95] актуальная конфигурация устой-

чива, если для любого вещественного k

ω2 > 0. (31)

Требование положительности собственных чисел означает положительную опре-

деленность тензора D. Как было показано в [95] для бесконечной решетки,

ограничиваясь длинноволновым приближением условие (31) аналогично усло-

вие сильной эллиптичности [35, 28]. Отметим, что данная постановка задачи

сходна с первой краевой задачей специального вида [35, 28], для которой до-

казано, что условие сильной эллиптичности является не только необходимым,

но и достаточным. Отметим, что данный метод имеет ряд отличий от широко

используемого в молекулярной динамике условия о вещественности фононных
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частот [60]; использование парных потенциалов позволяет аналитически, а не

численно определить тензор D, что существенно уменьшает время расчета об-

ласти устойчивости; тензор D получен в приближении длинных волн, и для

больших k его вид будет отличатся от вида динамической матрицы, опреде-

ляющей фононные частоты; кроме того вектора k должны располагаться по

векторам обратной решетки и ограничиваться размером ячейки периодично-

сти.

Для двумерной среды условие положительной определённости тензора D

принимает вид: {
tr D > 0

det D > 0
(32)

эти условия должны выполняться для произвольных векторов k.

Для двумерной системы произвольная аффинная деформация задается сле-

дующим деформационным градиентом:

R
◦
∇∼

(
1 + εx tgϕyx

0 1 + εy

)
(33)

Если не рассматривать сдвиговые деформации:

R
◦
∇∼

(
1 + εx 0

0 1 + εy

)
(34)

То в силу симметрии треугольной решетки после деформирования (34) усло-

вия (32) становятся условиями на положительную определенность квадратич-

ных форм:{
(Q11 +Q21)k

2
1 + (Q12 +Q22)k

2
2 > 0

(Q11Q21)k
4
1 + (Q11Q21 +Q12Q22 − 4Q44)k

2
2k

2
2 + (Q12Q22)k

4
2 > 0

(35)

Таким образом условия устойчивости приобретают вид:

Q11 +Q21 > 0

(Q11 +Q21)(Q12 +Q22) > 0

Q11Q21 > 0

Q12Q22 > 0

Q11Q21 +Q12Q22 − 4Q44 > −
√
Q11Q21Q12Q22

(36)
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При учете сдвиговой деформации (34) симметрия решетки уменьшается и

условия (32) принимают вид{
(Q11 +Q21)k

2
1 + (Q14 +Q24)k1k2 + (Q12 +Q22)k

2
2 > 0

Ak4
1 +Bk2

1k
2
2 + Ck4

2 +Dk3
1k2 + Ek1k

3
2 > 0

(37)

где коэффициенты второго условия (372) определяются формулами:

A = Q11Q21 −Q2
41, B = Q14Q24 +Q11Q22 +Q12Q21 − 2Q41Q42 −Q2

44,

C = Q12Q22 −Q2
42, D = 2Q11Q24 − 4Q41Q44 + 2Q14Q21,

E = 2Q12Q24 + 2Q14Q22 − 4Q42Q44.

(38)

Первое условие (371) является квадратичной формой, и условием ее положи-

тельной определенности будет:

Q11 +Q21 > 0, 4(Q11 +Q21)(Q12 +Q22)− (Q14 +Q24)
2 > 0, (39)

Для проверки второго условия (372) необходимо исследовать его относитель-

но различных значений k, но их количество можно существенно сократить,

разделив обе части уравнения на |k|4 убедимся, что условия устойчивости за-

висят только от направления, а не от длинны волнового вектора, кроме того

мы можем проверять только минимумы функции:

F (
k1

k2
) = A

k4
1

k4
2

+B
k2

1

k2
2

+ C +D
k3

1

k3
2

+ E
k1

k2
. (40)

Что сводится к задаче о решении кубического уравнения.

Аналогичное рассуждение можно провести и для трехмерных решеток.

Рассмотрим аффинную деформацию:

R
◦
∇∼


1 + εx tgϕyx 0

0 1 + εy tgϕzy

tgϕxz 0 1 + εz

 . (41)

Или в случае только осевой деформации:

R
◦
∇∼


1 + εx 0 0

0 1 + εy 0

0 0 1 + εz

 . (42)
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Характеристическое уравнение det
(
D− ω2E

)
= 0, ограничиваясь осевыми

деформациями, принимает вид:

ω6 − I1ω
4 + I2ω

2 − I3 = 0, (43)

где I1, I2, I3 — инварианты тензора D. Требование положительности кубиче-

ского уравнения относительно ω2 приводит к следующим условиям:

I1 > 0

I2 > 0

I3 > 0

∆ = 4I3
1I3 + I2

1I
2
2 − 4I3

2 + 18I1I2I3 − 27I2
3 ≥ 0

(44)

1.4 Уравнения состояния простых кристаллических решёток

Следуя работе [24] введем разделение на тепловую˜и холодную̂составляющие.

Запишем разложение в ряд по тепловому параметру для тепловой составля-

ющей тензора напряжений и энергии

τ̃ =
1

2V

∑
k

∞∑
n=1

Âk
2n+1F̂k � 〈2nÃk〉t, (45)

Ũ =
1

4

∑
k

∞∑
n=1

n+ 1

n
Âk

2nF̂k � 〈2nÃk〉t, (46)

где V — объём системы. Объём определяется как VnN — произведение объёма

элементарной ячейки на количество частиц; k — индекс связей между частица-

ми, n — индекс степени ряда, Âk — k-ый вектор между частицами, n+1F̂k — тен-

зорные производные от силы взаимодействия между частицами, nÃk — тензор

ранга n, получаемый n-кратным тензорным произведением векторов Ãk.

n+1Fk =
1

n!

dnFk

dAn
k

∣∣∣∣
Ãk

, (47)

nÃk =n ⊕Ãk. (48)
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Запишем производные для центрально-симметричного потенциала:

dÂk = E·dÂk,

dÂk =
1

2Âk

(
E·Âk + Âk·E

)
·dÂk =

Âk

Âk

·dÂk,

d

dÂk

F̂k =
d

dÂk

(
F̂kÂk

)
=

d

dÂk

(
−Π′k

Âk

Âk

)
=

= −Π′′k

Â2
k

ÂkÂk +
Π′k

Â3
k

ÂkÂk +
Π′k

Âk

E,

d2

d(Âk)2
F̂k =

(
Π′′′k

Â3
k

− 3
Π′′k

Â4
k

+ 3
Π′k

Â5
k

)
ÂkÂkÂk+

+2

(
Π′′k

Â2
k

− Π′k

Â3
k

)
EÂk +

(
Π′′k

Â2
k

− Π′k

Â3
k

)
ÂkE.

(49)

Ограничиваясь первым порядком разложения получим уравнений (45) и

(46):

τ̃ =
1

4V

∑
k

(
Π′′′k

Â3
k

− 3
Π′′k

Â4
k

+ 3
Π′k

Â5
k

)
ÂkÂkÂkÂk · ·〈ÃkÃk〉t+

+2
(

Π′′
k

Â2
k

− Π′
k

Â3
k

)
ÂkEÂk · ·〈ÃkÃk〉t +

(
Π′′

k

Â2
k

− Π′
k

Â3
k

)
ÂkÂkE · ·〈ÃkÃk〉t,

(50)

Ũ =
1

2

∑
k

(
Π′′

Â2
k

− Π′

Â3
k

)
ÂkÂk · ·〈ÃkÃk〉t +

Π′

Âk

E · ·〈ÃkÃk〉t. (51)

В работе [24] был получен коэффициент Грюнайзена в предположении о ша-

ровой природе тензора 〈ÃkÃk〉t далее будет показано, что такое предположение

верно только на некоторых участках границы потери устойчивости.
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2 Устойчивость кристаллических структур

К настоящему моменту в механике сплошных сред разработано несколько под-

ходов к исследованию устойчивости. Наиболее естественны из них является на-

ложение условий на вид функции удельной (приходящейся на единицу объема)

потенциальной энергии деформации (w). Данная функция определяет работу,

которую нужно совершить для деформации материала и количество энергии

выделяющееся при разгрузке. Тогда для устойчивого линейно-упругого мате-

риала наблюдается минимум энергии и критерием устойчивости будет положи-

тельная определенность квадратичной формы w [28]. Устойчивость нелинейно

деформированного материала была рассмотрена Адамаром и получено необхо-

димое условие устойчивости — неравенства Адамара [72]. Следуя Адамару мы

исследуем устойчивость предварительно деформированного тела относитель-

но произвольной малой деформации т.е. путем наложения малой деформации

на конечную. Данный метод ограничивает нас только аффинными конечны-

ми деформациями, а так же предполагает, что для данного материала суще-

ствует производная от w по деформационному градиенту. Другим подходом

к определению устойчивости является исследование распространение плоских

волн в материале, тогда требование положительности и вещественности скоро-

сти распространения плоских волн совпадает с условием сильной эллиптично-

сти уравнений равновесия и строгим неравенством Адамара. Для изотропных

упругих сред условие сильной эллиптичности было получено Зубовым [20], для

моментно-упругих сред в работе Еремеева [15]. В работах [35, 28] было дока-

зана достаточность условия сильной эллиптичности для граничных условий

первого рода. Для линейно-упругого изотропного материала условие сильной

эллиптичности выполняется автоматически при положительной определенно-

сти w [28]. В некоторых случаях можно использовать более слабый критерий

выпуклости энергии для определения устойчивости [94]. Используя приближе-

ние Коши-Борна [47, 62], можно применить методы механики сплошной среды к

исследованию дискретных сред и, в частности, кристаллических структур. Для
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дискретной системы w определяется как сумма потенциальных энергий взаимо-

действующих частиц, отнесенная к удвоенному объему элементарной решетки

и носит название энергии Коши-Борна [47]. Борн доказал, что кристаллическая

решетка устойчива по отношению к малым деформациям, если w, вычисленная

в положении равновесия, является положительно-определенной квадратичной

формой. Для дискретной системы «волновым» критерием устойчивости являет-

ся требование вещественности частот фононов. Сравнение различных методов

определения устойчивости кристаллической решетки было проведено в рабо-

тах [59, 60] и [57, 58], где рассматривались парные и многочастичные потенци-

алы взаимодействия. Наиболее простой двумерной кристаллической структу-

рой, используемой в качестве примера во многих работах по дискретным систе-

мам, является квадратная решетка. В работе [57] показано, что такая решетка

неустойчива, однако авторы [66] и [50] допускают устойчивость, в работах [102]

указывается отличие границ области устойчивости вследствие потери эллип-

тичности и фононных колебаний.

Устойчивость трехмерных ГЦК и ГПУ решеток для парных потенциалов

была показана в работе [115], а в статьях [53, 79, 92, 117] для потенциала по-

груженного атома, исследуя фононный спектр. Условия нагружения, как пока-

зано в работе [116], имеют определяющее влияние на устойчивость материала.

Устойчивость ГЦК и ОЦК кристаллов при сжатии исследована в статье [91]

для псевдо-потенциалов. В работе [87] предложен критерий локальной устой-

чивости для идеальных кристаллов. Динамический критерий был применен

для исследования устойчивости графена [34], взаимодействие описывалось пар-

ным моментным потенциалом [5]; для многочастичного потенциала [101] в ста-

тье [12] было получено различие между областями устойчивости относительно

малых однородных деформаций и вещественности частот фононов. Для потен-

циала AIREBO получена неустойчивость некоторых алмазоподобных фаз, по-

лучающихся при сшивке или совмещении фуллереноподобных кластеров [88].

В работе [99] исследована устойчивость тонкой пленки GaN в процессе роста.
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Необходимость определения устойчивости кристаллов связано с тем, что поте-

ря устойчивости приводит не только к разрушению материала, но и к фазовым

переходам. Как показано в работе [82, 83] структурные переходы могут быть

использованы для получения необходимых материалов (Si->SiO). Также ма-

териалов испытывающих фазовый переходом может наблюдаться асимметрия

поведения по отношению к растяжению–сжатию образца [82, 83]. Сложность

теоретического исследования структуры после потери устойчивости вызвана

не однородным деформированным состоянием, возникающим в материале при

фазовом переходе [80] и приводящим к появлению различных двухфазных со-

стояний [64, 14, 36, 65] с меньшей энергией. Структурные переходы могут ока-

зывать определяющее влияние на поведение нанокомпозитов, где поверхносная

энергия сравнима с внутренней энергией включений [55, 2, 10, 69], что приводит

к большим деформациям включения, а как следствие и структурным переходам

при изменении состоянии матрицы.

2.1 Расположение координационных сфер

Определим положения координационных сфер для треугольной решетки. Под

координационной сферой будем понимать частицы, находящиеся на одинаковом

расстоянии от отсчетной. Будем рассматривать недеформированную треуголь-

ную решетку, в которой расстояние между ближайшими частицами составляет

a.

Зависимость расстояния до координационной сферы от её номера для тре-

угольной решетки представлена на рис.2а, а для ГЦК на рис. 2б. Получены

аппроксимационные зависимости (52) и (53) соответственно. Благодаря высо-

кой точности аппроксимации она может использоваться для выбора радиуса

обрезания потенциала, учета влияния нескольких координационных сфер при

выводе аналитических формул и записи граничных условий моделирующих по-

ведение крупных объёмов материала.
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(а) Треугольная решетка (б) ГЦК решетка

Рис. 2: Зависимость расстояния (в единицах a) до координационной сферы от
ее номера для недеформированной решетки 1 — точное значение, 2 — аппрок-
симация: (а) — (52), (б) — (53).

R(N) = −0.60815 + 1.48591N 0.54781, (52)

R(N) = −0.07916 + 1.03142N 0.50298. (53)

2.2 Поджатие связей

При учете взаимодействия не только с ближайшими соседями равновесное рас-

стояние не напряженной решетки отличается от равновесного расстояния по-

тенциала, в следствии возникающих внутренних напряжений. Для определения

величины поджатия связей используется следующий метод. Согласно [23] тен-

зор жесткости не напряженной решетки (τ = 0) для парного центрального

потенциала имеет вид (54).

4C =
1

2V

∑
k

(
Π′′

A2
k

− Π′

A3
k

)
AkAkAkAk. (54)

Зная тензор напряжений (55) в дискретной среде [23].

τ = − 1

2V

∑
k

AkFk. (55)
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И из закона Гука (56) получим систему линейных уравнений

τ = 4C · ·ε. (56)

Симметрия простых решеток в двумерном и трехмерном случаях приводят

к тому, что решением системы (56) является шаровой тензор деформаций, для

сложных решеток, в частности ГПУ, одновременно с пожатием связей необходи-

мо определять вектор сдвига подрешеток, дополнительные уравнения записы-

ваются, используя первую и вторую производные от энергии по вектору сдвига

подрешеток. Решение определяется в ходе итерационной процедуры ввиду нели-

нейности закона взаимодействия, на каждом шаге которой вычисляется тензор

напряжений и мгновенный тензор жесткости по формулам (55) и (54). Следует

отметить, что ошибка в определении тензора жесткости по формуле (54) в дан-

ном случае несущественна, поскольку отклонение от ненапряженного состояния

является малым, и полностью устраняется в ходе итерационной процедуры.

Как видно из рис.3 и соответствующих аппроксимаций (57), (58) зависимость

величины поджатия связей с высокой точностью описывается экспоненциаль-

ной зависимостью, однако коэффициенты сильно зависят от параметров потен-

циала.

(а) Треугольная решетка (б) ГЦК решетка

Рис. 3: Зависимость объемной деформации (ε0) для: (а) получения ненапря-
женной треугольной решетки, (б) ненапряженной ГЦК решетки от количества
учитываемых координационных сфер (радиуса обрезания потенциала); 1 — точ-
ное значение, 2 — аппроксимация: (а) — (57), (б) — (58).
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ε0(acut) = −0.00443 + 0.42833e−3.3450acut, (57)

ε0(acut) = −0.01754 + 0.47868e−2.7206acut. (58)

2.3 Энергия системы

Аналогично поджатию связей потенциальная энергия, приходящаяся на одну

частицу, в ненапряженном состоянии экспоненциально зависит от количества

учитываемых координационных сфер (рис. 4а) и (рис. 4б) для треугольной и

ГЦК решетки соответственно.

(а) Треугольная решетка (б) ГЦК решетка

Рис. 4: Зависимость потенциальной энергии (приходящейся на частицу) от ко-
личества учитываемых координационных сфер для ненапряженной решетки;
1 — точное значение, 2 — аппроксимация: (а) — (59), (б) — (60).

Аппроксимационные формулы (59) и (60) позволяют оценить значения энер-

гии треугольной решетки для различных параметров системы.

Ep(acut) = −3.09145 + 11.9164e−3.5644acut. (59)

Ep(acut) = −6.89335 + 31.2889e−2.9319acut. (60)

36



2.4 Релаксация энергии

В данном разделе рассмотрен процесс перераспределения энергии по степеням

свободы и перехода моделируемой системы к стационарному состоянию. В на-

чальный момент времени мы задаём частицам случайные начальные скорости

так, что полный импульс системы равен нулю. Затем происходит перераспре-

деление и переход кинетической энергии в потенциальную, при этом, в равно-

весном состоянии K̃ ' 1
2K̃0, здесь и далее K̃ будем обозначать кинетическую

энергию, приходящуюся на частицу. Исследованы два случая, первый, когда

компоненты скорости распределены равномерно на отрезке [0,
√

2K̃
m ] и второй,

если распределение компонент скорости соответствует нормальному распреде-

лению.

Из рис. 5 видно, что при сферическом распределении скоростей частиц ам-

плитуда колебаний энергии убывает до 10% от среднего за 2T0, через 6T0 ам-

плитуда колебаний не превосходит 2.5%. Таким образом, в качестве времени

релаксации можно выбрать 6T0–10T0.

В отличии от одномерного [25] в двумерном кристалле энергия ведет себя

как суперпозиция нескольких затухающих колебаний. Очевидно, что колебания

никогда не затухают полностью и среднеквадратичное отклонение составляет

' 1%.

Процесс перераспределения кинетической энергии по степеням свободы про-

ходит значительно быстрее (рис.6) и заканчивается (д) примерно за T0, когда

распределение частиц по скоростям принимает вид распределения Максвелла-

Больцмана [85]. Сравнивая с результатом для нормального начально распреде-

ления скоростей (рис. 7, рис. 8) видим, что поведение средних значение энергии

не меняется даже на начальном этапе, а распределение по скоростям практи-

чески совпадает после 0.5T0.

37



Рис. 5: Зависимость кинетической и потенциальной энергии от времени: 1 —
отношение средней кинетической энергии, приходящейся на частицу, к началь-
ной кинетической энергии, 2 — отношение отклонения от начального значения
средней потенциальной энергии, приходящейся на частицу, к начальной кине-
тической энергии.

(а) t = 0 (б) t = 0.1T0

(в) t = 0.5T0 (г) t = T0

Рис. 6: Гистограмма распределения частиц по модулю скорости для различных
моментов времени t, 1 — Распределение Максвелла для данной температуры,

2 — результат моделирования; Vaver =
√

2K̃
m , n — доля частиц скорость которых

находится в заданном интервале.
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Рис. 7: Зависимость кинетической и потенциальной энергии от времени: 1 —
отношение средней кинетической энергии, приходящейся на частицу, к началь-
ной кинетической энергии, 2 — отношение отклонения от начального значения
средней потенциальной энергии, приходящейся на частицу, к начальной кине-
тической энергии.

(а) t = 0 (б) t = 0.1T0

(в) t = 0.5T0 (г) t = T0

Рис. 8: Гистограмма распределения частиц по модулю скорости для различных
моментов времени t, 1 — распределение Максвелла для данной температуры,

2 — результат моделирования; Vaver =
√

2K̃
m , n — доля частиц скорость которых

находится в заданном интервале.
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Таким образом, можно сделать вывод, что время релаксации энергии в си-

стеме частиц довольно мало и в расчетах можно предполагать достаточно одно-

родное состояние системы после 10T0. Начальные скорости, при условии доста-

точно однородного распределения влияют на поведение системы на временах

< T0, затем начальное состояние «забывается».

2.5 Алгоритм исследования устойчивости методом молекулярной ди-
намики

Данная глава посвящена моделированию устойчивости кристаллических реше-

ток при конечных деформациях методом молекулярной динамики. Проводится

сравнение полученных областей устойчивости кристаллических решеток в про-

странстве деформаций с результатами аналитического решения [95], а также

методом молекулярной динамики исследуются неустойчивые конфигурации и

их переход в новое равновесное состояние. Рассмотрим алгоритм определения

областей устойчивости из условий, описанных в предыдущем пункте. Будем

исследовать устойчивость каждой точки в пространстве деформаций незави-

симо. В данной работе не учитывается история нагружения и предполагается

что динамические процессы в образце начинают происходить после деформа-

ции, таким образом мы разделяем устойчивость структуры кристалла в точке

пространства деформаций и влияние скоростных и усталостных характеристик

нагружения. Для того, чтобы поверхностные эффекты не искажали резуль-

таты исследования и получения сходства поведения с бесконечной решеткой,

рассмотренной в [95], будем использовать периодические граничные условия

Борна-Кармана. Будем рассматривать кристаллы с идеальной решеткой. Вза-

имодействие частиц описывается потенциалом Морзе (26), параметр αa = 6 и

ограничено тремя координационными сферами в не напряженном состоянии и

acut = 1
2 (R(3) +R(4)), определяемым по формулам (52), (53) если не оговоре-

но иное. В начальный момент времени все частицы имеют малую случайную

начальную скорость, согласно нормальному распределению, так чтобы средняя

кинетическая энергия была равна 10−5D, центр масс системы неподвижен.
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Подвергаем образец аффинной деформации, переводя его в новое равновес-

ное состояние, и соответствующим образом изменяем границы периодической

ячейки. Количество частиц, которые взаимодействуют с отсчетной, т.е. нахо-

дящихся внутри круга радиусом acut, существенно зависит от деформации. Та-

ким образом мы создаем достаточно большую область решетки, размером не

менее 3acut в каждом направлении и определяем взаимодействующие частицы

для каждой точки в пространстве деформаций. Естественным будет принять

за начало координат в пространстве деформаций положение ненапряженной

решетки. При учете взаимодействия с более чем 1 координационной сферой,

необходимо определить расстояние между частицами в ненапряженной систе-

ме, для чего используем результаты, описанные в параграфе 2.2.

Поскольку в устойчивом случае частицы будут двигаться вблизи положения

равновесия и их окружение будет оставаться неизменным, для ускорения рас-

четов используем списки Верле [111], определенные после деформации. Про-

ведем интегрирование уравнений движения методом Верле [111], для опреде-

ление устойчивости конфигурации. Шаг по времени для каждой деформации

рассчитывается отдельно, как 0.01T0, где T0 — период колебания пары частиц с

максимальной жесткостью связи при данной деформации. Если конфигурация

устойчива, то примерно 1
2K̃0 переходит в потенциальную энергию и значение K̃

осциллирует у данного уровня [25].

В неустойчивой конфигурации через определенное время происходит пере-

стройка внутренней структуры образца и переход к устойчивому состоянию с

меньшей энергией. Данный переход сопровождается выделением энергии и по-

скольку система консервативна кинетическая энергия резко возрастает. Таким

образом, критерием устойчивости было выбрано K̃ < (1 + η) K̃0, где коэффици-

ент η = 10−5, позволяет учесть возможную вычислительную ошибку на первом

шаге. Ввиду малости начальной кинетической энергии выбор коэффициента

(1 + η) достаточен для фиксирования появления любых дефектов структуры в

материале.
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2.6 Области устойчивости треугольной решетки

Рассмотрим двумерный кристалл с идеальной треугольной решеткой, которая

представляет собой набор равносторонних треугольников, выберем ось 1 вдоль

основания треугольника, а ось 2 вдоль высоты. Пусть деформационный гради-

ент содержит только диагональные компоненты:

R
◦
∇=

(
1 + ε11 0

0 1 + ε22

)
(61)

Разобьем пространство деформаций на регулярную треугольную сетку и,

выполняя описанный в параграфе 2.5 алгоритм определяем устойчивые узлы

методом молекулярной динамики. Области устойчивости и области сильной эл-

липтичности уравнений равновесия эквивалентного континуума [98, 96, 95] по-

казаны на рис. 9.

На рис. 9 мы видим три области устойчивости, две большие области соот-

ветствуют горизонтальной и вертикальной ориентациям треугольной решетки

(рис. 10а), при этом переходе две частицы со второй координационной сферы,

расположенные вдоль оси 2 переходят, переходят на первую, а две частицы с

первой, расположенные вдоль оси 1 на вторую, координаты точек отвечающих

ненапряженным конфигурациям соответственно равны (0, 0) и
(√

3− 1, 1√
3
− 1
)
.

Третья маленькая область соответствует квадратной решетке (рис. 10в), дан-

ный переход сопровождается перемещением на четвертую координационную

сферу 4 из 6 частиц второй сферы и выходу на вторую сферу двух атомов

с первой сферы, таким образом на каждой из трех первых координационных

сфер мы получаем по 4 частицы, при этом ненапряженнная квадратная решет-

ка
(√

2− 1,
√

2
3 − 1

)
неустойчива.

Из рис. 11 и 12 можно сделать вывод, что радиус взаимодействия не ока-

зывает влияние на области устойчивости треугольной решетки. Форма области

устойчивости квадратной решетки не меняется при учете более двух коорди-

национных сфер, однако существенно изменяется при переходе от первой ко

второй координационной сфере. Если мы ограничиваемся только одной сферой,
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Рис. 9: Области устойчивости треугольной решетки в пространстве осевых де-
формаций. 1 (красная линия) – граница областей сильной эллиптичности урав-
нений равновесия эквивалентной сплошной среды, 2(черные точки) — устойчи-
вые узлы, полученные методом молекулярной динамики.

Рис. 10: Переход между устойчивыми структурами двумерной решетки [95].
Серым цветом выделена элементарная ячейка, цветом точек обозначены ко-
ординационные сферы: первая — черный, вторая — белый. Переходы: а — к
вертикальной ориентации треугольной решетки, б — получение треугольной
решетки при сдвиге, в — к квадратной решетке, г — к квадратной решетке при
сдвиге.

то область устойчивости квадратной решетки представляет собой трапецию со

слегка скругленными основаниями. При двух сферах область устойчивости вы-

глядит как треугольник со скругленным основанием, направленный вершиной к
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напряженной конфигурации. Трапеции и треугольник будут равнобедренными

в системе координат, где направления ε11 и ε22 эквивалентны.

(а) Взаимодействие ограничено одной координа-
ционной сферой

(б) Взаимодействие ограничено двумя координа-
ционными сферами

Рис. 11: Области устойчивости треугольной решетки в пространстве осевых
деформаций; при различных параметрах acut. 1 (красная линия) – граница об-
ластей сильной эллиптичности уравнений равновесия эквивалентной сплошной
среды, 2(черные точки) — устойчивые узлы, полученные методом молекуляр-
ной динамики.

Рис. 12: Границы областей сильной эллиптичности уравнений равновесия эк-
вивалентной сплошной среды. 1 (красная линия) — взаимодействие с одной
координационной сферой, 2 (зеленая линия) — взаимодействие с двумя коорди-
национными сферами, 3 (синяя линия) — взаимодействие с тремя координаци-
онными сферами в ненапряженном состоянии.

Параметр, определяющий ширину потенциальной ямы (αa), позволяет в ши-

роких пределах менять размер областей устойчивости треугольной решетки

с сохранением их подобия рис. 13, 14. При увеличении αa и, соответствен-
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но, уменьшении ширины потенциальной ямы область устойчивости квадратной

решетки перемещается ближе к точке, соответствующей ненапряженной кон-

фигурации, но в пределе только касается ее. Кроме того область принимает

эллипсовидную форму, где большая полуось перпендикулярна линии гидроста-

тического сжатия. В противоположность области треугольной решетки область

квадратной увеличивается с ростом αa, и отсутствует при αa < 5.60.

(а) αa = 4 (б) αa = 20

Рис. 13: Области устойчивости треугольной решетки в пространстве осевых
деформаций; при различных параметрах αa. 1 (красная линия) – граница об-
ластей сильной эллиптичности уравнений равновесия эквивалентной сплошной
среды, 2(черные точки) — устойчивые узлы, полученные методом молекуляр-
ной динамики.

Рис. 14: Границы областей сильной эллиптичности уравнений равновесия экви-
валентной сплошной среды. 1 (красная линия) — αa = 4, 2 (зеленая линия) —
αa = 6, 3 (синяя линия) — αa = 20.
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Рис. 15: Области устойчивости треугольной решетки в пространстве осевых де-
формаций; трехмерная задача. 1 (красная линия) — граница областей сильной
эллиптичности уравнений равновесия эквивалентной сплошной среды, 2(чер-
ные точки) — устойчивые узлы, полученные методом молекулярной динамики.

Если дать возможность треугольной решетке испытывать колебания перпен-

дикулярно плоскости, то при сжатии решетка потеряет устойчивости гораздо

быстрее (рис. 15), как будет показано далее в следствии выхода из плоскости,

область устойчивости квадратной решетки не изменится.

Добавим сдвиговую компоненту деформационного градиента:

R
◦
∇=

(
1 + ε11 ε12

0 1 + ε22

)
(62)

Пространство деформаций является трехмерным и разбивается на регуляр-

ную сетку в виде ГЦК решетки. Области устойчивости и области сильной эл-

липтичности уравнений равновесия эквивалентного континуума [98, 95] с уче-

том сдвига будут иметь вид, показанный на рис. 16. Следует отметить, что

при большом сжатии (> 50%) существует множество областей устойчивости

отвечающих треугольной и квадратной решеткам. Так же появляется область

устойчивости правее области «А», при сжатии по оси ординат на 80%. Ввиду

больших деформаций маловероятен переход кристалла в вышеперечисленные

области в реальных задачах, поэтому рассмотрим пять областей обозначенных
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«А»—«Д». Область «Д» образуется при приложении сдвиговой деформации к

горизонтальной ориентации треугольной решетки, область «А» отвечает пере-

ходу в вертикальную ориентацию (рис. 10а), область «Б» — горизонтальная

ориентация при сдвиге на межатомное расстояние вдоль оси абсцисс (рис. 10б),

области «В» и «Г» — квадратная решетка, получаемая за счет осевой деформа-

ции (рис. 10в) и сдвига, соответственно (рис. 10г). Был рассмотрен сдвиг только

оси 2 к оси 1, при другой компоненте сдвига мы получим аналогичные области

устойчивости относительно вертикальной ориентации треугольной решетки.

Рис. 16: Области устойчивости треугольной решетки в пространстве деформа-
ций. 1 (красные точки) — граница областей сильной эллиптичности уравнений
равновесия эквивалентной сплошной среды, 2(черные точки) — устойчивые уз-
лы, полученные методом молекулярной динамики.
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2.7 Физический смысл границ областей устойчивости треугольной
решетки

Для того, чтобы выяснить физический смысл границ областей устойчивости

найдем «мгновенный» тензор жесткости для каждой точки в пространстве де-

формаций. Определим «мгновенный» тензор жесткости как реакцию деформи-

рованного материала на малую деформацию, тогда из закона Гука получим

(63).

∆τ = 4CM · ·∆ε. (63)

Компоненты тензора жесткости определим по формуле (64), с целью увели-

чения точности будем использовать метод центральных разностей, шаг малой

деформации был выбран ∆εkl = 10−5.

∆τij
∆εkl

= CM
ijkl. (64)

Тензор податливости равен:

4SM =
(
4CM

)−1
. (65)

В силу симметрии решетки тензор жесткости треугольной решетки при про-

извольной осевой деформации имеет 8 ненулевых компонент, из них различны

6: CM
1111, CM

1122, CM
2211, CM

2222, CM
1212, CM

2121.

Тогда можно определить упругие модули как:

EM
1 = 1/SM

1111, EM
2 = 1/SM

2222, GM
12 = CM

1212, GM
21 = CM

2121,

KM =
1

4

(
CM

1111 + CM
2222 + CM

1122 + CM
2211

)
.

(66)

Области, в которых модули отрицательны показаны на рис. 17—19. Дефор-

мации, при которых отрицателен модули Юнга вдоль оси 1 и 2 изображены на

рисунке рис. 17, можно сделать вывод, что условие отрицательности модуля

Юнга соответствует «внутренним» границам областей устойчивости, за исклю-

чением малой области при гидростатическом растяжении. На большей части
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Рис. 17: Области в которых мгновенные модули Юнга отрицательны; 1 — EM
1 <

0, 2 — EM
2 < 0

Рис. 18: Области, в которых мгновенные модули сдвига отрицательны; 3 —
GM

12 < 0, 4 — GM
21 < 0

границы оба модуля меняют знак одновременно, кроме прямых отрезков гра-

ниц областей устойчивости треугольной решетки, при растяжении в направле-

нии квадратной и прямых участков в области устойчивости квадратной решет-

ки. Как и следовало ожидать, точки, в которых выполняется условие EM
2 < 0,

симметричны относительно точек EM
1 < 0.
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Положительность модулей сдвига (рис. 18) нарушается на «внешних» гра-

ницах областей устойчивости треугольной решетки. При этом граница области

устойчивости квадратной решетки не соприкасается с точками соответствую-

щими GM
12 < 0 и GM

21 < 0, за исключением случая, когда учитывается взаимодей-

ствие только с первой координационной сферой для ненапряженной решетки.

Две границы соответствуют обращению в ноль модулей Юнга, а две других —

модулей сдвига. Следует отметить, что при учете взаимодействия только с од-

ной координационной сферой и увеличении области устойчивости квадратной

решетки, два участка ее границы соответствуют отрицательным модулям сдви-

га.

Отрицательный модуль объемного сжатия наблюдается (рис. 19) в устойчи-

вых точках, в которых были отрицательными одновременно оба модуля Юнга.

Устойчивости решетки в данных точках связана с особенностью нагружения,

поскольку на решетку накладывается деформация и граница периодической

ячейки неподвижна, то возникают напряжения удерживающие решетку. Мож-

но сделать вывод, что внешние границы областей устойчивости соответствуют

переходу через 0 модулей сдвига (GM
12 для горизонтальной ориентации и GM

21 для

вертикальной). На внутренних границах всех устойчивых областей равны ну-

лю модули Юнга (EM
1 и EM

2 ). Исключением из этих правил является переход от

внутренней границы области устойчивости треугольной решетки к внешней, где

сначала обращается в ноль только один из модулей Юнга (EM
1 для горизонталь-

ной ориентации и EM
2 для вертикальной), затем отрицателен модуль объемного

сжатия. Аналогичная картина наблюдается для области устойчивости квадрат-

ной решетки, где модули EM
1 , EM

2 , KM отсекают выступ соответствующий гид-

ростатическому растяжению. Более подробно механизм потери устойчивости и

направление релаксации решетки будут рассмотрены в следующем параграфе.
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Рис. 19: Область, в которой мгновенный модуль объемного сжатия отрицателен;
1 — KM

Рис. 20: Области, в которых мгновенные модули сдвига отрицателены; 6 —
GM

13 < 0, 7 — GM
23 < 0

Если частицы в решетке имеют возможность двигаться перпендикулярно

плоскости, то получим два дополнительных участка границы областей устойчи-

вости, которые будут соответствовать обращению в ноль модулей сдвига GM
13 =

CM
1313 и GM

23 = CM
2323 (рис. 20). Причем каждый участок границы будет соответ-

ствовать обращению в ноль только одного из модулей. Область устойчивости
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квадратной решетки не касается данных границ, поскольку устойчива только

в напряженном состоянии.

2.8 Релаксация структуры после потери устойчивости

Процесс потери устойчивости сопровождается перестройкой структуры мате-

риала, таким образом происходит уменьшение потенциальной энергии и как

следствие увеличение температуры в замкнутом системе. Как показали вычис-

лительные эксперименты наиболее чувствительным критерием устойчивости

является энергетический критерий, а не условие изменения окружения части-

цы. Потеря устойчивости является вероятностным процессом и время развития

неустойчивости увеличивается при приближении к границе области устойчиво-

сти, но существенно нелинейно зависит от деформаций. Энергия и напряже-

ния релаксируют к уровню не напряженного материала. Существует несколько

типов потери устойчивости: разрушение, перестройка внутренней структуры,

амортизация материала. Направление развития неустойчивости также суще-

ственно зависит от деформаций. Границы, возникающие в следствии мартенсит-

ных фазовых превращений и двойникования в кристаллических телах, можно

рассматривать как поверхности, на которых напряжения и перемещения непре-

рывны, а некоторые компоненты градиента тензора деформации претерпевают

разрыв. Математическое моделирование фазовых превращений начинается с

выбора функции энергии деформации, поэтому теория может предсказать, что

произойдет с данным материалом в различных условиях нагружения.

В этом разделе эволюция треугольной решетки исследуется с помощью моде-

лирования методом молекулярной динамики, оценивается релаксация энергии

из неустойчивых состояний и определяются микроструктуры, образующиеся

после релаксации энергии. Взаимодействие между частицами описывается по-

тенциалом Морзе (26). Исследование устойчивости проводится с использовани-

ем двух типов возмущений: «однородных» и «неоднородных»; в обоих случаях

они вызваны введением начальной кинетической энергии. В рамках «однород-
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ного» подхода каждой частице приписывается небольшая случайная скорость с

нормальным распределением по частицам, так что средняя кинетическая энер-

гия образца примерно на шесть порядков меньше глубины потенциальной ямы

D, как описано в параграфе 2.5.

Процесс потери устойчивости неоднороден по времени (рис.21). Можно ви-

деть, что медленнее всего неустойчивость развивается вблизи устойчивой квад-

ратной решетки и в точках с отрицательными мгновенными модулями Юнга.

(а) Количество периодов T0 до обнаружения неустойчивости

(б) Время до обнаружения неустойчивости относительно периода колебаний недеформированной
пары частиц T00

Рис. 21: Распределение времени обнаружения неустойчивости в пространстве
деформаций для треугольной решетки.
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На первом этапе, пока решетка устойчива, расчет выполняется в соответ-

ствии со списком взаимодействий Верле [111], которые определяются до начала

движения, поскольку список взаимодействий не изменяется при низких уровнях

средней кинетической энергии.

Рассмотрим процесс развития неустойчивости треугольной решетки в несколь-

ких точках пространства деформаций (рис.22а). В точке «А» отрицателен мо-

дуль GM
12, таким образом развитие неустойчивости начинается с прохождения

дислокаций сквозь решетку, образуются дефекты упаковки и решетка разделя-

ется на домены (рис.23). Поскольку точка «А» находится вблизи области устой-

чивости, домены на рис.23а выражены слабо. В точке «Б» отрицательны моду-

ли Юнга, но поскольку движение дислокации энергетически более выгодно, чем

разрывы связей, на первом этапе слои решетки смещаются параллельно друг

другу. На втором этапе, когда симметрия решетки нарушена проходят следую-

щие дислокации, формируя границы зерен (рис.24б). В точке «В» отрицателен

модуль объёмного сжатия и потеря устойчивости, ожидаемо, приводит к фор-

мированию трещин (рис.25). Также рассмотри две границы области устойчиво-

сти, появляющиеся, если частицы могут двигаться перпендикулярно плоскости

решетки (рис.26) несмотря на схожую физическую природу границ (GM
13 < 0

в точке «Г», GM
23 < 0 в точке «Д») неустойчивости реализуется по разному. В

точке «Г» материал становится «волнистым» (рис.27а), но основная доля пере-

мещений частиц происходит в плоскости (рис.27б). В точке «Д» на материале

формируются складки сильно искажая локальную структуру (рис.28а), однако

выход частиц из плоскости также мал (рис.28б), как и в точке «Г».
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(а) αa = 6 (б) αa = 20

Рис. 22: Области сильной эллиптичности уравнений равновесия эквивалент-
ной сплошной среды для треугольной решетки и потенциала Морзе при раз-
ных параметрах αa: (а) αa = 6, линиями обозначены пути деформирования:
гидростатический и линия постоянного объема, зеленые точки — ненапряжен-
ная треугольная решетка, красные точки — неустойчивые точки на линиях; (б)
αa = 20.

(а) расположение частиц, t = 69.6T0 (б) поле перемещений, t = 18.4T0

Рис. 23: Конфигурация решетки после потери устойчивости в точке простран-
ства деформаций «А» (рис.22а).
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(а) расположение частиц, t = 18.9T0 (б) поле перемещений, t = 5.7T0

Рис. 24: Конфигурация решетки после потери устойчивости в точке простран-
ства деформаций «Б» (рис.22а).

(а) расположение частиц, t = 5.9T0 (б) поле перемещений, t = 2.0T0

Рис. 25: Конфигурация решетки после потери устойчивости в точке простран-
ства деформаций «В» (рис.22а).
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Рис. 26: Области сильной эллиптичности уравнений равновесия эквивалентной
сплошной среды для треугольной решетки и потенциала Морзе при возможно-
сти движения частиц перпендикулярно плоскости решетки; зеленые точки —
ненапряженная треугольная решетка, красные точки — неустойчивые точки на
линиях

(а) расположение частиц, t = 21.5T0 (б) поле перемещений, t = 7.4T0

Рис. 27: Конфигурация решетки после потери устойчивости в точке простран-
ства деформаций «Г» (рис.26).
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(а) расположение частиц, t = 1.13T0 (б) поле перемещений, t = 0.75T0

Рис. 28: Конфигурация решетки после потери устойчивости в точке простран-
ства деформаций «Д» (рис.26.

Для того, чтобы исследовать новое устойчивое состояние материала был

использован следующий алгоритм. Если обнаружена нестабильность, списки

Верле обновляются каждые 20 шагов, то есть 0.2T0, используя метод сеток [38].

Наши расчеты показали, что 500T0 достаточно для формирования новой равно-

весной микроструктуры. После этого мы медленно «охлаждаем» систему, вводя

диссипативную силу Fd = −νVn. Коэффициент диссипации зависит от средней

кинетической энергии и выбран следующим образом:

ν = ν0

(
νA −

νBK̃
2

K̃2 + νC

)
(67)

где параметр ν0 = 2
√
mC — критический коэффициент затухания, C —

жесткость связи между частицами и νA = 0.3, νB = 0.255, νC = 0.01D —

некоторые константы, выбранные таким образом, чтобы минимизировать вре-

мя охлаждения и в то же время обеспечить достаточную подвижность частиц

для структурной перегруппировки.
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Рис. 29: Зависимость коэффициента диссипации ν от средней кинетической
энергии, приходящейся на частицу.

Когда значение средней кинетической энергии на частицу становится меньше

D · 10−3, скорости частиц уменьшаются в десять раз каждые 50T0, так как при

этом значении кинетической энергии структура материала остается неизмен-

ной. Предполагается, что процесс формирования новой структуры завершился,

когда значение средней кинетической энергии становится меньше D · 10−4 в

пределах 50T0. По завершению охлаждения вычисляются средние значения ме-

ханических свойств материала, время осреднения составляет 300T0.

Подчеркнем, что область неустойчивости не перекрывает область сильной

эллиптичности при рассматриваемых однородных возмущениях. Но известно,

что фазовое преобразование может начаться до того, как локальная устойчи-

вость родительской фазы будет потеряна. Напомним, что только очищенный газ

и жидкость могут находиться в переохлажденных или перегретых состояниях

соответственно в фазовых переходах «газ-жидкость».

Имея это в виду, мы используем «неоднородные» возмущения. Во-первых,

на решетке, как и ранее, накладывается однородная деформация и случайное

поле малых скоростей. Затем в центре выбирается круглая зона с площадью

около четверти площади образца. Скорости частиц внутри этой зоны допол-

нительно увеличиваются, так что средняя кинетическая энергия внутри зоны

становится на один порядок меньше глубины потенциальной ямы. Неустойчи-

вость проявляется как разрыв связей и перегруппировка частиц. После нача-
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ла неустойчивости формируется новая микроструктура, затем система «охла-

ждается» и вычисляется энергия нового устойчивого состояния. Эта процедура

позволяет получить релаксированные микроструктуры с энергиями, близкими

к минимально возможной энергии. Таким образом, используя два типа воз-

мущений, мы получаем экспериментально как границы минимальной энергии,

так и границы устойчивости. Случайность исходного распределения скорости

объясняет неединственность статического решения после потери устойчивости.

Полученные микроструктуры варьируются от одного эксперимента к другому,

но основные макропараметры остаются неизменными.

(а) (б)

Рис. 30: Переход от одного варианта треугольной фазы к другому варианту
треугольной фазы. Энергия до 2 (черная) и после 1 (красная) релаксации (а)
и диаграмма сдвиговое напряжение — сдвиговая деформация (б) вдоль пути
постоянного объема (рис. 22a). Заштрихованы зоны сильной эллиптичности.

На рис. 30 показаны зависимости энергии и сдвигового напряжения от де-

формации вдоль пути деформации по постоянному объему (1 + ε1) (1 + ε2) =

1, соединяющего не напряженные конфигурации треугольной решетки в про-

странстве деформаций (линия постоянного объема на рис. 30a). В теоретиче-

ском анализе, который не учитывает эволюцию после потери сильной эллип-

тичности, объем образца и элементарной ячейки фиксированы и равны со-

ответствующим объемам ненапряженного состояния, так как рассматривают-

ся только однородные деформации. В моделировании мы можем фиксировать
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только объем образца, что позволяет осуществлять структурные преобразова-

ния, а объем элементарной ячейки фиксируется только как начальное усло-

вие на положения частиц. Такой путь деформирования позволяет исключить

влияние объемного растяжения или сжатия и сосредоточиться на механизмах

деформации сдвига. Черная линия на рис. 30a показывает энергию, рассчитан-

ную теоретически для однородно деформированной решетки. Красная линия

получается методом МД после релаксации энергии. Энергетические скачки яв-

ляются зародышеобразовательными барьерами, а другая часть кривой образует

оболочку теоретического энергетического профиля, полученного для равномер-

но деформированной решетки.

Экспериментальная (красная линия) и теоретическая (черная линия) зави-

симости сдвиговых напряжений и сдвиговых деформаций показаны на рис. 30б.

В выбранных координатах теоретическая кривая аналогична изотерме Ван-дер-

Ваальса в диаграмме давления-объема для фазового перехода «газ-жидкость»,

а экспериментальная линия практически удовлетворяет правилу Максвелла

равной площади с разницей между областями приблизительно 9%.

Рис. 31: Микроструктуры с зернами, образованные вариантами треугольной
решетки в зоне неэллиптичности при ε11 = 0.366 (см. Рис. 30); (а) двойники,
(б) вакансии, (в) дислокации.

Пример микроструктуры, которая соответствует релаксированной энергии

при деформации, взятой в зоне неэллиптичности, показана на рис. 31. Каждая

точка — частица; цвет обозначает ее энергию. Можно видеть зерна, образован-

ные различными ориентациями треугольной решетки. Зерна содержат части-
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цы с минимальной энергией. Они энергетически неразличимы и соответствуют

двойникованию. Частицы с более высокой энергией образуют границы зерен,

точечные дефекты и дислокации, где локализована избыточная энергия.

Таким образом, результаты численного эксперимента полностью соответ-

ствуют теоретическим, согласно которым полученная оболочка профиля энер-

гии должна быть квазивыпуклая оболочка, соответствующая микроструктурам

с минимальной энергией. Теоретический профиль энергии является касатель-

ной к минимумам энергии в случае ненапряженных двойников; и отклонение

от прямой может быть вызвано внутренними напряжениями. Видно, что в рас-

сматриваемом случае границы зерен и различные дефекты аккумулируют энер-

гию. И, наконец, двойники автоматически удовлетворяют правилу Максвелла

[71].

Рис. 32: Переход от треугольной к квадратной фазе. Энергия до (черная) и
после (красная) релаксации энергии, вдоль пути деформирования показанным
линией на рис. 22б. Заштрихованы зоны сильной эллиптичности.

Двухфазные микроструктуры, появляются на пути деформирования, соеди-

няющего ненапряженную треугольную решетку и напряженную квадратную

(прямая на рис. 22b). Релаксированная энергия показана на рис. 32. Примеры
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Рис. 33: Микроструктуры в зоне неэллиптичности при деформациях «A» (см.
рис. 32). (а) Треугольная решетка, разделенная на тонкими слоями квадратной
решетки, (б) вакансии, (в) микротрещины.

микроструктур, соответствующих точкам «A», «Б» и «В», показаны на рис. 33,

34 и 35 соответственно.

Ближе к области устойчивости треугольной решетки мы видим зерна с тре-

угольной фазой. В отличие от пути деформирования с постоянным объемом,

здесь появляются больше вакансий и микротрещин. Различие между рис. 33

и 31 состоит в том, что зерна разделены тонкими слоями квадратной фазы. По

мере увеличения внешней деформации образуется четко выраженная слоистая

двухфазная микроструктура. На рисунке 34 видно, что энергия распределя-

ется между сосуществующими областями с низкоэнергетическими вариантами

треугольной фазы и высокоэнергетической квадратной. В итоге, почти весь ма-

териал трансформируется в квадратную фазу. На рис. 35 также можно видеть

полосы сдвига, образованные тонкими слоями треугольной фазы. Заметим, что

энергетическая релаксация связана не только с образованием двухфазных мик-

роструктур, но и с двойникованием, которое видно, хотя и не обозначено особо,

на рис. 33. Как и в случае двойникования, эти результаты соответствуют об-

щему теоретическому предсказанию [42], что зарождение и развитие двухфаз-

ной микроструктуры является механизмом релаксации энергии в материалах с

невыпуклой энергией.
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Рис. 34: Многослойная двухфазная микроструктура в зоне неэллиптичности
при деформациях «Б» (см. рис. 32). Появились зоны с аморфной структурой.

Рис. 35: Микроструктуры в зоне неэллиптичности при деформациях «В» (см.
рис. 32). (а) Домены квадратной решетки разделены полосой сдвига, образо-
ванной слоем треугольной решетки (б) дислокации, образованная в пересечении
двух полос сдвига (в) дислокации на концах полос сдвига.

2.9 Трехмерные кристаллические структуры

Гранецентрированная кубическая (ГЦК) решетка является одним из вариан-

тов плотной упаковки шаров в пространстве, обладает кубической симметри-

ей, но может быть представлена в виде набора треугольных слоев смещенных

друг относительно друга в виде (ABCABC). Второй вариант плотной упаков-

ки в пространстве — гексагональная плотноупакованная структура (ГПУ) так

же представима в виде треугольных слоев, но двух типов (ABAB). В отличии

от ГЦК в ГПУ отсутствует кубическая симметрия и ГПУ является сложной

решеткой, что приводит к увеличению количества условий сильной эллиптич-

ности уравнений равновесия эквивалентного континуума связанных со смеще-
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нием подрешеток [30]. Условия сильной эллиптичности уравнений равновесия

для простой трехмерной решетки (ГЦК) приведены в разделе 1.3 (44).

Область устойчивости ГЦК решетки строится аналогично треугольной, про-

странство деформаций разбивается на регулярную сетку в виде ГЦК решетки,

оси направлены вдоль осей кубической симметрии. Области устойчивости и

области сильной эллиптичности уравнений равновесия эквивалентного конти-

нуума [31, 96] будут иметь вид, показанный на рис. 36 (устойчивые точки при

сжатии более 70% не были вычислены ввиду величины времени расчета для до-

стижения необходимой точности). Здесь можно видеть основную область в виде

трехгранного клина, в силу симметрии решетки, и три области примыкающие

к клину при большом сжатии, эти области соответствуют сжатой объемноцен-

трированной кубической решетке (ОЦК) (рис. 37).

(а) (б)

Рис. 36: Области устойчивости ГЦК решетки в пространстве осевых деформа-
ций. 1 (красные точки) – граница областей сильной эллиптичности уравнений
равновесия эквивалентной сплошной среды, 2(черные точки) — устойчивые уз-
лы, полученные методом молекулярной динамики.

(а)

Рис. 37: Переход из ГЦК в ОЦК решетку [31].
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2.10 Физический смысл границ областей устойчивости ГЦК решет-
ки

Определим области в пространстве деформаций в которых упругие модули от-

рицательны (рис. 38, 39). Ввиду симметрии решетки оси вдоль которых де-

формируется образец эквивалентны. Каждый из модулей Юнга отрицателен

со стороны одной из областей устойчивости ОЦК, модуль объемного сжатия

отсекает плоскость перпендикулярную линии гидростатического растяжения.

Модель сдвига отрицательны во всем пространстве деформаций кроме проек-

ций области устойчивости на плоскости перпендикулярные плоскости сдвига.
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(а) EM
1 < 0 (б) EM

2 < 0

(в) EM
3 < 0 (г) KM < 0

Рис. 38: Области в которых мгновенные упругие модули принимают отрица-
тельные значения: 1 — EM

1 < 0, 2 — EM
2 < 0, 8 — EM

3 < 0, 5 — KM < 0.
Черные точки — границ области сильной эллиптичности уравнений равновесия
эквивалентной сплошной среды.
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(а) (б)

(в)

Рис. 39: Области в которых мгновенные упругие модули принимают отрица-
тельные значения: 6 — GM

13 < 0, 7 — GM
23 < 0, 4 — GM

12 < 0. Черные точки —
границ области сильной эллиптичности уравнений равновесия эквивалентной
сплошной среды.
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2.11 Выводы

Суммируя полученные выше результаты можно сделать следующие выводы:

1. Методом динамики частиц определены области устойчивости треугольной

решетки в пространстве конечных деформаций при парном силовом взаи-

модействии.

2. Показано, что области устойчивости кристаллической решетки соответ-

ствуют областям сильной эллиптичности уравнений равновесия и анали-

тические выражения позволяют предсказывать области устойчивости кри-

сталлической структуры с высокой точностью.

3. Показан физический смысл границ областей устойчивости.

4. Исследована микроструктура двухфазных состояний после потери устой-

чивости треугольной решетки и при структурном переходе из треуголь-

ной в квадратную решетку. Выявлены механизмы релаксации энергии при

структурном переходе.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования

и науки Российской Федерации в рамках ФЦП «Исследования и разра-

ботки по приоритетным направлениям развития научно-технологического

комплекса России на 2014-2020 годы», Мероприятие 1.2., Соглашение о

предоставлении субсидии № 14.575.21.0146 от 26.09.2017, уникальный иден-

тификатор ПНИ: RFMEFI57517X0146.
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3 Уравнение состояния идеальных кристаллов

Фазовые превращения и в частности мартенситные превращения, протекают в

металлах при воздействии внешних напряжений и температуры. Описать внут-

ренние напряжения в материале, возникающие в следствии изменения темпе-

ратуры, позволяют уравнения состояния. Уравнения состояния используются

в методах механики сплошной среды для замыкания системы определяющих

уравнений. Часто, при рассмотрении макроскопических процессов методами

механики сплошных сред, уравнения состояния постулируется на основе экс-

периментальных данных, так как в данных моделях обычно не рассматрива-

ется структура вещества и законы взаимодействия между атомами, опреде-

ляющие уравнения состояния. Однако в задачах, где существенным является

учёт микроструктуры материала [11, 27, 5, 29, 1] необходимы методы получе-

ния уравнений состояния, учитывающие как микроструктуру, так и выбранные

потенциалы межатомного взаимодействия. Кроме того необходимо обеспечить

переход от параметров дискретного континуума к эквивалентной сплошной сре-

де для использования аппарата механики сплошных сред. В термодинамике

уравнения состояния удается получить методами статистической механики на

основе некоторых эмпирических предположений [16, 18, 17, 3]. Заменяя ато-

марную структуру кристалла на систему независимых гармонических осцил-

ляторов, А.Эйнштейн получил выражение для свободной энергии системы [4].

Развитие идеи А.Эйнштейна было выполнено М.Борном [46], и предложен са-

мосогласованный метод определения гамильтониана системы независимых гар-

монических осцилляторов эквивалентной ансамблю взаимодействующих ато-

мов, расширив, таким образом, теорию Эйнштейна на нелинейные системы. В

дальнейшем Д.Хоттон [74], [75] расширил метод Борна для описания кванто-

вомеханических систем. Следующим шагом стал переход к фононной модели,

выполненный Н.Вертхамером [118], [68]. Предложенные методы нашли широкое

применение для различных задач [52, 41, 63, 54]. Недостатком итерационного

метода Борна является отсутствие информации о зависимости эквивалентного
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гармонического гамильтониана от состояния системы, что существенно ослож-

няет его использование в аналитических методах. Альтернативным подходом

является вывод уравнений состояния на основе некоторых дополнительных эм-

пирических предположений о соотношении между макроскопическими свой-

ствами материала. В частности, для описания твердых тел широко применяет-

ся уравнение состояний Ми-Грюнайзена. Его можно получить на основе теории

Дебая, если принять, что зависимость фононных частот от объёма задаётся

выражением:
ωi
ω0
i

=

(
V 0

V

)γ
(68)

Где параметр γ называется параметром Грюнайзена, i — нумерует частоты.

Тогда можно записать уравнение состояния в следующем виде:

P = P (V, ŨT ) = p̂(V ) + Γ(V )
ŨT
V

(69)

где Γ(V ) — функция Грюнайзена, является функцией объёма и не зависит

от теплового возмущения в материале. Однако получить точный вид функ-

ции Грюнайзена пока не удается. Довольно часто Γ(V ) определяется на ос-

нове так называемой «холодной» кривой деформирования [16, 103, 21], одна-

ко, как указано, в [103] необходимо учитывать взаимное влияние напряженно-

деформированного состояния и температуры. В работе [56] уравнение состоя-

ния записано с учётом напряженно-деформированного состояния. В настоящей

работе используется метод определения эквивалентных термомеханических па-

раметров предложенный А.Кривцовым [22, 23] и развитый В.Кузькиным [24].

Данный метод опирается на рассмотрение материала как системы частиц с из-

вестным потенциалом взаимодействия, движущихся по законам классической

механики. Переход от дискретного к континуальному описанию осуществляет-

ся с использованием длинноволнового приближения [8]. Таким образом, дан-

ный метод позволяет получить макроскопических характеристики описывае-

мого кристалла и уравнение состояния непосредственно из закона взаимодей-

ствия и структуры материала. В настоящей диссертационной работе проводится

уточнение вида уравнений состоянии полученных в [24], определение области
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их применимости и сравнение с результатами молекулярно-динамического мо-

делирования.

3.1 Исследование термодинамических параметров двумерных кри-
сталлических структур

Для исследования термических напряжений в треугольной решетке использо-

вался квадратный образец (150x149межатомных расстояний) с единственно

возможным плотным расположением дисков на плоскости — треугольной ре-

шёткой (25800 частиц), на границе заданы периодические граничные условия.

Частицы взаимодействуют посредством парного центрального потенциала Мор-

зе (26).

Параметр, отвечающий за ширину потенциальной ямы, αa = 6. При таком

значении параметра значение первых двух производных при Ak = a совпадают

с производными от потенциала Леннард-Джонса. Скорости в начальный момент

времени распределены согласно нормальному распределению, центр масс систе-

мы неподвижен, кинетическая энергия, приходящаяся на частицу составляет

2 · 10−5D. Компоненты тензора ÃkÃk определяются в системе координат свя-

занной со связью (ось абсцисс вдоль связи, ось ординат - j = k× i, ось аппликат

перпендикулярна плоскости образца). Значения тензора усредняются по всем

связям в образце 〈 〉r, а затем усредняются по ансамблю систем с одинаковыми

начальными условиями, но различным случайным распределением скоростей.

И после, усредняются по времени 〈 〉t, начиная с момента установления равно-

весного значения. Будем считать, что 〈 〉 есть усреднение и по пространству и

по времени. Уравнения движения интегрируются методом Верле [111], шаг по

времени определялся как T0
100 , где T0 — период малых колебаний изолирован-

ной пары частиц. В данной главе мы ограничиваемся рассмотрением состояний

системы, при которых связи между частицами остаются неизменными в тече-

нии всего времени моделирования. Это даёт возможность использовать списки

Верле [111], определенные в начальный момент времени. Далее используются
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описанные выше параметры моделирования, изменения отдельных параметров

указываются отдельно.

При непосредственном исследовании устойчивости кристалла методом мо-

лекулярной динамики процесс потери устойчивости носит существенно веро-

ятностный характер (что будет показано далее) и зависит от интенсивности

хаотического движения частиц т.е. температуры. Теоретические границы об-

ластей устойчивости были получены по отношению к любому бесконечно ма-

лому возмущению. Однако при моделировании мы всегда задаем некоторую

конечную температуру и кроме того при температурах ниже температуры Де-

бая проявляются квантовые эффекты, которые не учитываются классическим

методом молекулярной динамики [4]. Как было показано в разделе 1.4 для пар-

ных центральных потенциалов связь между тепловой энергией и возникающи-

ми внутренними напряжениям (уравнение Грюнайзена) полностью определя-

ется первыми тремя производными от потенциала и тензором ÃkÃk, который

характеризует деформирование связи. Компоненты тензора ÃkÃk на рис. 40

определены для описанной выше конфигурации и нормированы на 〈ÃkÃk〉r,xx,

показана зависимость от времени, каждая точка графика получена усреднени-

ем по всему объему.

Из рис. 40 видно, что все компоненты тензора 〈ÃkÃk〉r быстро (в течении

нескольких периодов T0) приходят к равновесному значению, на него накла-

дываются высокочастотный шум и среднеквадратичное отклонение составляет

1.4% от среднего. Таким образом, можно сделать вывод, что используемый ме-

тод определения тензора 〈ÃkÃk〉r обладает достаточной точностью, и усредне-

ния в течении нескольких десятков T0 будет достаточно для определения ком-

понент тензора ÃkÃk. Тензор 〈ÃkÃk〉r имеет диагональный вид. Далее будем

называть тензор 〈ÃkÃk〉r тензором деформационной температуры. Отношение

диагональных компонент Θ для ненапряженной треугольной решетки обозна-

чим:

Θ0 =
〈ÃkÃk〉r,yy
〈ÃkÃk〉r,xx

= 1.435± 0.016 (70)
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Благодаря диагональному виду тензора ÃkÃk для получения коэффици-

ента Грюнайзена достаточно определить отношение деформации вдоль связи

〈ÃkÃk〉r,xx к деформации перпендикулярно связи 〈ÃkÃk〉r,yy.

Рис. 40: Зависимость компонент тензора ÃkÃk от времени. 1 − ÃkÃkxx, 2 −
ÃkÃkxy, 3− ÃkÃkyx, 4− ÃkÃkyy

Сравним значения τ̃ , Ũ = Ẽp + Ẽk, полученные в ходе вычислительного

эксперимента по формулам (22), (1), (2), (70) с результатами формул (50), (51).

Относительная погрешность для средних значений составила 0.0007% для энер-

гии и 0.0002% для компонент тензора напряжений, в то время как предполо-

жение о шаровом характере тензора 〈ÃkÃk〉 приводит к переоценке на 22% и

20% для энергии и компонент тензора напряжений соответственно, однако, по-

скольку ошибки обеих величин имеют один знак и относительные погрешности

близки, отклонение значения коэффициента Грюнайзена составляет всего 2.5%.

Используя отношение Θ ' 1.5, мы получаем погрешность 0.4% для компонент

тензора напряжений, при среднеквадратичной погрешности вычислительного

эксперимента в 1%. При использовании отношения Θ = 1 [39, 19] погрешность

определения тензора напряжений и внутренней энергии по формулам (71), (72)

20 и 24%, соответственно, при этом погрешность определения коэффициента

Грюнайзена составляет 3%.
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Перепишем уравнения (50), (51):

τ̃ =
1

4V

∑
k

[
αk
(
ÂkÂkE + 2ÂkEÂk

)
+ βkÂkÂkÂkÂk

]
· ·〈ÃkÃk〉, (71)

Ũ =
1

2

∑
k

[
αkÂkÂk + γkE

]
· ·〈ÃkÃk〉, (72)

где:

αk =
Π̂′′kÂk − Π̂′k

Â3
k

, βk =
Π̂′′′k Â

2
k − 3Π̂′′kÂk + 3Π̂′k

Â5
k

γk =
Π̂′k

Âk

Окончательно для треугольной решётки, используя предположения о диаго-

нальности тензора 〈ÃkÃk〉 и Θ0 =
〈ÃkÃk〉yy
〈ÃkÃk〉xx

= 1.435, получаем:

τ̃ =
〈ÃkÃk〉xx

4V

∑
k

[
Π̂′′′k

Âk

+ Θ0αk

]
ÂkÂk, (73)

Ũ =
〈ÃkÃk〉xx

2

∑
k

[
Π̂′′k + Θ0

Π̂′k

Âk

]
, (74)

Γ = − 1

2N

∑
k

Â2
kΠ̂
′′′
k + Θ0ÂkΠ̂

′′
k −Θ0Π̂

′
k

Â3
kΠ̂
′′
k + Θ0Â2

kΠ̂
′
k

ÂkÂk, (75)

где N — количество частиц на первой координационной сфере. В силу симмет-

рии недеформированной треугольной решетки тензор Γ будет шаровым. До-

полнительно обозначим:

Γ = tr (Γ) , Γe = −V
Ũ

tr (τ̃ ) , (76)

здесь Γe вычислено непосредственно по формулам (1) и (22).

3.2 Зависимость компонент тензора 〈ÃkÃk〉 от параметров модели-
рования

В данном разделе мы определяем влияние параметров взаимодействия меж-

ду частицами, начальных условий и напряженного состояния на соотношение

компонент тензора 〈ÃkÃk〉. На рис. 41 показано влияние размера системы на
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отношение Θ. Конфигурация системы описана в пункте 3.1, размер изменял-

ся в обоих направлениях, оставляя образец квадратным с точность до одного

межатомного слоя по оси ординат. Полученные значения усреднялись по вре-

мени, начиная с момента достижения равновесных значений ( 10T0). Как видно

из графика увеличение системы более чем 100 × 100 межатомных расстояний

не меняет значения отношения Θ. Все отклонеия от среднего значения нахо-

дятся в пределах точности вычисления и с увеличением количества связей по-

грешность, ожидаемо, уменьшается. Исходя из результатов эксперимента мож-

но сделать вывод, что отношение Θ не связано с максимальной длинной волн,

которую ограничивает размер образца. Уменьшение вплоть до 30 межатомных

расстояний существенно увеличивает погрешность (до 8%), но слабо изменяет

среднее значение.

Рис. 41: Зависимость отношения компонент тензора Θ от размера системы. В
качестве размера квадратного образца указывается количество слоев треуголь-
ной решётки вдоль основания треугольника.

Влияние ширины потенциальной ямы αa, а следовательно и жесткости связи

показано на рис. 43. Среднее значение соотношения Θ находится в промежутке

от 1.433 до 1.437 и не образует какой либо монотонной зависимости от увели-

чения ширины потенциальной ямы.
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Рис. 42: Зависимость отношения компонент тензора Θ от размера системы. В
качестве размера квадратного образца указывается количество солёв треуголь-
ной решётки вдоль основания треугольника.

Компоненты тензора ÃkÃk усреднялись по всему ансамблю связей в решет-

ке, а затем полученные данные усреднялись по 10 запускам с различным распре-

делением начальных скоростей. Полученные значения усреднялись по времени,

начиная с момента достижения равновесных значений (∼ 10 периодов малых

колебаний пары частиц). Параметр αa также оказывает влияние и на соотно-

шение наклонов стенок потенциальной ямы и мы можем сделать вывод, что вид

парного центрального потенциала не будет оказывать влияние на отношение Θ.

Данное утверждение справедливо и для гармонического потенциала (77). От-

ношение компонент Θ = 1.437. Погрешность определения энергии 0.008%, ком-

понент тензора напряжений 0.0002%, и 0.007% для коэффициента Грюнайзена.

Таким образом, мы можем использовать формулы (73), (74), (75) для плос-

кой задачи и произвольного парного центрального потенциала. Ограничением

является наше предположение, о локализации частицы вблизи потенциально-

го минимума. Тогда для потенциала с несколькими минимумами, если энергия

частиц достаточна для перемещения между ними, необходимо будет вводить

некоторый эффективный потенциал с одним минимумом.
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Πk = D (a− Ak)
2 (77)

Рис. 43: Зависимость отношения компонент тензора Θ от ширины потенциаль-
ной ямы αa.

На рис. 44 среднее значение соотношения Θ с увеличением температуры

незначительно растет от 1.435 до 1.499 (рост 4.5%) при увеличении началь-

ной кинетической энергии с 0.00002D до D. Также на 4.5% экспериментальное

значение коэффициента Грюнайзена отклоняется от вычисленного по форму-

ле (75). С увеличением температуры значение Θ становятся некорректными,

поскольку при перемещениях частицы, сопоставимых с межатомным рассто-

янием, возникает сложность в соотнесении связи с номером координационной

сферы, а также происходит разрывы и образование новых связей. Тем не менее

можно сделать вывод, что ранее оценки отношения Θ соответствуют получен-

ным значениям вплоть до температуры близких к температуре плавления.

В решении практических задач редко ограничиваются взаимодействием толь-

ко с первой координационной сферой. Как можно видеть на рис. 45 увеличение

количества учитываемых координационных сфер также не влияет на среднее

значение соотношения Θ, радиус обрезания (acut) выбирался как среднее между

расстояние до учитываемой сферы и следующей сферой. При вычислении теп-
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Рис. 44: Зависимость от кинетической энергии (в единицах D) в начальный
момент времени отношений: диагональных компонент деформационной темпе-
ратуры Θ, шаровых частей функций Грюнайзена Γe и Γ и диагональных ком-
понент функции Грюнайзена Γe.

ловой энергии и тензора термических напряжений, в данном случае, в форму-

лах (72) и (71) необходимо проводить суммирование по всем координационным

сферам, полученная погрешность < 1%.

Деформация оказывает существенное влияние на значения Θ и Γ. Рассмот-

рим состояния решетки вдоль гидростатического пути деформирования и ли-

ния постоянного объема (рис. 22а). На рис. 46 можно видеть, что формула

(75) верна на всем произвольной гидростатической деформации внутри обла-

сти устойчивости треугольной решетки. Значение Θ увеличивается в два раза

при сжатии на 80% стремится к единице вблизи границы области устойчиво-

сти при растяжении. Вдоль линии постоянного объема (рис. 47) значение Γe

и Γ также совпадают в пределах области устойчивости. Поведение Θ зависит

от природы границы области устойчивости: при приближении к границе, на

которой GM
12 < 0 — Θ растет быстрее, чем при приближении к границ, на ко-

торой EM
1 < 0 и EM

2 < 0. Поскольку при таком деформировании симметрия

решетки уменьшается функция Грюнайзена Γ становится нешаровой и отно-

шение диагональных компонент зависит от вида границы: Γe,yy > Γe,xx при
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Рис. 45: Зависимость отношения компонент тензора Θ от количества учитыва-
емых координационных сфер.

малых значениях модуля сдвига и Γe,yy < Γe,xx при малых значениях модулей

Юнга. Что наглядно демонстрирует необходимость использования уравнения

состояния Ми–Грюнайзена в тензорном виде.
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Рис. 46: Зависимость от объемной деформации отношений: диагональных ком-
понент деформационной температуры Θ, шаровых частей функций Грюнайзе-
на Γe и Γ и диагональных компонент функции Грюнайзена Γe. Над графиком
показаны направления главных осей тензора деформации, структура решет-
ки относительно недеформированной конфигурации (в центре), элементарная
ячейка и связь между компонентами тензора деформации.
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Рис. 47: Зависимость от деформации формоизменения отношений: диагональ-
ных компонент деформационной температуры Θ, шаровых частей функций
Грюнайзена Γe и Γ и диагональных компонент функции Грюнайзена Γe. Над
графиком показаны направления главных осей тензора деформации, структура
решетки относительно недеформированной конфигурации (в центре), элемен-
тарная ячейка и связь между компонентами тензора деформации.

Влияние деформации на отношение 〈ÃkÃk〉yy
〈ÃkÃk〉xx

показано на рис. 48. Цветом(
〈ÃkÃk〉yy
〈ÃkÃk〉xx

− 1.435
)
/1.435. Можно видеть, что отношение сохраняется неизмен-

ным только в узкой области, шириной ≈ 3% вдоль линии гидростатического

сжатия треугольной решетки. Области полученные на рис. 48 являются об-

ластями устойчивости треугольной решетки, подробнее они будут описаны в

следующей главе. Отношение быстро растет к границам области что во многом

связано с уменьшением модулей сдвига (после деформации решетка становится

анизотропной) и, соответственно, увеличением амплитуды сдвиговых мод коле-

баний. Исключение составляет точка потери устойчивости при гидростатиче-

ском растяжении образца, где отношение убывает более чем в два раза. Если

рассмотреть модули упругости в неустойчивых точках, то видно, что модули
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сдвига становятся отрицательными по всей неустойчивой области, в то время

как модули Юнга отрицательны только между областями устойчивости и на

верхних гранях, таким образом можно предположить, что уменьшение отноше-

ния будет только в тех точках, где модули Юнга стремятся к нулю быстрее,

чем модули сдвига. Маленькая область между двумя основными соответствует

квадратной решетки, как можно заметить значение отношения в этой области

существенно выше 1.41 и находится в диапазоне 3.05 . . . 14.45.

Рис. 48: Зависимость отношения компонент тензора 〈ÃkÃk〉yy
〈ÃkÃk〉xx

от деформации, ось
1 направлена вдоль основания треугольной решетки, ось 2 перпендикулярно,
цветом показано отклонение в долях отношения 〈ÃkÃk〉yy

〈ÃkÃk〉xx
от значения 1.41.

3.3 Корреляционный тензор

Для понимания физического смысла компонент тензора 〈ÃkÃk〉r перепишем

его через перемещения uk и u:

Ak = ak + uk − u

Ãk = ũk − ũ
(78)
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Тогда тензор 〈ÃkÃk〉r принимает следующий вид:

〈ÃkÃk〉r = 〈ũkũk〉r − 2〈ũũk〉r − 〈ũũ〉r = 2〈ũũ〉r − 2〈ũũk〉r (79)

Введем обозначения ξ̃k = ũũk — тензор ковариации перемещений, η̃k = ˙̃u ˙̃uk

— тензор ковариации скоростей, ρ̃ = ũũ — тензор дисперсии перемещений,

σ̃ = ˙̃u ˙̃u — тензор дисперсии скоростей.

Таким образом, тензор 〈ÃkÃk〉r является тензором деформаций связей и

вычисляется как удвоенная разность между дисперсиями и корреляциями.

〈ÃkÃk〉r = 2〈ξ̃〉r − 2〈ξ̃k〉r (80)

На рис. 49, 51, 52 показано, что корреляции и дисперсия постепенно растут

со временем стремясь к асимптотическому значению, в тоже время их разность

согласно рис. 40 достигает равновесного значения за несколько T . Со временем

также растет среднеквадратичное отклонение значений корреляции и диспер-

сии перемещений в кристалле (> 25%), но компоненты тензора 〈ÃkÃk〉 меня-

ются во времени очень слабо.

Рис. 49: Зависимость дисперсии пе-
ремещений частиц ξ̃0

xx от времени.

Рис. 50: Зависимость продольной
компоненты тензора корреляций
ξ̃kxx от расстояния.

Из рис. 53 и рис. 54 мы можем сделать вывод, что корреляции распростра-

няются как волна в кристалле и постепенно выходят на некоторый средний

уровень.
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Рис. 51: Зависимость отношения
продольной компоненты тензора
корреляций к дисперсии ξ̃dxx/ξ̃

0
xx от

времени для различных координа-
ционных сфер, нумеруемых d.

Рис. 52: Зависимость отношения по-
перечной компоненты тензора кор-
реляций к дисперсии ξ̃dyy/ξ̃0

xx от вре-
мени для различных координацион-
ных сфер, нумеруемых d.

3.4 Детерминированная задача определение корреляций перемеще-
ний частиц в идеальной решетке

Следуя работе [26] рассмотрим идеальный кристалл с периодическими гранич-

ными условиями, заданными случайными начальными скоростями и неподвиж-

ным центром масс. Поскольку система однородна все частицы эквивалентны,

для произвольной векторной или тензорной функции f(r) выполняется условие:

〈f(r)〉r = 〈f(r + Ak)〉r (81)

Постулируем тождество для произвольных функций f(r) и g(r):

〈f(r)g(r)〉r = 〈f(r−Ak)g(r)〉r (82)

Используя 81 и 82 получим:

〈f(r + Ak)g(r)〉r = 〈f(r − Ak + Ak)g(r + Ak)〉r = 〈f(r)g(r + Ak)〉r (83)

Запишим уравнение динамики кристалла в линейном приближении.

ü = ω2
0

∑
k

(uk − u) = ω2
0

∑
k

ekek · (uk − u) = ω2
0∆un (84)

где n - нумерует частицы, ω2
0 = C

m - частота колебаний пары частиц.
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Рис. 53: Зависимость отношения
продольной компоненты тензора
корреляций к дисперсии ξ̃dxx/ξ̃

0
xx от

расстояния для различных момен-
тов времени, нумеруемых d.

Рис. 54: Зависимость отношения по-
перечной компоненты тензора кор-
реляций к дисперсии ξ̃dxx/ξ̃0

xx от рас-
стояния для различных моментов
времени, нумеруемых d.

Тензорно домножим уравнение (84) на uk и u̇k, затем найдем средние по

пространству.
〈üuk〉r = ω2

0

∑
k

ekek · (〈ukuk〉r − 〈uuk〉r)

〈üu̇k〉r = ω2
0

∑
k

ekek · (〈uku̇k〉r − 〈uu̇k〉r)
(85)

d

dt
〈uuk〉r = 〈u̇uk〉r + 〈uu̇k〉r = 2〈u̇uk〉r

d2

dt2
〈uuk〉r = 2〈üuk〉r + 2〈u̇u̇k〉r

d

dt
〈u̇u̇k〉r = 2〈üu̇k〉r

(86)

С учетом производных от корреляционных тензоров (86) и их симметрично-

сти уравнения (85) приводятся к виду:

¨〈ξk〉r = 2〈ηk〉r + 2ω2
0

∑
k

ekek · (〈ξ〉r − 〈ξk〉r) (87)

¨〈ηk〉r = ω2
0

∑
k

ekek ·
(

˙〈ξ〉r − ˙〈ξk〉r
)

(88)

Проинтегрируем уравнение (88) по времени и подставим 〈ηk〉r в (87)

¨〈ξk〉r = 2σ2δkE + 4ω2
0

∑
k

ekek · (〈ξ〉r − 〈ξk〉r) (89)
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где σ2 – константа интегрирования, определяемая из начальных условий

〈ηk〉r|t=0,k=0 = 2
mK̃, поскольку среднее от всех корреляции в начальный момент

времени равно нулю.

Таким образом, мы переходим от стохастической задачи (84) на перемещения

частиц со случайными начальными скоростями к детерминированной задаче

динамики корреляций (89) с некоторой сосредоточенной обобщенной силой.

Для сравнения стохастической и детерминированной задач была использова-

на конфигурация из пункта 2.3. В центре образца помещена частица с индексом

n = 0. В ходе расчета на неё действовала добавочная постоянная сила 2
mK̃, где

K̃ соответствует начальной кинетической энергии в стохастической задаче. Да-

лее уравнение (89) интегрировалось по схеме Верле.

Как видно из рисунка 55 результаты детерминированной и стохастической

задачи полностью совпадают.

Рис. 55: Зависимость отношения компонент тензора ÃkÃkyy

ÃkÃkxx
от шага интегриро-

вания. Для стохастической задачи (1) и детерминированной (2).
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3.5 Выводы

Суммируя полученные выше результаты можно сделать следующие выводы:

1. В данной главе было проведено уточнение вида тензора 〈ÃkÃk〉, что позво-

ляет перейти к аналитическим выражениям для тензора тепловых напря-

жений τ̃ (71), тепловой составляющей полной энергии Ũ (72) и их упрощен-

ных выражений, (73),(74) и коэффициента Грюнайзена (75), погрешность

которых меньше 1%.

2. Получено, что отношение компонент Θ =
ÃkÃkyy

ÃkÃkxx
не зависит от размера

образца, формы парного центрального потенциала взаимодействия, сла-

бо (< 10%) растет с температурой и существенно убывает только вблизи

границы области устойчивости.

3. Отношение продольной к поперечной компоненте тензора 〈ÃkÃk〉 суще-

ственно зависит от деформаций, постоянно только вдоль линии гидроста-

тического сжатия и резко растет при приближении к границам области

устойчивости, однако при гидростатическом растяжении стремится к ну-

лю.

4. Показано, что результаты детерминированной задачи (89) полностью со-

гласуются с результатами стохастической. Таким образом, для определе-

ния тензора 〈ÃkÃk〉 можно перейти к тензорной задаче о действии сосре-

доточенной силы.
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Заключение

1. Определены области устойчивости двумерной треугольной решетки и трех-

мерной гранецентрированной кубической в пространстве конечных дефор-

маций при парном силовом взаимодействии методом молекулярной дина-

мики. Для треугольной решетки получены три области устойчивости, соот-

ветствующие двум ориентациям треугольной решётки и устойчивой квад-

ратной решетки. Для ГЦК получена единая область устойчивости, соеди-

няющая устойчивую ГЦК решетку и деформированную устойчи-вую ОЦК.

2. Показано, что области устойчивости кристаллической решетки соответ-

ствуют областям сильной эллиптичности уравнений равновесия эквива-

лентного континуума и аналитические выражения позволяют предсказы-

вать области устойчивости кристаллической структуры с высокой точно-

стью.

3. Исследована микроструктура неоднородных состояний после потери ус-

тойчивости треугольной решетки и при структурном переходе из треуголь-

ной в квадратную решетку. Выявлены механизмы релаксации энергии при

структурном переходе. Двухфазные состояния, возникающие на линии по-

стоянного объема, приводят к формированию системы зерен с различны-

ми ориентациями треугольной решетки. Переход из треугольной решетки

в квадратную приводит к зарождению слоев новой фазы.

4. Получены уточненные коэффициенты тензорного уравнения состояния Ми-

Грюнайзена. Определены компоненты тензора деформационной темпера-

туры, что позволяет перейти к аналитическим выражениям для тензора

термических напряжений, тепловой составляющей полной энергии и коэф-

фициента Грюнайзена, погрешность которых меньше 1%.

5. Показано, что отношение диагональных компонент тензора деформаци-

онной температуры не зависит от размера образца, формы парного цен-
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трального потенциала взаимодействия, слабо (менее, чем на 10%) растет с

температурой. При этом отношение диагональных компонент тензора де-

формационной температуры существенно зависит от деформаций, и быст-

ро растет при приближении к границам области устойчивости, однако при

гидростатическом растяжении уменьшается, приближаясь к единице. При

отклонении от линии гидростатического нагружения уменьшается симмет-

рия решетки, что приводит к не шаровому виду тензорной функции Грю-

найзена.
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